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概要

固液混相流とは、固体 �粒子�と液体が混在する流れである。その発現分野は、化学、機械、

土木、そして医療分野にまで多岐に渡っている。地球工学分野においても、以下のように多くの

事例が挙げられる。防災工学では、地震動などによって発生する液状化・流動化問題がある。中

でも粒子によって支保される地盤が、振動により流体支保の状態に一時的に変化するメカニズム

は、完全には明らかにはなっていない。また人的・物的に大きな損害をもたらす火砕流、土石流

や海底地すべりなどは、堆積物重力流の一種であり、斜面上を流下する粒子は周囲の流体を取り

込み、複雑な流動形態を示す。さらに、海底地すべりは、津波の誘因として近年注目が集まって

いる。地すべりの規模や水深などと、発生する津波の波高との関係を推定する研究が進められて

いるが、まだ未解明な点は非常に多い。また、石油生産・開発の分野においては、石油生産にと

もなう砂および泥粒子の輸送によって、出砂等の油層障害が引き起こされている。従って、こう

した様々な分野における、固液混相流の発生・発展過程および、内部での粒子および流体の挙動

を明らかにしていくことが必要である。

これまでの固液混相流システム解析は、その流れの複雑さゆえに、実験的および経験的な方

法によって、巨視的な評価を行う研究が大半であった。近年では、計算機の演算能力の向上とと

もに、コンピュータシミュレーションによる再現も多くなされるようになってきた。こうした固

液混相流の数値計算においては、流体流動と固体運動を連成的に解いていく必要性がある。しか

しながら、多くの研究では、流体要素もしくは固体要素に対して仮定を行い系の簡素化・単純化

が行われている。例えば、対象となるモデル構造そのものを単純化・平滑化したものや、流体か

ら粒子への作用もしくは、粒子から流体への作用を無視したもの、さらに粒子を含む流体を高粘

性単相流として扱うものや、三乗則やダルシー則などを使って流体流動を簡単に扱うものなどが

挙げられる。このような手法では、複雑な構造を有する問題や複雑な流動形態を正確に表現して

いるとは言い難い。

そこで、本研究では流体流動計算としてナビエ�ストークス方程式を解くことができる格子ボ

ルツマン法と、個々の粒子運動を逐次計算する個別要素法を連成させることで、これらの問題の解

決を試みる。格子ボルツマン法は、流体を連続体として取り扱うのではなく、離散粒子の集合体

と捉える考え方に基づいている。この仮想的な粒子群の運動は、ボルツマン方程式に従うものと

し、局所的な粒子同士の衝突および並進運動によってのみ表現される。個別要素法は、バネ、ダッ

シュポッド、スライダーといった単純要素で粒子間の力学的相互作用を表現する手法である。す

なわち、多数粒子による同時衝突を比較的正確に求めることができる。なお粒子から流体への作

用は、粒子の移動に伴う流体領域の変化を逐次更新することと、粒子の移動速度を流体計算の境

界条件に取り込むことで表現できる。流体から粒子への作用は、粒子周囲の流速分布から粒子に

かかる力学的作用を算出することで実現できる。このように、格子ボルツマン法と個別要素法の

連成解法では、複雑構造下における固液混相流を粒子サイズのスケールにおいて正確に求めるこ

とができると考えられる。しかしながら、この手法の地球工学各分野への適用事例はまだ極めて

少ない。また本手法における課題の一つは、対象となる岩石構造などを格子によりモデル化する

ため、精度よい計算を行うためには計算コストが高くなりがちであることである。ただし、格子

ボルツマン法では、各格子点上における近傍の情報のみを用いて時間発展的に計算を進める方法

であるゆえに、領域分割を行う並列化をなすことで有る程度解決することができる。

本研究では、地球工学分野における固液混相流システムに対する汎用数値シミュレータとし

て、格子ボルツマン法と個別要素法の連成解法の構築を目的としている。まず、格子ボルツマン法

の並列化を行い、多孔質岩石内流体流動に適用しその有効性を検討した �第 �章�。その結果、並



列数 �程度までは、領域分割による並列化で比較的よい並列効率が得られることがわかった。

続いて、フラクチャ内流体流動シミュレーションを行い、複雑形状を対象にした流体流動計

算における格子ボルツマン法の有効性を示した �第４章�。しばしばフラクチャ形状は平行平板を

仮定して、その流量は開口幅の三乗に比例するとされる。ここでは、実際に見られるような三乗

則からの乖離を再現し、開口幅の標準偏差を用いて平均開口幅を正規化したものが鍵となるパラ

メータであることを示した。

次に、開発した固液混相流シミュレータを用いて、水中における固体運動力学の素過程とな

る、粒子沈降シミュレーションを行った �第 �章�。これは、本手法の妥当性を、既存の実験的研

究や数値シミュレーションから、検証するものである。単一粒子沈降シミュレーションでは、レ

イノルズ数の違いによる粒子沈降過程の差異を再現することができた。また、二粒子沈降シミュ

レーションにおいても、同様にレイノルズ数の大きさによって、二つの粒子が ���沈降方向と垂直

な方向に並んで安定して沈降する場合と、（２）先行粒子に後方粒子が追いついて、衝突し、次い

で追い越すという現象 ��	
現象�を繰り返す場合、に分かれることを示した。これらは既存の

研究結果とよい一致を示した。また、アナログ実験も行い、数値シミュレーションにおけるパラ

メータのキャリブレーションとして有用であることを示した。

最後に大規模な応用問題として、海底地すべりを模した数値シミュレーションを行った �第 �

章�。開発した固液混相流シミュレータによって、水中土石流の再現を行うことができた。この土

石流は、ヘッド部とボディ部に明確に分かれて流動していた。ヘッド部においては粒子流が周囲

の流体を取り込む流動形態が見られ、これは、海底地すべりにおける堆積物重力流の流動形態が、

水中土石流から混濁流へと変化することに対応している。また、シミュレーションで得られた堆

積物重力流の内部速度プロファイルは、実際の海底地すべりにおける速度プロファイルと、定性

的によく一致していた。ヘッド部とボディ部の速度プロファイルは、明瞭な違いが見られ、これ

は、実測される速度プロファイルに対する解釈への有益な情報を与えることができるものである。

さらに、流動後の堆積厚さを見てみると、斜面を下りきった直後に少しへこみが生じていること

が観察された。これは、既存の堆積物重力流の水路実験結果とよく一致するものであった。これ

らのことから、本シミュレータが、海底地すべりの発生から堆積物の流動化そして堆積に至るま

での一連の流れを全て表現することが可能であることを示せた。また、シミュレーションの条件

を変えることで、海底地すべりの発生原因を検討することや、また流動形態の違いから生じる堆

積構造の違い等を検討することも可能である。さらに、格子ボルツマン法と個別要素法の連成解

析では、地すべりによる粒子運動によって発生する二次的な流体流動も計算している。そのため、

海底地すべりが海水面に及ぼす影響をも計算することが可能であり、津波研究に応用できる。す

なわちこれまで作られた波高推定モデルの検証や、新たな地すべり津波モデルの構築を行ってい

くことができると考えている。

さらに、格子ボルツマン法は二相流体のシミュレーションも比較的容易であるため、ここで

提案した固液混相流モデルを、液液二相流下での粒子運動問題に応用することを考えている。こ

れは、例えば、石油開発分野におけるリザーバシミュレータで用いるパラメータを決定するため

の、ポアスケールシミュレーション手法としての利用が期待される。
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第�章 緒言

固液混相流は、固体 )粒子*と液体が混在する流れである。その発現分野は、化学、機械、土

木、そして医療分野にまで多岐に渡っている。地球工学分野においても、以下のように多くの事

例が挙げられる。防災工学では、地震動などによって発生する液状化・流動化問題がある。中で

も粒子によって支保される地盤が、振動により流体支保の状態に一時的に変化するメカニズムは、

未解明な点も多い。また人的・物的に大きな損害をもたらす火砕流、土石流や海底地すべりなど

は、堆積物重力流の一種であり、斜面上を流下する粒子は周囲の流体を取り込み、複雑な流動形態

を示す )7�������0 �// = >������ 
�� %�	5��0 �'''= ?
���� 
�� 7
���
0 �''�*。さらに、海底

地すべりは、津波の誘因として近年注目が集まっている )2	
� �� 
��0 �''�= �
���� �� 
��0 �''�=

2�� �� 
��0 �'' *。地すべりの規模や水深などと、発生する津波の波高との関係を推定する研究が

進められている )@
����10 �//�= 檀 �� 
��0 �''�*が、まだ未解明な点は非常に多い。石油生産・開

発の分野においても、水圧破砕によるき裂の支持剤として用いられるプロパント注入 ).�
���� 
��

@
���0 �//�= 金子 �� 
��0 �''�*では、プロパント粒子の最適な圧入方法を得るために、固液混層

流解析が不可欠であると言える )A����� 
�� B
��0 �/&&*。さらに、石油生産にともなう砂およ

び泥粒子の輸送 )7����� �� 
��0 �''�*によって、出砂等の油層障害が引き起こされている )沼澤・

満田0 �''�*。こうした様々な分野における、固液混相流の発生・発展過程および、内部での挙動

を明らかにしていくことは、工学的に非常に重要であると言える。

これまでの固液混相流システム解析は、その流れの複雑さゆえに、実験的および経験的な方

法によって、巨視的な評価を行う研究が大半であった )C�����0 �//�*。近年では、計算機の演算能

力の向上とともに、コンピュータシミュレーションによる複雑な系に対する再現も多くなされる

ようになってきた。こうした固液混相流の数値計算においては、流体流動と固体運動を連成的に

解いていく必要性がある。しかしながら、これまでの研究では、流体要素もしくは固体要素に対

して仮定を行い簡素化・単純化したものが多い。例えば、流体流動を簡素化して取り扱うものと

しては、ストークス流として慣性項を無視し流体流動を簡単に扱うもの )%�
�� 
�� %����0 �/&&=

A�
�� 
�� <����0 �// *や、流体流動をポアネットワークモデルで代用するもの )%���0 �//�*

や、ダルシー則で代用するもの )>���50 �//$*などがある。それに対して、粒子同士の直接的相互

作用を考慮しないものとして、流体流動計算には有限要素法を用いているもの );��� �� 
��0 �//�=

@�
�� �� 
��0 �//&*、境界要素法を用いたもの )7
���� 
�� D�����0 �///*などがある。しかし

ながら、このような手法では、複雑な構造を有する問題や複雑な流動形態を正確に表現できると

は言い難い。

そこで、本研究では流体流動計算としてナビエ!ストークス方程式を解くことができる格子ボ

ルツマン法と、個々の粒子運動を逐次計算する個別要素法を連成させることで、これらの問題の

解決を試みる。格子ボルツマン法は、流体を連続体として取り扱うのではなく、離散粒子の集合

体と捉える考え方に基づいている )A��� �� 
��0 �//�*。この仮想的な粒子群の運動は、ボルツマン

方程式に従うものとし、局所的な粒子同士の衝突および並進運動によってのみ表現される。した

がって、モデル形状の変化を伴うなど複雑な形状に対する流れの計算に非常に有効な手法である。
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また、結果として巨視的にはナビエ!ストークス方程式を満たしている )"��0 �//$= @�0 �//$*。一

方、個別要素法は、バネ、ダッシュポッド、スライダーといった単純要素で粒子間の相互作用を

表現する手法である )A���
�� 
�� .��
	50 �/$/*。従って、多数粒子による同時衝突を比較的正確

に求めることができる。粒子から流体への作用は、粒子の移動に伴う流体領域の変化を逐次更新

することと、粒子の移動速度を流体計算の境界条件に取り込むことで表現できる )D�
��� �� 
��0

�//�= 2
��0 �//�*。また、流体から粒子への作用は、粒子周囲の流速分布から粒子にかかる力学

的作用を算出することで実現できる )D�
��� �� 
��0 �'''*。このように、格子ボルツマン法と個

別要素法の連成解法では、複雑構造下における固液混相流を粒子サイズのスケールにおいて正確

に求めることができると考えられる。いまだ、この手法の地盤・岩盤分野への適用事例は極めて

少ないが、本研究においてその適用範囲の広さを示す。

また、本手法における課題の一つは、対象となる岩石構造などを格子によりモデル化するた

め、精度よい計算を行うためには計算コストが高くなりがちであることである。ただし、格子ボ

ルツマン法では、各格子点上における近傍の情報のみを用いて時間発展的に計算を進める方法で

あるゆえに、領域分割を行う並列化をなすことで有る程度解決することができる )>����0 �'' =

<
� �� 
��0 �''�*。

本研究は、地球工学分野のおける固液混相流システムに対する汎用数値シミュレータとして、

格子ボルツマン法と個別要素法の連成解法システムの構築を目的としている。また計算コストを

下げるために格子ボルツマン法の並列化を行い、その有効性を検討する。さらに開発した固液混

相流シミュレータを用いて、水中における固体運動力学の素過程となる、粒子沈降シミュレーショ

ンを行い、本手法の妥当性を検討する。最後に大規模な応用問題として、海底地すべりを模した

数値シミュレーションを行う。

��� 本論文の概要

第 � 章では、本研究の背景および目的、さらに既往の研究について概説する。第 � 章では、

ナビエ!ストークス方程式の解法の一つである格子ボルツマン法の理論について述べる。また格子

ボルツマン方程式から、ナビエ!ストークス方程式の導出も行う。これにより格子ボルツマン方程

式に従う仮想粒子の挙動が、巨視的にはナビエ!ストークス方程式に従うことを示している。また、

第  章では、多孔質岩石中の流体流動挙動解析を行い、格子ボルツマン法の並列化効果について

検討する。第 � 章では、複雑形状をしたモデルにおける流体流動挙動の計算手法として、格子ボ

ルツマン法が有効であることを示す。岩石不連続面内流体流動シミュレーションを行い、とくに

三乗則からの乖離に着目してその水理学的特性を検討する。第 � 章では、粒子運動を計算する個

別要素法の理論と、格子ボルツマン法との連成手法について述べる。第 � 章では、上記連成解析

手法を用いて、水中での粒子沈降現象について検討する。ここでは、アナログ水槽実験や既存の

数値実験との比較を行い、流体と粒子の相互作用の妥当性を検討する。第 $ 章では、海底地すべ

りを模したシミュレーションを行い、既存の観測結果との比較し、堆積物重力流の流動形態につ

いて検討する。　第 & 章では、本論文を総括し、結論を述べる。
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第�章 格子ボルツマン法の理論

本章では、流体流動計算手法である格子ボルツマン法の理論について概説する。この手法は、

流体の連続体近似に基づく流れの支配方程式を離散的に解く従来型の流体流動解析手法とは異な

り、流体を仮想的な粒子の集合体であると近似し、その粒子運動をボルツマン方程式に基づいて

解析的に求める手法である。

まず最初に、格子ボルツマン法の概略を示し、次に具体的な計算手法について説明する。さ

らに、ボルツマン方程式からナビエ・ストークス方程式の導出を示し、これをもって、ボルツマ

ン方程式に基づく解が、流体流動を表すことを示す。

��� 格子ボルツマン法とは

従来の流体挙動解析においては、流体を連続体近似に基づく各種の偏微分方程式を数値的に

解析するのが一般的である。差分法、有限要素法、境界要素法などがそれであり、偏微分方程式

をなんらかの方法で離散化し定式化している。しかしながら、これらの手法では解析モデルに対

して何らかの定式化を行う必要があり、複雑境界問題においては汎用性に欠ける欠点がある。

また，流体を分子の粒子運動と捉えて，個々の粒子運動を追いかける分子動力学的手法も提

案されているが，この手法では分子数が 1023のオーダーと膨大になり流体流動解析には現実的で

はない．

この様な背景から考え出された計算手法が格子気体法 )3���� �� 
��0 �''�*である．この手法

は流体を仮想的な粒子で近似して，その粒子運動を追跡し，そののちに巨視化することで流体挙

動を求める手法である．格子気体法では，粒子は存在するかしないかで 0, 1の関数として与えら
れ，一つの格子点上には，ある時刻にある方向の速度を持つ粒子がないかまたは，一つであると

規定される．そのため巨視的な流れを再現するためには，多くの粒子を集めて平均化および粗視

化することが必要となる．このとき、十分な安定性を持った解を得るためには，非常に多くの格

子点をとる必要があり，有限な計算機資源においてはノイズの多い解析となることがある．また，

粒子速度が増えると衝突演算が非常に煩雑になるという欠点や，圧力が速度に依存するという欠

点も有している．

これらの問題点を改良し、格子気体法をベースとして開発されたのが格子ボルツマン法 )7	!

?
�
�
 
�� E
�����0 �/&&*である．2%7では粒子の状態は 0, 1の関数ではなく，実数値をとる
密度分布関数を用いている．これにより，計算値の揺らぎがなくなり，滑らかな状態変化が得られ

るようになった．ただし，実数演算であるため、格子気体法ではなかった丸め誤差が発生するよう

になった．流体を近似する粒子は、密度の分布関数として表され、衝突・並進を時間ステップごと

に繰り返すことにより空間的に広がっていく。また流体の巨視的変数である速度、密度、圧力は

分布関数 )微視的変数* から計算される。この分布関数は、流体の連続体としての性質を保持する

ように適切に設定される必要がある。格子形状や、衝突則としては多数のモデルが提案されてい

る )F�
� �� 
��0 �//�= 3���
� 
�� E
���5�0 �//$= .�		�0 �''�= 蔦原 �� 
��0 �///= B��!G�
���0

8 8



�'''*。

��� 格子ボルツマン方程式

����� ボルツマン方程式から格子ボルツマン方程式の導出

粒子の挙動を支配する最も一般的な方程式はボルツマン方程式として知られている．この方

程式は外力項を無視すると，以下のように記述される．

∂F

∂t
+ v∇F = Q(F, F ) )���*

ただし，F は粒子密度の速度に関する分布関数，tは時間、vは粒子速度，Q(F, F )は粒子同士の衝
突項である．後述する %G>近似 )%�
��
�
� �� 
��0 �/��*を、式 )���*の衝突項Qに適用すると，

∂F

∂t
+ v∇F = −1

τ

(
F − F (0)

)
)���*

が得られる。ここで，τ は衝突から平衡に達するまでの緩和時間を表し，%G>モデルにおいては

単一の緩和時間が適用される．また，F (0) は粒子密度の平衡分布関数である．次に式 )���*の離

散化を考える．ここで分布関数 F (x,v, t)は、空間 x、時間 tおよび速度 v の関数である。まず

粒子運動の方向を離散化し、i方向の速度を vi とする。このとき、対応する粒子密度分布関数は

Fi(x, t)となり、粒子速度に関して離散化されたボルツマン方程式として、

∂Fi

∂t
+ vi∇Fi = −1

τ
(Fi − F eq

i ) )�� *

が得られる。さらに，代表長さ L，代表速度 U，代表密度 ρ0，代表時間 t0を用いて各変数を無次

元化することで
∂F̂i

∂t̂
+ ci∇̂Fi = − 1

ετ̂

(
F̂i − F̂ eq

i

)
)���*

が得られる。ただし，ci = vi/U，∇̂ = L∇，t̂ = Ut/L，τ̂ = τ/t0，F̂i = Fi/ρ0 である．また，

変数 ε = t0U/L は粒子の平均自由行程と系の代表長さとの比であり，クヌッセン数と呼ばれる．

また，式 )���*の各微分演算子を差分化すると、

F̂i(x̂, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂)
Δt̂

+ cix
F̂i(x̂ + Δx̂, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂ + Δt̂)

Δx̂

+ciy
F̂i(x̂ + Δŷ, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂ + Δt̂)

Δŷ

+ciz
F̂i(x̂ + Δẑ, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂ + Δt̂)

Δẑ

= − 1
ετ̂

(
F̂i − F̂ eq

i

)
)���*

が得られる。ただし，Δt̂ = Δt ·U/L、ci = (cix, ciyciz)である．また，格子間隔を時間間隔で割っ
たものを粒子速度と等しくとる )Δx̂/Δt̂ = ci*と，

F̂i(x̂, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂)
Δt̂

+
F̂i(x̂ + ciΔx̂, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂ + Δt̂)

Δx̂

=
F̂i(x̂ + ciΔt̂, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂)

Δt̂
= − 1

ετ̂

(
F̂i − F̂ eq

i

)
)���*
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が得られる。ここで，Δt = t0 となるように選ぶと %G>モデルにおける格子ボルツマン方程式

F̂i(x̂ + ciΔt̂, t̂ + Δt̂) − F̂i(x̂, t̂) = −1
τ̂

(
F̂i − F̂ eq

i

)
)��$*

が得られる．即ち，式 )��$*は，空間，時間的に離散化され，さらに粒子速度も離散化されたボル

ツマン方程式である．

����� ���近似

ボルツマン方程式を扱う上で重大な問題の一つに複雑な衝突演算子 Q(F, F )の取り扱いがあ
る．そこで，簡便な衝突演算子 J(F )に置き換えることが提案されている．ただし，衝突演算子
J(F )には二つの制約がある．

�� J(F )は，Q(F, F )に対する衝突不変量 )	������ ���
��
���*ψk を保存する．これは、∫
ψkJ(F )d3xd3v = 0 (k = 0, 1, 2, 3, 4) )��&*

と、表される。ただし，ψ0 = 1，ψi = c; (i = 1, 2, 3)，ψ4 = v2 である．

�� 衝突スキームがマクスウェル分布に従う傾向にある )@理論*．

これら両方の制約を満たすために，%G>近似 )%�
��
�
� �� 
��0 �/��*が一般的によく用いられ

る．二番目の制約を考慮するための最も単純な方法は，各衝突において分布関数 f は，マクスウェ

ル分布に従う分布関数 FM からの逸脱量に比例して変化すると考えることであり、これは

J(F ) = ω[FM (x,v) − f(x,v)] )��/*

と表される。ただし，係数 ωは衝突周波数であり，マクスウェル分布に従う分布関数 FM は次式

で表される．

FM =
ρ

(2πRT )3/2
exp [− (c − u)2

2RT
] )���'*

ここで，Rはガス定数，ρは密度，uは流速，T は温度である．ただし，これらの巨視的変数は，

次節において定義する．また，式 )��/*によって，一番目の制約は以下の様になることから満たさ

れる． ∫
ψkJ(F )d3xd3v = ω

[∫
ψkFM (x,v)d3xd3v −

∫
ψkF (x,v)d3xd3v

]
= 0 )����*

��� 具体的な計算手法

本節では，その格子ボルツマン方程式を用いた具体的な計算手順について説明する．本節以

下では，断らない限り各変数は第 �����節内で示す無次元化量を表し，̂は省略している．

�� 計算領域の格子による離散化を行う )第 �� ��節*．

�� 離散化された格子点上の流体の巨視的変数から，局所平衡分布関数 F (0)を計算する．この

計算を衝突演算と呼ぶ )第 �� ��節*．

 � 求まった局所平衡分布関数 F (0) を格子ボルツマン方程式 )式 )��$**に代入し，新しい時間

ステップで，格子がずれた場所での分布関数が求まる．これを並進過程と呼ぶ )第 �� � 節*．
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�� 次に境界条件を元に，境界での分布関数を求める )第 �� ��節*．
�� これら全ての格子点上で，新しい時間ステップに対して求まった分布関数を用いて，巨視

的変数である密度，速度，圧力などを求める．これを巨視化と呼ぶ )第 �� � 節*．

以上の手順のうち �～�を繰り返すことで，最終的には流体の挙動がシミュレーションできる．

����� 格子と速度モデル

格子ボルツマン法では通常、解析領域は規則的な格子によって離散化される．�次元では，正 �

角形格子や正方形格子がよく用いられる． 次元では立方体格子が一般的である．ただし、最近では

不等間隔格子への拡張として、一般座標において補間を用いる方法（D������
���!.�����������

2%7H D.2%7*)@� 
�� ����0 �//$*や，差分法を導入して一般座標を用いて離散ボルツマン方

程式を解く方法 );����� ��
����	� 2%7H ;�2%7*)A
 �� 
��0 �//$*，有限体積法のスキームを

導入した方法 );����� ����� 2%7H ;�2%7*)?
������ 
�� .�		�0 �//�*，特性曲線有限要素法を

導入した方法 )A�
�
	�������	 G
���5�� ;����� 6������ 2%7H AG2%7*)2�� 
�� 2��0 �''�*など

も提案されている．

全ての粒子は、各タイムステップにおいて常に格子点上に存在し，その間でとどまることは

ない。そのため、粒子速度は離散的に表される。非熱流体モデルにおいては、粒子は隣接する格子

点にのみ移動する速度モデルとして、二次元では、正三角形格子における ��F$モデルや、正方

形格子における ��F/モデル図 ���)	*などが一般的である。また、熱流体モデルとしては、同一

方向に �、 種類の速度を持つモデルとして、正三角形格子における ��F� モデルや ��F�/モ

デル図 ���)
*、正方形格子における、��F� Fモデル図 ���)�*や ��F� Aモデル図 ���)�*など

がある。本研究で用いた ��F/モデルの速度ベクトルは、

c = c

(
0 1 1 0 −1 −1 −1 0 1
0 0 1 1 1 0 −1 −1 −1

)
)����*

である。また， 次元においては、立方体格子が一般的であるが、その速度の取り方には種々

ある。非熱流体モデルとしても、� F�/モデルや � F��モデル図 ���)
*などがある。本研究で

用いた � F��モデルの速度ベクトルは、

c = c

⎛
⎜⎝

0 1 0 0 −1 0 0 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1
0 0 1 0 0 −1 0 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1
0 0 0 1 0 0 −1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1

⎞
⎟⎠ )��� *

である。

����� 衝突演算

衝突演算の種類により以下の３種のモデルが推奨されている．

� 複雑粒子衝突モデル
� マトリクスモデル
� 格子 %G>モデル

複雑粒子衝突モデルは，高レイノルズ数の流れの再現に適していると言われている．また，マト

リクスモデルは個々の衝突パターンを考えることなくモデルが構築できる利点がある．格子 %G>
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図 ���  � 9����� ���	��� ����

モデルはマトリクスモデルをさらに簡素化したものであり，粒子の種類が増えても演算式自体は

変化しないという利点がある．

�� 複雑粒子衝突モデル)7	?
�
�
 
�� E
�����0 �/&&*

このモデルは衝突則を陽的に書き表していくモデルである．そのため衝突の起こり方は非

常にわかりやすく表現しているが，自分であらかじめ衝突パターンを決めておかなければ

ならない．さらに，粒子の種類が増えると衝突のパターンは複雑となり，演算そのものが

困難になる．長所として，容易に高レイノルズ数流れを再現することができる．�体衝突

と  体衝突を考慮した分布関数の一般式は以下のように書き表される．ここで，σ は衝突

断面積と呼ばれるパラメータである．

Fi(x+ciΔx, t+Δt) = Fi(x, t)+σjkFj(x, t)Fk(x, t)+σjklFj(x, t)Fk(x, t)Fl(x, t) )����*

�� マトリクスモデル

衝突演算式は複雑粒子衝突モデルと同じ式 )����*で書き表される．ここで，式 )����*を用

いて分布関数 Fi を平衡状態周りに展開する．

Fi = F eq
i + Fneq

i )����*

ここで，F eq
i は平衡分布関数であり，Fneq

i は平衡状態からの逸脱量で非平衡量と呼ばれ，

F eq
i と比べて非常に小さい．これを式 )����*に代入して微小項を無視すると，以下のよう

に線形化される．

Fi(x + ciΔt, t + Δt) = Fi(x, t) + ωij{Fj(x, t) − F eq
j (x, t)} )����*

ただし，式 )����*の右辺第 �項， 項は平衡状態においては 'となる．ここで，ωij は正方

マトリクスの i行 j 列目の要素となっている．このマトリクス要素は質量および運動量を

保存するように決定する必要がある．このモデルでは衝突演算の固有値を直接与えること

で複雑な衝突パターンを考える必要がなくなる．しかし，粒子の種類が多くなるとマトリ

クスが大規模となり計算は複雑になる．
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�� 格子���モデル���������� 	� �
�� ���� ���� 	� �
�� ����

このモデルの特徴は，衝突演算を簡素化するために，マトリクスモデルの固有値を一つに

決定することである．その固有値を −1/τ とする．ここで，τ は単一時間緩和係数 �����
	

�	
������� ���	�と呼ばれる定数である．マトリクスモデルと同様に衝突のパターンを考え

る必要がない上に，粒子の種類が増えても演算式そのものが変化することがない．そのた

め非熱流体，熱流体のどちらのモデルにおいても格子ボルツマン法の一般的衝突演算子と

なっている．しかしながら，演算子が簡潔であるため，扱うことが出来る流体に制限が生

じる．また，流体が連続体としての特徴を満たすように F eq
i を設定しなければならない．

格子���モデルを用いた基礎方程式

格子 ���モデルを用いた時，格子ボルツマン方程式は式 �����で表される．ここで，�次元

においては図 �����に示すような �速度モデルを用い，�次元では図 ���で示す �速度モデルを

用いる．この時の平衡分布関数 F (0) は、

F（０）i = Eiρ{1 +
3
c2

(ci · u) +
9

2c4
(ci · u)2 − 3

2c2
u2} �����

となる。ただし，�次元において E0 = 4/9，Ei = 1/9; i = 1, 3, 5, 7，Ei = 1/36; i = 2, 4, 6, 8であ
り，�次元では E1 = 2/9，Ei = 1/9; i = 2, . . . , 7，Ei = 1/72; i = 8, . . . , 15である．また，ρおよ

び uは，後で定義する巨視的な流体密度および速度を表す．

����� 並進過程および巨視化

前節で示したように，各タイムステップごとに流体の巨視的変数を用いて平衡分布関数が求

められる．次に式 �����に示す格子ボルツマン方程式にこの平衡分布関数 F
(0)
i を代入することに

より，新しいタイムステップにおける分布関数が求められる．つまり，各方向速度 �式 �����およ

び ������に従って隣接する格子に対して分布関数の値を並進させる．この過程を並進過程と呼ぶ．

次に，境界上での境界条件の適用があるが詳細は第 ����� 節において述べる。

そして，最後に新たなタイムステップにおける全格子点上の分布関数から，流体の巨視的変

数である密度 ρ，流速 uを式 �����～�����を用いて計算する．

ρ =
∑

i

Fi �����

u =
1
ρ

∑
i

Fici �����

また，圧力 pおよび粘性係数 μは、後述するナビエ・ストークス方程式の導出を行う過程において、

p =
ρc2

3
���� �

μ =
c2

3

(
τ − 1

2

)
Δt �����

と定まる．この過程を巨視化と呼ぶ．

!�!



����� 境界条件

壁面上の点は，流体領域外からの並進が行われないので �方向全ての分布関数が既知ではな

い．そこで，未知の分布関数を既知の分布関数から決定しなければならない．境界条件にはバウン

スバックを始め種々ある �"���#�� 	� �
�� ���� $�# ��% &	� ���� '��	� 	� �
�� ��(� '	� 	� �
��

�   �が，今回 "���#��らの手法 �"���#�� 	� �
�� ����を用いる．

面上の境界条件

図 ���の下半分の灰色領域が壁であるとき，つまり，中心の点 (i, j, k)に対して � �� �の法線ベ

クトルをもつ y = jなる平面が壁面であるとき，cy > 0の速度をもつ分布関数 F3, F8, F9, F11, F14

は未知となる．ここで，各分布関数は式 ������の様に表現できる．ただし，uw，vw，ww は各方

向への壁面移動速度である．

Fi = Wiρ
′{1 + 3(u0 + vw + w0) +

9
2
(u0 + vw + w0)2 − 3

2
[(uw + u′)2 + v2

w + (ww + w′)2]}
(i = 3, 8, 9, 11, 14) ������

u0 = 0 w0 = 0 (i = 3)

u0 = uw + u′ w0 = ww + w′ (i = 8)

u0 = −uw − u′ w0 = ww + w′ (i = 9)

u0 = uw + u′ w0 = −ww − w′ (i = 11)

u0 = −uw − u′ w0 = −ww − w′ (i = 14)

式 ������で未知変数は ρ′ ，u′ ，w′ である．壁面上の流体の速度は壁面速度と等しいと考えられ
るので各方向別に流速について方程式が立てられる．今回のシミュレーションでは壁面速度は  

とする．また，粒子密度の式 �����から壁面上の粒子密度 ρw に関する式が成り立つ．これらの

方程式の解として最終的に式 ������～����(�が得られる．

ρw =
1

1 − vw
[F1 + F2 + F4 + F5 + F7 + 2(F6 + F10 + F12 + F13 + F15)] ������

ρ′ = 6
ρwvw + (F6 + F10 + F12 + F13 + F15)

1 + 3vw + 3v2
w

������

u′ =
1

1 + 3vw
[
6
ρ′
{ρwuw − (F2 − F5 + F10 − F12 + F13 − F15)} − uw − 3uwvw] ������

w′ =
1

1 + 3vw
[
6
ρ′
{ρwww − (F4 − F7 + F10 − F12 − F13 + F15)} − ww − 3vwww] ����(�

以上の結果を用いて，壁面と流体の境界となっている面上格子点上での計算を行うことができる．

頂点上での境界条件

次に，面の交差する線上や角となる境界では，面上の境界条件を応用して未知分布関数を決

定する．具体的には，図 ���で示すように，境界となる格子点を通る境界面を仮想的に想定し，そ

! !



図 ��� ��#�%��) ���%������

の仮想境界面での境界条件を計算する．nは仮想境界面の法線ベクトルであり，tおよび bは格子

点上で法線ベクトル nと垂直に交わる仮想境界面上にある任意の �本の単位ベクトルである．粒

子速度 ci は各単位ベクトルを用いて次式で表す．

ci = cinn + citt + cibb ������

式 ������により新たに定められた各方向 �n, t, b�への粒子速度 �cin, cit, cib�が決定される．この

新しい粒子速度を用いて上記の面上の境界条件を適用する．また、壁面上の流体速度 uw も同様

に式 ������によって新しい座標系に変換される。

uw = uwnn + uwtt + uwbb ������

境界となる頂点では、式 ������で表される写像および式 �����より、未知分布関数は式 ���� �と

表現できる。 ⎛
⎜⎝

uw

vw

ww

⎞
⎟⎠ →

⎛
⎜⎝

uwn

vwt + u′
t

wwb + u′
b

⎞
⎟⎠ ������

Fi = Wiρ{1 + 3[cinuwn + cit(uwt + u′
t) + cib(uwb + u′

b)]

+
9
2
[cinuwn + cit(uwt + u′

t) + cib(uwb + u′
b)]

2

− 3
2
[u2

wn + (uwt + u′
t)

2 + (uwb + u′
b)

2]} for cin > 0 ���� �

ただし、u′
t、u′

bは滑り速度であり、cin > 0なる方向の分布関数が未知である。また、壁面上の粒
子速度は壁面速度と等しくなることから、式 �����～�����および ������を用いて以下の方程式

が成り立つ。

uwn =
1
ρw

(
∑

cin≤0

Ficin +
∑

cin>0

Ficin) �����

!!



uwt =
1
ρw

(
∑

cin≤0

Ficit +
∑

cin>0

Ficit) ������

uwb =
1
ρw

(
∑

cin≤0

Ficib +
∑

cin>0

Ficib) ������

ρw =
∑

cin≤0

Fi +
∑

cin>0

Fi ������

ここで、これらを解くことで未知定数は、u′
t、u′

b、ρ′、および ρw が求まる。これらを式 ���� �よ

り、未知分布関数が求められる。

以下は、上記方程式の解を求める計算である。 式 ������に式 ���� �を代入すると、

ρw =
∑

cin≤0

Fi +
∑

cin>0

ρ′Wi[{1 + 3(cinuwn + cituwt + cibuwb) +
9
2
(cinuwn + cituwt + cibuwb)2

−3
2
(u2

wn + u2
wt + u2

wb)} + {3citu
′
t + 9(cinuwn + cituwt + cibuwb)citu

′
t − 3uwtu

′
t}

+{3cibu
′
b + 9(cinuwn + cituwt + cibuwb)cibu

′
b − 3uwbu

′
b}] ������

となる。ここで、

Ai = 1 + 3(cinuwn + cituwt + cibuwb) +
9
2
(cinuwn + cituwt + cibuwb)2 ����(�

−3
2
(u2

wn + u2
wt + u2

wb)

Bi = 3cit + 9(cinuwn + cituwt + cibuwb)cit − 3uwt ������

Ci = 3cib + 9(cinuwn + cituwt + cibuwb)cib − 3uwb ������

とおくと、式 ������は、

ρw =
∑

cin≤0

Fi +
∑

cin>0

ρ′(Ai + Biu
′
t + Ciu

′
b) ������

となる。 次に、式 �����より cin の正負で分類すると、

(
∑

cin≤0

Fi +
∑

cin>0

Fi)uwn =
∑

cin≤0

Ficin +
∑

cin>0

Ficin ���� �

となる。t、bについても同様である。また、

D1 =
∑

cin≤0

Fi(cit − uwt) �����

D2 =
∑

cin≤0

Fi(cin − uwn) ������

D3 =
∑

cin≤0

Fi(cib − uwb) ������

とおくと、式 ���� �は

D1 =
∑

cin≤0

Fi(cit − uwt) =
∑

cin>0

Fi(uwt − cit) ������

!�!



D2 =
∑

cin≤0

Fi(cin − uwn) =
∑

cin>0

Fi(uwn − cin) ������

D3 =
∑

cin≤0

Fi(cib − uwb) =
∑

cin>0

Fi(uwb − cib) ����(�

となる。さらに、

D1 =
∑

cin>0

(uwt − cit)ρ′(Ai + Biu
′
t + Ciu

′
b) ������

D2 =
∑

cin>0

Fi(uwn − cin)ρ′(Ai + Biu
′
t + Ciu

′
b) ������

D3 =
∑

cin>0

Fi(uwb − cib)ρ′(Ai + Biu
′
t + Ciu

′
b) ������

となる。上記 �式から ρ′ を消去すると、

D1∑
cin>0

(uwt − cit)(Ai + Biu′
t + Ciu′

b)
=

D2∑
cin>0

Fi(uwn − cin)(Ai + Biu′
t + Ciu′

b)
���� �

D3∑
cin>0

Fi(uwb − cib)(Ai + Biu′
t + Ciu′

b)
=

D2∑
cin>0

Fi(uwn − cin)(Ai + Biu′
t + Ciu′

b)
�����

となる。これらをまとめると、

∑
cin>0

XiAi+
∑

cin>0

XiBiu
′
t+

∑
cin>0

XiCiu
′
b = 0 ������

∑
cin>0

YiAi+
∑

cin>0

YiBiu
′
t+

∑
cin>0

YiCiu
′
b = 0 ������

となる。ただし、

Xi = D3(uwn − cin) − D2(uwb − cib) ������

Yi = D1(uwn − cin) − D2(uwt − cit) ������

である。式 ������に
∑

cin>0

YiCi、式 ������に
∑

cin>0

XiCi を掛けるとそれぞれ、

∑
cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiAi+
∑

cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiBiu
′
t+

∑
cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiCiu
′
b = 0 ����(�

∑
cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiAi+
∑

cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiBiu
′
t+

∑
cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiCiu
′
b = 0 ������

となる。各々引き算すると、

∑
cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiAi−
∑

cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiAi+(
∑

cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiBi −
∑

cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiBi)u′
t = 0

������

となり、まとめると、

u′
t =

∑
cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiAi−
∑

cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiAi∑
cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiBi −
∑

cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiBi
������
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となり、u′
t が求まる。bについても同様に

∑
cin>0

YiBi を式 ������に、
∑

cin>0

XiBi を式 ������に掛

けると ∑
cin>0

YiBi

∑
cin>0

XiAi+
∑

cin>0

YiBi

∑
cin>0

XiBiu
′
t+

∑
cin>0

YiBi

∑
cin>0

XiCiu
′
b = 0 ���( �

∑
cin>0

XiBi

∑
cin>0

YiAi+
∑

cin>0

XiBi

∑
cin>0

YiBiu
′
t+

∑
cin>0

XiBi

∑
cin>0

YiCiu
′
b = 0 ���(�

となる。引き算すると、∑
cin>0

YiBi

∑
cin>0

XiAi−
∑

cin>0

XiBi

∑
cin>0

YiAi+(
∑

cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiBi −
∑

cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiBi)u′
b = 0

���(��

となり、まとめると

u′
b =

∑
cin>0

YiBi

∑
cin>0

XiAi−
∑

cin>0

XiBi

∑
cin>0

YiAi∑
cin>0

YiCi

∑
cin>0

XiBi −
∑

cin>0

XiCi

∑
cin>0

YiBi
���(��

となり、u′
b が求まる。

次に、式 ���� �および式 ����(�～������より

{
∑

cin≤0

Fi +
∑

cin>0

ρ′(Ai + Biu
′
t + Ciu

′
b)}uwn =

∑
cin≤0

Ficin +
∑

cin>0

ρ′(Ai + Biu
′
t + Ciu

′
b)cin ���(��

となり、まとめると、

ρ′ = −

∑
cin≤0

Fi(cin − uwn)∑
cin>0

(Ai + Biu′
t + Ciu′

b)(cin − uwn)
���(��

となり、ρ′ が求められる。

周期境界条件

次に計算領域への流入と流出の境界条件は周期境界条件を適用する．流入面と流出面との間

の圧力差に従って，流出した粒子を流入面より流入させることでこの条件は達成される．本研究で

は，x軸に平行な方向に圧力差をかけ，x = 0面を流入面とし，x = Lx面を流出面とする．そのと

き，図 ������で示す流入面では点線矢印で表される F2, F8, F10, F11, F13が未知関数であり，実線

矢印で表される分布関数は内部流体領域より並進してくるので既知関数である．同様に図 ����*�

で示す流出面では F5, F9, F12, F14, F15 がそれぞれ未知関数となる．ここで，流出面では F2 は既

知関数であるので，この関数を流入面に導入する．この時，圧力差の項 K を加え式 ���((�とす

る．その他 �つの未知関数については式 ���(��に従う．一方，流出面では逆方向に式 ���(��およ

び ���(��に従って同様に行う．圧力差による項K は式 ���� �で与えられる．

F2|in = F2|out + K ���((�

Fi|in = Fi|out +
1
8
K (i = 8, 10, 11, 13) ���(��

F5|out = F5|in − K ���(��

Fi|out = Fi|in − 1
8
K (i = 9, 12, 14, 15) ���(��

!�!



図 ��� ��#�%��) ���%����� �� ��	 
�����	 ��%	�

!�!



K = Δp− 1
3
(F1|in−F1|out+F3|in−F3|out+F4|in−F4|out+F6|in−F6|out+F7|in−F7|out) ���� �

これら衝突過程，並進過程，境界条件，巨視化を繰り返すことで時間発展する流体挙動を計

算することができる．

��� チャップマン・エンスコグ展開を用いた流れの支配方程式の導出

格子ボルツマン方程式は、粒子挙動を支配する方程式であり、直接的に流体流動を表すもの

ではない。しかしながら、流体流動計算において、格子ボルツマン方程式を用いて計算した結果

が、ナビエ・ストークス方程式の解となる必要がある。そのために、適切な格子モデルおよび平

衡分布関数を設定しなければならない。ここでは、+���モデルにおける格子速度および平衡分

布関数を用いて、格子ボルツマン方程式からナビエ・ストークス方程式を導出できることを確認

する。以下ではまず、格子 ���モデルにおける平衡分布関数を示し �第 ���� 節�、次に格子速度

テンソルの �次までの等方性を示し �第 ����� 節�、さらに、平衡分布関数の �次までの速度モー

メントを求める �第 ����� 節�。これらを利用して、格子ボルツマン方程式からナビエ・ストーク

ス方程式を導出する。

����� 平衡分布関数

格子���モデルにおける平衡分布関数は、質量および運動量の保存則と、最大エントロピー

原理を用いて、j2 のオーダーにおいて、

F
(0)
i (ρ, jα) =

Wi

ρ0

{
ρ +

m

kBT
ciαjα +

m

2ρkBT

(
m

kBT
ciαciβjαjβ − jαjα

)}
�����

となる。導出は、第 ,� 節に示す。ただし、ρ0 は粒子密度、mは粒子質量、kB はボルツマン定

数、T は温度である。また、Wiは、流体速度をゼロとしたときの、大域平衡分布 �停滞する流体�

として定義される。

����� 格子ボルツマン法における格子速度の等方性

格子速度 ci に対する n階テンソルを、

Lα1α2...αn
=

∑
i

ciα1ciα2 ...ciαn
������

と定義する。ただし、ciαν
は、格子速度 ciの直交座標系における各成分である。ここでは、この

テンソルを n階格子テンソルと呼ぶ。格子ボルツマン法において、格子ボルツマン方程式からナ

ビエ・ストークス方程式を導出するにあたり、�階までの格子テンソルが等方的でなくてはならな

い。+���モデルにおける格子速度 ci に対して各階の格子テンソルを求める。階格子テンソル

は、格子速度の対称性から

Lα =
∑

i

ciα = 0 ������

!(!



��� ����� 	
������

�	� ������ 	
������

図 ��� -�	 .	���%�� *�#�%��) ���%������

!�!



となる。�階格子テンソルは、

Lαβ =
∑

i

ciαciβ = 6c2δαβ ������

となる。�階格子テンソルは、階と同様に

Lαβγ =
∑

i

ciαciβciγ = 0 ������

となる。�階格子テンソルは、

Lαβγδ =
∑

i

ciαciβciγciδ = 4c4(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) − 6c4δαβγδ ����(�

となり、等方的ではない。そこで、重み付き格子テンソルとして、

Gα1α2...αn
=

∑
i

wiciα1ciα2 ...ciαn
������

を定義する。ここで、wi は重み関数である。+���モデルにおける重み関数を、

wi =

⎧⎨
⎩1 (i = 1, 2, ..., 4)

1
4 (i = 5, 6, ..., 8)

������

とすると、�階および �階格子テンソルは、

Gαβ = 3c2δαβ ������

Gαβγδ = c4(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) ���� �

となり、等方的である。また 階および �階格子テンソルはゼロとなる。+���モデルにおいて

は、重み関数を

wi =

⎧⎨
⎩1 (i = 1, 2, ..., 6)

1
8 (i = 7, 8, ..., 14)

と定めると、+���モデルと同様に、�階および �階の重み付き格子テンソルは

Gαβ = 3c2δαβ �����

Gαβγδ = c4(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) ������

となり、これも等方的である。

����� 平衡分布関数の速度モーメント

大域平衡分布Wi に対する格子速度モーメントと、マクスウェル分布

wB(v) = ρ0

(
m

2πkBT

)D/2

exp
[−mv2/2kBT

]
������

に対する速度モーメントは同一となる。ここでDは次元、ρ0は密度、mは粒子質量、vは粒子速

度、kB はボルツマン定数、T は温度である。奇数次モーメントは全てゼロとなり、

!�!



∑
i

Wiciα =
∫

wB(v)vαdv = 0 ������

∑
i

Wiciαciβciγ =
∫

wB(v)vαvβvγdv = 0 ������

と表される。また、偶数次モーメントは以下となる。

∑
i

Wi =
∫

wB(v)dv = ρ0 ����(�

∑
i

Wiciαciβ =
∫

wB(v)vαvβdv = ρ0
kBT

m
δαβ ������

∑
i

Wiciαciβciγciδ =
∫

wB(v)vαvβvγvδdv

= ρ0

(
kBT

m

)2

(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) ������

これらの詳しい導出は、第 ,�� 節に示す。

����� Wiの導出

平衡分布関数式 �����の係数Wiは、第 ����� 節で示した各次モーメントの式から、各格子モ

デルごとに求めることができる。ここで求めた各係数を、式 �����に代入することで、式 �����

で示した平衡分布関数が求められる。

���	モデル

+���モデルにおいて、各粒子は �種類の速度を有する。各速度毎に平衡分布関数の係数Wi

を、

Wi =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

W0 (i = 0)

W1 (i = 1, 2, 3, 4)

W2 (i = 5, 6, 7, 8)

������

と定義する。平衡分布関数の各次モーメント式 ����(�、式 ������および式 ������から、連立方程

式が得られ、これらの解として、

W0/ρ0 =
4
9

W1/ρ0 =
1
9

W2/ρ0 =
1
36

kBT

m
=

c2

3
���� �

が求められる。
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���
�モデル

+���モデルにおいても、+���モデルと同様に、各粒子は �種類の速度を有する。各速度

毎に平衡分布関数の係数Wi を、

Wi =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

W0 (i = 0)

W1 (i = 1, 2, ..., 6)

W2 (i = 7, 8, ..., 14)

�����

と定義する。これも +���モデルと同様に、

W0/ρ0 =
2
9

W1/ρ0 =
1
9

W2/ρ0 =
1
72

kBT

m
=

c2

3
������

が得られる。

����� ナビエ・ストークス 方程式の導出

外力項を考慮した格子ボルツマン方程式は，

Fi(x+ciΔt, t+Δt)−Fi(x, t) = −Δt

τ
[Fi(x, t)−F

(0)
i (x, t)]+

Δtci

12c2
[K(x, t)+K(x+ciΔt, t+Δt)]

������

となる。これは、粒子挙動を記述する方程式であり，それが流体の挙動を表現できているかを調

べる必要がある．そこで，式 ������に対して、チャップマン・エンスコグ展開を用いることでナ

ビエ・ストークス方程式の導出を試みる．このとき必要となるのが、�次テンソルまで等方的であ

る格子速度モデルおよび適切な平衡分布関数である。

チャップマン・エンスコグ展開は，分布関数 F をクヌッセン数に相当する微少量 εを用いて

式 ������のように，平衡状態の周りに展開することで，F の解を漸近的に求める手法である．

Fi(x, t) = F
(0)
i (x, t) + εF

(1)
i (x, t) + ε2F

(2)
i (x, t) + O(ε3) ������

ここで、局所平衡分布関数 F
(0)
i もマクスウェル分布を満たすので、∑

i

Fi =
∑

i

F (0)
i

= ρ ������

∑
i

ciFi =
∑

i

ciF
(0)
i

= ρu ����(�

となる。また、式 ������～����(�より ∑
i

F
(1)
i = 0 ������

∑
i

F
(2)
i = 0 ������

!� !



∑
i

ciF
(1)
i = 0 ������

∑
i

ciF
(2)
i = 0 ���  �

ここで、以下断らない限りベクトル量は、式 ��� �のように添え字 �α, β, γ, . . .�を使った表記に

代えるものとする。また、繰り返しの添え字に関しては、総和規約に基づくものとする。

A = (A1, A2, A3) = Aα ��� �

となる。次に、分布関数 Fi(xα + ciαΔt, t + Δt)を、�次精度で -�)
��展開する。まず、時間方向

に展開すると

Fi(xα + ciαΔt, t + Δt) = Fi(xα + ciαΔt, t) + Δt∂tFi(xα + ciαΔt, t)

+
1
2
(Δt)2∂t∂tFi(xα + ciαΔt, t) + O[(Δt)3] ��� ��

となる。次に、Fi(xα + ciαΔt, t)について、xα 方向に展開すると、

Fi(xα + ciαΔt, t) = Fi(xα, t) + ciαΔt∂xα
Fi(xα, t)

+
1
2
ciαciβΔt2∂xα

∂xβ
Fi(xα, t) + O[(ciαΔt)3] ��� ��

となり、これを代入すると、

Fi(xα + ciαΔt, t + Δt) = Fi(xα, t) + ciαΔt∂xα
Fi(xα, t)

+
1
2
ciαciβΔt2∂xα

∂xβ
Fi(xα, t)

+Δt∂t{Fi(xα, t) + ciαΔt∂xα
Fi(xα, t)

+
1
2
ciαciβΔt2∂xα

∂xβ
Fi(xα, t)}

+
1
2
(Δt)2∂t∂t{Fi(xα, t) + ciαΔt∂xα

Fi(xα, t)

+
1
2
ciαciβΔt2∂xα

∂xβ
Fi(xα, t)} + O(∂3Fi) ��� ��

となり、まとめると以下の式が得られる。

Fi(xα + ciαΔt, t + Δt) = Fi(xα, t) + Δt∂tFi(xα, t) + ciαΔt∂xα
Fi(xα, t)

+
(Δt)2

2
{∂t∂tFi(xα, t) + 2ciα∂t∂xα

Fi(xα, t)

+ciαciβ∂xα
∂xβ

Fi(xα, t)} + O(∂3Fi) ��� ��

次に、外力項についても �次精度で -�)
��展開すると、

Δtciα

12c2
[Kα(xα, t) + Kα(xα + ciαΔt, t + Δt)]

=
Δtciα

12c2
[Kα(xα, t) + Kα(xα, t) + Δt∂tKα(xα, t) + ciβΔt∂xβ

Kα(xα, t)

+
(Δt)2

2
{∂t∂tKα(xα, t) + 2ciβ∂t∂xβ

Kα(xα, t) + ciβciγ∂xβ
∂xγ

Kα(xα, t)}] + O(∂3Kα)

=
Δtciα

6c2
Kα(xα, t) +

(Δt)2ciα

12c2
[∂tKα(xα, t) + ciβ∂xβ

Kα(xα, t)] + O[(Δt)3] ��� (�

!�!



となる。また、時間微分 ∂t、空間微分 ∂xα
、外力項Kα の、チャップマン・エンスコグ展開は

∂t = ε∂
(1)
t + ε2∂

(2)
t ��� ��

∂xα
= ε∂(1)

xα
��� ��

Kα = εK(1)
α ��� ��

となる。式 ������に、式 ��� ��および式 ��� (�を代入すると、

0 = Fi + Δt∂tFi + ciαΔt∂xα
Fi +

(Δt)2

2
(∂t∂tFi + 2ciα∂t∂xα

Fi

+ciαciβ∂xα
∂xβ

Fi) − Fi +
Δt

τ
[Fi − F

(0)
i ] − Δtciα

6c2
Kα

− (Δt)2ciα

12c2
(∂tKα + ciβ∂xβ

Kα) + O[(Δt)3] + O[∂3Fi] ��� �

となり、式 ������、式 ��� ��～式 ��� ��を代入すると、

0 = Δt{ε∂(1)
t + ε2∂

(2)
t }{F (0)

i + εF
(1)
i + ε2F

(2)
i } + ciαΔtε∂(1)

xα
{F (0)

i + εF
(1)
i + ε2F

(2)
i }

+
(Δt)2

2
[{ε∂(1)

t + ε2∂
(2)
t }2{F (0)

i + εF
(1)
i + ε2F

(2)
i }

+2ciα{ε∂(1)
t + ε2∂

(2)
t }ε∂(1)

xα
{F (0)

i + εF
(1)
i + ε2F

(2)
i }

+ciαciβε2∂(1)
xα

∂(1)
xβ

{F (0)
i + εF

(1)
i + ε2F

(2)
i }] +

Δt

τ
[{F (0)

i + εF
(1)
i + ε2F

(2)
i } − F

(0)
i ]

−Δtciα

6c2
εK(1)

α − (Δt)2ciα

12c2
[{ε∂(1)

t + ε2∂
(2)
t }εK(1)

α + ciβε∂(1)
xβ

εK(1)
α ] + O[ε3]

= εΔt{∂(1)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(0)
i } + ε2Δt{∂(1)

t F
(1)
i + ∂

(2)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(1)
i }

+ε2 (Δt)2

2
{∂(1)

t ∂
(1)
t F

(0)
i + 2ciα∂

(1)
t ∂(1)

xα
F

(0)
i + ciαciβ∂(1)

xα
∂(1)

xβ
F

(0)
i } ����

+ε
Δt

τ
F

(1)
i + ε2 Δt

τ
F

(2)
i − ε

Δtciα

6c2
K(1)

α − ε2 (Δt)2ciα

12c2
{∂(1)

t K(1)
α + ciβ∂(1)

xβ
K(1)

α } + O[ε3]

となり、ここで両辺Δtで割ると、

0 = ε{∂(1)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(1)
i − ciα

6c2
K(1)

α } + ε2{∂(1)
t F

(1)
i + ∂

(2)
t F

(0)
i

+ciα∂(1)
xα

F
(1)
i +

Δt

2
∂

(1)
t ∂

(1)
t F

(0)
i + Δtciα∂

(1)
t ∂(1)

xα
F

(0)
i +

Δt

2
ciαciβ∂(1)

xα
∂(1)

xβ
F

(0)
i

+
1

τΔt
F

(2)
i − Δt

12c2
ciα∂

(1)
t K(1)

α − Δt

12c2
ciαciβ∂(1)

xβ
K(1)

α } + O[ε3] �����

となる。ここで、εおよび ε2 の項をそれぞれ E
(0)
i および E

(1)
i とおくと、上式は

0 = εE
(0)
i + ε2E

(1)
i + O[ε3] �����

となる。ただし、

E
(0)
i = ∂

(1)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(1)
i − ciα

6c2
K(1)

α �����

E
(1)
i = ∂

(1)
t F

(1)
i + ∂

(2)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(1)
i +

Δt

2
∂

(1)
t ∂

(1)
t F

(0)
i

+Δtciα∂
(1)
t ∂(1)

xα
F

(0)
i +

Δt

2
ciαciβ∂(1)

xα
∂(1)

xβ
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(2)
i

− Δt

12c2
ciα∂

(1)
t K(1)

α − Δt

12c2
ciαciβ∂(1)

xβ
K(1)

α �����

!��!



である。

ここで、格子ボルツマン方程式において、質量および運動量に関する保存則が成り立たねば

ならない。よって、格子ボルツマン方程式と等価である式 �����においても、 次および 次の

速度モーメントは  となる。

εに関する 
次精度モーメント

式 �����において、εに関する 次精度を考えると、E
(0)
i のみ考えればよい。よって、E

(0)
i

の  次モーメントは、式 ������～������および �����より、

∑
i

E
(0)
i =

∑
i

{∂(1)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(1)
i − ciα

6c2
K(1)

α }

= ∂
(1)
t ρ + ∂(1)

xα
jα

= 0 ���(�

となる。 また、次モーメントは、式 ����(�、������および ������から

∑
i

ciαE
(0)
i =

∑
i

ciα{∂(1)
t F

(0)
i + ciβ∂(1)

xβ
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(1)
i − ciβ

6c2
K

(1)
β }

= ∂
(1)
t jα +

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

F
(0)
i − 1

6c2
K

(1)
β

∑
i

ciαciβ

= ∂
(1)
t jα +

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

F
(0)
i − 1

6c2
K

(1)
β 6c2δαβ

= ∂
(1)
t jα +

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

F
(0)
i − K(1)

α �����

となる。ここで、式 �����より、

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

F
(0)
i =

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

Wi

ρ0
{ρ +

m

kBT
ciγjγ +

m

2ρkBT
(

m

kBT
ciγciδjγjδ − jγjγ)}

�����

である。ここで式 �����に関してそれぞれの項を個別に見る。

第 
項

式 ������より、

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

Wi

ρ0
ρ = ∂(1)

xβ

ρ

ρ0

∑
i

ciαciβWi

= ∂(1)
xβ

ρ

ρ0
ρ0

kBT

m
δαβ

= ∂(1)
xα

p �����

となる。ただし、

p = ρ
kBT

m
���� �

である。

第 �項

!��!



式 ������より、

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

Wi

ρ0

m

kBT
ciγjγ = ∂(1)

xβ

1
ρ0

m

kBT
jγ

∑
i

ciαciβciγWi

= 0 �����

となる。

第 �項

式 ������より、

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

Wi

ρ0

m

2ρkBT

m

kBT
ciγciδjγjδ = ∂(1)

xβ

1
ρ0

m

2ρkBT

m

kBT
jγjδ

∑
i

ciαciβciγciδWi

= ∂(1)
xβ

1
ρ0

m

2ρkBT

m

kBT
jγjδρ0(

kBT

m
)2(δαβδγδ

+δαγδβδ + δαδδβγ)

= ∂(1)
xβ

1
2ρ

(jγjγδαβ + 2jαjβ)

=
1
2ρ

∂(1)
xα

jγjγ +
1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ ������

となる。

第 �項

式 ������より、

−
∑

i

ciαciβ∂(1)
xβ

Wi

ρ0

m

2ρkBT
jγjγ = −∂(1)

xβ

1
ρ0

m

2ρkBT
jγjγ

∑
i

ciαciβWi

= −∂(1)
xβ

1
ρ0

m

2ρkBT
jγjγρ0

kBT

m
δαβ

= − 1
2ρ

∂(1)
xα

jγjγ ������

となる。 式 �����および式 �����～������を式 �����に代入すると、

∑
i

ciαciβ∂(1)
xβ

F
(0)
i = ∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ ������

が得られる。よって、式 �����は

∑
i

ciαE
(0)
i = ∂

(1)
t jα + ∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ − K(1)

α

= 0 ������

となる。ここで、式 ���(�および ������において、式 ��� ��～��� ��を用いてチャップマン・

エンスコグの逆展開を行う。 次モーメントより、連続の式

0 = ε{∂(1)
t ρ + ∂(1)

xα
jα}

= ∂tρ + ∂xα
jα

=
∂ρ

∂t
+ ∇ · j ����(�

!��!



が得られた。また、次モーメントより、/#
��方程式

0 = ε{∂(1)
t jα + ∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ − K(1)

α }

= ∂tjα + ∂xα
p +

1
ρ
jα∂xβ

jβ − Kα

=
∂j

∂t
+ ∇p +

1
ρ
j(∇ · j) − K

∂u

∂t
+ u(∇ · u) = −1

ρ
∇p + K ������

が得られた。

εに関する �次精度モーメント

式 �����において、εに関する �次精度を考える。E
(0)
i のモーメントは上記で計算済みであ

るので、ここでは、E
(1)
i の  次および 次モーメントを計算する。 次モーメントは、以下のよ

うになる。 ∑
i

E
(1)
i =

∑
i

[∂(1)
t F

(1)
i + ∂

(2)
t F

(0)
i + ciα∂(1)

xα
F

(1)
i +

Δt

2
∂

(1)
t ∂

(1)
t F

(0)
i

+Δtciα∂
(1)
t ∂(1)

xα
F

(0)
i +

Δt

2
ciαciβ∂(1)

xα
∂(1)

xβ
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(2)
i

− Δt

12c2
ciα∂

(1)
t K(1)

α − Δt

12c2
ciαciβ∂(1)

xβ
K(1)

α ] ������

ここで、以下の項は式 ������～������および ������より消去できる。

∂
(1)
t

∑
i

F
(1)
i = 0 ������

∂(1)
xα

∑
i

ciαF
(1)
i = 0 ���� �

1
τΔt

∑
i

F
(2)
i = 0 �����

Δt

12c2
∂

(1)
t K(1)

α

∑
i

ciα = 0 ������

また、式 ������、����(�、������および ������から、

0 = ∂
(2)
t ρ +

Δt

2
∂

(1)
t ∂

(1)
t ρ + Δt∂

(1)
t ∂(1)

xα
jα +

Δt

2
∂(1)

xα
{∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ}

− Δt

12c2
∂(1)

xβ
K(1)

α 6c2δαβ ������

となる。また、式 ���(�より

0 = ∂
(2)
t ρ+

Δt

2
∂

(1)
t {−∂(1)

xα
jα}+Δt∂

(1)
t ∂(1)

xα
jα+

Δt

2
∂(1)

xα
{∂(1)

xα
p+

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ}−Δt

2
∂(1)

xα
K(1)

α ������

となる。さらに、式 ������より

0 = ∂
(2)
t ρ +

Δt

2
∂(1)

xα
{∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ − K(1)

α } − Δt∂(1)
xα

{∂(1)
xα

p +
1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ − K(1)

α }

+
Δt

2
∂(1)

xα
{∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ} − Δt

2
∂(1)

xα
K(1)

α ������

!��!



となる。これを計算すると、

∂
(2)
t ρ = 0 ����(�

となる。式 �����に式 ���(�および ����(�を代入すると、

ε{∂(1)
t ρ + ∂(1)

xα
jα} + ε2∂

(2)
t ρ = 0 ������

となる。ここで 次の時と同様に式 ��� ��～��� ��を用いてチャップマン・エンスコグの逆展開

を行うと、

∂tρ + ∂xα
jα = 0

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0 ������

となり、連続の式が得られる。

次に、式 �����における ε2 の項に関して、次モーメントを計算する。

∑
i

ciαE
(1)
i =

∑
i

ciα[∂(1)
t F

(1)
i + ∂

(2)
t F

(0)
i + ciβ∂(1)

xβ
F

(1)
i +

Δt

2
∂

(1)
t ∂

(1)
t F

(0)
i

+Δtciβ∂
(1)
t ∂(1)

xβ
F

(0)
i +

Δt

2
ciβciγ∂(1)

xβ
∂(1)

xγ
F

(0)
i +

1
τΔt

F
(2)
i

− Δt

12c2
ciβ∂

(1)
t K

(1)
β − Δt

12c2
ciβciγ∂(1)

xγ
K

(1)
β ] ������

= 0

ここで、以下の項は式 ������、���  �および ������より消去できる。

∂
(1)
t

∑
i

ciαF
(1)
i = 0 ���� �

1
τΔt

∑
i

ciαF
(2)
i = 0 �����

Δt

12c2
∂(1)

xγ
K

(1)
β

∑
i

ciαciβciγ = 0 ������

また、式 ����(�および ������より

0 = ∂
(2)
t jα + ∂(1)

xβ

∑
i

ciαciβF
(1)
i +

Δt

2
∂

(1)
t ∂

(1)
t jα + Δt∂

(1)
t ∂(1)

xβ

∑
i

ciαciβF
(0)
i

+
Δt

2
∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγF
(0)
i − Δt

12c2
∂

(1)
t K

(1)
β 6c2δαβ ������

となる。また、式 ���(�、������および ������より

0 = ∂
(2)
t jα + ∂(1)

xβ

∑
i

ciαciβ
Δt

ω
{−∂

(1)
t F

(0)
i − ciγ∂(1)

xγ
F

(0)
i +

ciγ

6c2
K(1)

γ }

+
Δt

2
∂

(1)
t {−∂(1)

xα
p − 1

ρ
jα∂(1)

xβ
jβ + K(1)

α } + Δt∂
(1)
t {∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ}

+
Δt

2
∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγF
(0)
i − Δt

2
∂

(1)
t K(1)

α ������

!�(!



となる。さらに、式 ������、������より

0 = ∂
(2)
t jα − Δt

ω
∂

(1)
t {∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ} − Δt

ω
∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγF
(0)
i

−Δt

2
∂

(1)
t {∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ} +

Δt

2
∂

(1)
t K(1)

α + Δt∂
(1)
t {∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ}

+
Δt

2
∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγF
(0)
i − Δt

2
∂

(1)
t K(1)

α ������

となる。まとめると、

0 = ∂
(2)
t jα + (

1
2
− τ)Δt∂

(1)
t {∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ} + (

1
2
− τ)Δt∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγF
(0)
i ����(�

となる。ここで、第 �項および第 �項について個別に見る。j2以上の項を無視すると、第 �項は、

式 ���(�より、

(
1
2
− τ)Δt∂

(1)
t {∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ} = (

1
2
− τ)Δt∂

(1)
t {∂(1)

xα
ρ
kBT

m
+

1
ρ
∂(1)

xβ
jαjβ}

= (
1
2
− τ)Δt{∂(1)

xα

kBT

m
∂

(1)
t ρ +

1
ρ
∂

(1)
t ∂(1)

xβ
jβjα}

= (
1
2
− τ)Δt{∂(1)

xα

kBT

m
[−∂(1)

xδ
jδ] +

1
ρ
∂

(1)
t ∂(1)

xβ
jβjα}

= (τ − 1
2
)Δt

kBT

m
∂(1)

xδ
jδ∂

(1)
xα

+ O(j2) ������

となり、第 �項は、式 �����、������、������より

(
1
2
− τ)Δt∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγF
(0)
i = (

1
2
− τ)Δt∂(1)

xβ
∂(1)

xγ

∑
i

ciαciβciγ{Wi

ρ0
[ρ +

m

kBT
ciδjδ

+
m

2ρkBT
(

m

kBT
ciδciζjδjζ − jδjζ)]}

= (
1
2
− τ)Δt∂(1)

xβ
∂(1)

xγ
jδ

m

kBT

1
ρ0

∑
i

ciαciβciγciδWi

= (
1
2
− τ)Δt∂(1)

xβ
∂(1)

xγ
jδ

m

kBT

1
ρ0

ρ0(
kBT

m
)2(δαβδγδ

+δαγδβδ + δαδδβγ)

= (
1
2
− τ)Δt

kBT

m
jδ{∂(1)

xα
∂(1)

xδ
+ ∂(1)

xα
∂(1)

xδ
+ ∂(1)

xγ
∂(1)

xγ
δαδ}

= (
1
2
− τ)Δt

kBT

m
jδ{∂(1)

xγ
∂(1)

xγ
δαδ + 2∂(1)

xα
∂(1)

xδ
} ������

となる。よって、式 ����(�は、

∂
(2)
t jα + (

1
2
− τ)Δt

kBT

m
jδ{∂(1)

xγ
∂(1)

xγ
δαδ + ∂(1)

xα
∂(1)

xδ
} = 0 ������

となる。ここで式 �����は式 ������および ������より、

0 = ε{∂(1)
t jα + ∂(1)

xα
p +

1
ρ
jα∂(1)

xβ
jβ − K(1)

α }

+ε2[∂(2)
t jα + (

1
2
− τ)Δt

kBT

m
jδ{∂(1)

xγ
∂(1)

xγ
δαδ + ∂(1)

xα
∂(1)

xδ
}] ���� �
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となる。ここで、チャップマン・エンスコグ逆展開により

0 = ∂tjα + ∂xα
p +

1
ρ
jα∂xβ

jβ − Kα + (
1
2
− τ)Δt

kBT

m
jδ{∂xγ

∂xγ
δαδ + ∂xα

∂xδ
}]

= ∂tjα + ∂xα
p +

1
ρ
jα∂xβ

jβ − Kα + (
1
2
− τ)Δt

kBT

m
{∂xγ

∂xγ
jα + ∂xα

∂xδ
jδ} �����

が得られる。 ここで、粘性係数 μを、

μ = (τ − 1
2
)Δt

kBT

m
������

とおくと、上式は、

∂j

∂t
+ ∇p +

1
ρ
j(∇ · j) − K − μ{∇2j + ∇(∇ · j)} = 0 ������

となる。ここで、非圧縮性の仮定より

∇(∇ · u) = 0 ������

であるから、0�1�	�23��4	�方程式が得られる。

∂u

∂t
+ u(∇ · u) = −1

ρ
∇p + ν∇2u + K ������

ただし、ν は以下で表される動粘性係数である。

ν =
μ

ρ
= (τ − 1

2
)Δt

kBT

mρ
����(�
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第�章 格子ボルツマン法の並列化とその効果

格子ボルツマン法は、対象となる岩石構造や地下構造をを直接モデル化し、その複雑な形状

内を流れる流体流動を比較的正しく計算できる手法である。そのためモデル形状を計算機上で正

しく再現することが必須である。しかしながら、一般的には等間隔格子を用いて解析領域を離散

化するため、曲線などを正しくモデル化するためには、多くの格子点を必要とする。そのため多

くのメモリを必要とし、計算時間も増大する。これらの解決のため、本章では格子ボルツマン法

の並列化を行い、その効果について検討する �三善・松岡� �  ��。

��� はじめに

例えば、格子ボルツマン法を用いて、多孔質岩石内流体流動計算行う場合、常に以下の �点

について考慮しなくてはならない。つまり、��再現した多孔質岩石モデルが巨視的現象を再現す

る上で十分な大きさを有しているのか �5/6の問題�、���多孔質岩石粒子 個あたりの格子数は

十分か �離散化格子サイズの問題�、である。

��に関しては、多くの検討がなされているがいまだ決めてとなる答えは存在しないようであ

る。例えば 7��ら �7�� 	� �
�� �  ��は、多孔質岩石における油水混相流解析から、相対浸透率

曲線や毛細管圧力曲線を求めるに際し、一辺辺り  粒子程度、全体としては ��  粒子程度の多

孔質岩石モデルが必要であると述べている。���に関しては、詳細は第 ��� 節で論じるが、離散化

格子サイズとしては粒子直径あたり � 格子程度必要であることが示された。これらを考慮してモ

デル化を行う場合、モデル形状を立方体とすると、格子数は 200× 200× 200程度となる。このと
き計算に必要なメモリ量はおよそ 2��であり、計算に要する時間はおよそ �～(時間程度となる。

しかしながら、仮に粒子の直径を ��という非常に大きな砂粒であるとしても、そのモデルサ

イズはおよそ ��四方でしかない。また一辺の長さを �倍にすると、格子点数は �倍、メモリは

約 (��必要で、もはや 78での計算は不可能である。コアサイズのシミュレーションなどでは、

これよりはるかに大きな領域を設定しなくてはならない。

これらのことから、格子ボルツマン法を用いた多孔質岩石内流体流動を大規模モデルに対し

て実行するためには、計算の並列化は避けられない。そこで本章では、多孔質岩石の離散化格子

サイズについて検討し、ついで並列化の手順を述べる。さらに、並列化格子ボルツマン法を用い

た多孔質岩石内流体流動および矩形ダクト内流体流動計算を行い、計算機の違いや並列化法の違

いによる並列化効率について検討する。

��� モデルに対する離散化の影響

図 ��は、多孔質な岩石を模した約 �  個の等粒径粒子をランダムにパッキングしたモデルの

一例である �9���	)� �� �。ここでは、9���	)モデルと呼ぶ。このモデルの孔隙率は約 35%であ
る。この 9���	)モデルを :�'計算用に格子で離散化し、中心部の断面を切り出したものを、図
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図 �� �+ .��	 ���#��#�	 ��%	
 *) 9���	);� ���%�� .��4��� �9���	)� �� ��

���に示した。ここで、21× 21などは、離散化された断面の格子数であり、ζ は粒子直径を格子数

で表記したものである。また白色部が粒子部であり、黒色が孔隙を表す。概観としては、ζ = 15
程度あれば球体であるとみなすことができる。また、格子で離散化されたモデルの孔隙率を、粒

子直径に対してプロットしたものが図 ���中の黒丸である。格子数の増加に伴って孔隙率は増加

していき、次第に真の孔隙率の値である 35%に漸近している。このモデルでは、ζ = 20程度でモ
デルが再現されたとみなすことができる。

さらに、等粒径およびランダム粒径の粒子群に対して重力落下法によって作成した、多孔質

岩石モデルに対しても同様に離散化と孔隙率変化について検討した。ここで作成したランダム粒

径モデルの粒径分布は、等粒径モデルの粒径の 80%～120%の間で一様である。等粒径モデルの
孔隙率がおよそ 35%、ランダム粒径モデルではおよそ 27%である。また、粒子配置の異なるモ
デルとして複数モデル作成し、ここでは代表的なモデルにおける結果のみ示す。図 ���は、粒子

直径に対応する格子数に対する孔隙率の変化を表している。三角マーカーは等粒子径モデルの結

果であり、四角マーカーはランダム径モデルの結果である。等粒径粒子では、重力落下式モデル

�#��<����においても 9���	)モデルと同様に、ζ = 20程度で孔隙率は約 35%に収束した。また
粒径がランダムである場合は、等粒径モデルよりも孔隙率は減少したが、ζ = 20程度で収束する
ことは同様であった。このことから、多孔質岩石のモデル化において、ζ = 20程度の離散化が必
要であると言える。
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21 21 ζ = 3.33 51 51 ζ = 8.33

101 101 ζ = 16.7 151 151 ζ = 25.0

201 201 ζ = 33.3 251 251 ζ = 41.7
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��� 格子ボルツマン法の並列化手順

本研究では、'7" を用いたプロセス並列による :�'の並列計算を行った。ここでは、:�'

に対する'7"による並列化の手順について記す。:�'では、第 � 章で示したように、粒子密度

の分布関数がタイムステップ毎に更新されていく。このとき、ある格子点において、各タイムス

テップ毎で計算に必要な値は、+���モデルにおいて、その点および周囲 �点における分布関数

値のみである。これは、粒子が各タイムステップ毎に隣接点にしか移動できないためである。よっ

て、、境界の分布関数値のみを通信することで、領域分割による並列計算が可能となる。つまり、

'7"を用いた :�'並列計算は、78クラスタに代表される分散メモリ型並列計算機で簡便に計

算が可能であり、そのため、計算機の台数を増やした分だけ解析領域を大きくとることができる

メリットがある。

本研究では、解析領域に対して x方向に圧力差を設けて流体を流動させ、その方向には周期

境界条件を適用し、また yおよび z方向の境界は壁で覆われているものとした。今回、モデルの

分割の方向は x方向のみとした �図 ����。分割面が 方向であるため、各計算機毎に �度通信が行

われるだけであり、プログラムの構築が容易である。しかしながら、分割後の領域形状が板状に

なることから、領域形状が立法体である時に比べると通信量が増え、計算が非効率的となる欠点

もある。

ここで、�分割モデルを例にとって計算の流れを説明する �図 ����。まず最初に、計算領域を

�個に分割し、各領域のデータは各計算機にそれぞれ渡される。このとき、分割はできる限り均等

に行われるべきである。なぜなら、領域サイズが不均等であれば、小さい領域を受け持つ計算機

が先に計算を終了し、他の計算機の計算が終わるのを待つことになるからである。このアイドリ

ング状態ができる限り減るように、領域分割の大きさを決定すると計算効率が高い。
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次に、:�'においての各計算ステップ �衝突、並進、境界条件、巨視化�が各計算機毎にな

される。このとき、並進および周期境界条件の計算には、各格子点以外の格子点の情報が必要と

なる。並進の計算では、その格子点に隣接する格子点の分布関数が必要である。従って、その格

子点が各計算領域の境界上にある場合、別の計算機の割り当て領域上にある格子点が計算に必要

となることがある。この計算を行うために、その都度通信を行うと通信回数が増加し、並列効率

の低下を引き起こすことがあるため、通信は一度にまとめて行うことが望まれる。仮想格子点を

各計算機との境界の外側に設けることで、通信を一度にまとめるとともに、並進過程の計算は各

計算機内で行うことが可能となり、計算効率を高く保つことが可能となる。図 ���の下図におい

て、灰色の領域が各計算機が割り当てられた計算領域であり、その左右の外側にある一列の格子

点が仮想格子点となり、隣接する計算機の割り当てられた計算領域の一端の一列と等しい値を持

つ。また、台目の左端および �台目の右端でも同様に連結させることで、周期境界条件の計算が

各計算機内でローカルに行われる。これにより、並列化の台数を npとして、nx/npが割り切れる

場合、各計算機の解析領域は (nx/np + 2) × ny × nzとすることができる。

��� 並列化による性能向上

並列計算による計算速度向上および計算効率は、並列計算性能評価のための指標であり、以

下の様に定義される。速度向上 �s�は、87Aを np台用いた時の計算時間 Tnpに対する単一 87A
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を用いた計算時間 T1の割合として表される �式 �����。また、計算効率 �ε�は並列計算プログラム

の並列化能力を図る尺度として用いられ、式 �����のように、使用台数 npに対する速度向上 �s�

の割合として表される。

s =
T1

Tnp
����

ε =
s

np
�����

����� 計算機環境および計算モデル

現在、並列計算を目的とした計算機システムにはその設計思想によって �つに大別できる。そ

のカギとなるのはメモリの利用法であり、巨大な実メモリ空間を、複数の計算ユニットが共有し

て利用する共有メモリ型計算機と、78クラスタで代表される分散メモリ型計算機である。この �

つには設計思想により、各々の得意とする問題と苦手とする問題がある。また、両者ではプログ

ラムの並列化にも差異が生じる。そこで、この �つのタイプの計算機環境下において、:�'の並

列化効果について検討した。

今回の計算に用いた �つ計算機環境を表 ��に示す。表中の &78��  �富士通�は、京都大

学大型計算機センター内にあるスーパーコンピュータであり、スーパーコンピュータランキング

-�.�  で ��位 ��  �年 月発表�に入る計算機である。この計算機は、ノードあたり ��87A

を有し、共有メモリとして ����利用することができる。ノードとしても ノードあり、非常

に多くの 87Aを同時に利用することができる。共有メモリを利用するために、コンパイラによる

自動並列化 �スレッド並列�を行うことができ、'7"�プロセス並列�と組み合わせて利用するハイ

ブリッド並列も可能である。また、ノード間通信には高速光インターコネクトが用いられ、最大

���B�	�の双方向通信が可能であり、さらにノード内通信では最大 �� ��B�	�と、非常に高速な

通信が可能となっている。それに対し、3�
	��=388 ����&"-�は 78クラスタと呼ばれるもので

あり、コスト的には非常に安価なシステムである。各ノードに 87Aは つで、メモリは各 ���

の分散型メモリであり、ここで使用したシステムでは最大 �並列までのプロセス並列が可能であ

る。また、通信には����/��	��	�が用いられ、理論値で ��'�B�	�の通信が可能となっている。

スレッド並列とは、コンパイラによる自動並列化やC.	�'7を用いた並列化処理を指し、共

有メモリマルチプロセッサ上でのみ利用できる並列化手法である。自動的もしくは非常に簡便な指

示行を挟むことで、単一プロセッサ用のプログラムを並列化することが出来るため汎用性も高い。

しかしながら、一般的には並列可能ループ等に限って並列化されるため、領域分割による並列化

�'7"などによるプロセス並列�ほどのパフォーマンスを発揮することは難しいと言われている。

今回、並列化効率のベンチマークテストとして 141× 101× 101の多孔質岩石モデル �以下で

は岩石モデル�と、213 × 21× 21、214 × 21× 21、および 215 × 21× 21サイズの矩形ダクトモデル
を用いた。今回の計算では、分割方向が単一であり、立方体に近い形状のものでは多くの 87Aを

用いた並列化が利用できないため、並列計算のベンチマークのために矩形ダクトモデルを用いた。

矩形ダクトモデルの並列数は、&78��  を用いたとき、������(����(����であり、78クラスタ

�3�
	��=3�� ����では、岩石モデルおよび矩形ダクトモデルともに �～�並列である。各計算とも

タイムステップを   ステップとし、最後に全格子点の速度及び密度の値をファイルに出力した。
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 ������	� #�	% �� ���� >��4

'�����	 9AD"-3A &"-

75"'/7CE/5 &78��  3�
	��=388 ���

8��?�#������ =��%	 ��=>�) �=��%	 =>�)

7���	���� 37,58(�6 ��(�&@ 7	���#�� ����&@

'	���) .	� ��%	 �� �� B �(�� �� � �� B ( ��

B����
 �	���)

0	�>��4 ����=�.		% �.����
 ���	�����	�� ����*�� /��	��	�

� �� �< � ��B�	� �����#�� .	� ��%	 �� '�B�	� ���	��	����
�

'�� �� ��B�	� �� � ��%	

����� 並列化効果

並列効果を考える際に重要となるのが、単体87Aの性能と並列化効率である。まず単体87A

の性能について比較する。図 ��( 左図のプロセッサ数 における計算時間を比較すると、矩形ダ

クト 215 モデルにおいては、&78��  で �� (秒に対し、78クラスタでは � �秒の計算時間を

要した。この時間差は、単体 87Aの演算性能の差を示している。

図 ��(���に、78クラスタ �3�
	��=388 ����を用いた際の計算時間、計算速度向上および計

算効率を示す。白抜きマーカーは矩形ダクトモデル、�マーカーのグラフは岩石モデルのベンチ

マーク結果である。岩石モデルでは、並列化による速度向上が �87Aを用いても �倍弱までしか

向上せず、計算効率は単調に減少している。これは、単一方向スライスによって分割されたモデ

ル形状が、薄い板状に近づくためであり、データ通信にかかるコストの割合が、ノード内におけ

る計算コストに対して大きくなってしまったためであると考えられる。そこで、並列化の効果を

単純に検討するために矩形ダクトモデルを用いた。図 ��(���の白抜きマーカーのグラフを見ると、

計算速度のアップ率は、ほぼ理想的な伸びを示しており、計算効率も概ね 前後を保っており、ど

のモデルもかなりよいパフォーマンスを示している。並列効率が を超えることがあるのは、領

域が分割されることによりループ長が短くなり、キャッシュミスやオーバーヘッドといった計算効

率を落とす可能性が増したためである。また、213 モデルにおいて並列化効率が減少し始めるの

は、ループ長が短くなったためである。そのため、高い並列化効率を保持するためには、各 87A

に割り当てられる領域の大きさは、適切に設定される必要がある。

次に、&78��  によるベンチマークテスト結果を図 ��(�*�に示す。各モデルとも、並列数の

増加にともなって、計算時間は短縮されているが、その速度向上のアップ率は理想的なアップ率

から乖離している。また、計算効率としても、(並列程度までは 80%以上の計算効率があるが、
それ以上ではかなり低下しており、��並列では、50%程度の効率しか実現できていない。�2�並

列において 78クラスタと比較すると、計算時間では単体の 87Aの能力の違いによって、78ク

ラスタの方がよい性能を示している。また速度向上では、x方向の長さが 215格子のモデルを例に

取ると、&78��  では �並列� �並列でそれぞれ ����および (��であったが、78クラスタでは

�� および ����となった。さらに、計算効率は、&78��  が �並列、�並列ともに  �� であっ

たが、78クラスタではそれぞれ �  と  ���となった。

&78��  では、大容量メモリ �ノードあたり �����を利用した自動並列処理において、大

きな利点を有しており、今回の問題のような比較的小さなメモリ量を必要とする問題では、その

能力を最大限活かすことができていないと言える。逆に、ここで考えた問題は小規模な 78クラ
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(a) Results of benchmark tests of the PC cluster; Calculation time, Speedup, efficiency.

(b) Results of benchmark tests of the HPC2500; Calculation time, Speedup, efficiency.
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スタに適した問題であったと言える。

����� ハイブリッド並列の効果

次に、コンパイラの自動並列 �スレッド並列�と'7"によるプロセス並列の違いについて比

較する。&78��  では、ハイブリッド並列 �'7"+自動並列化�が行えるため、スレッド並列台

数による計算効率について検討した。ここで、ハイブリッド並列による使用する 87A数 npは、

スレッド並列数 npthとプロセス並列数 npprの積で表される。図 ������は、87A数 npを固定し

て npth を変化させた時の、npth = 1の計算時間に対する計算効率である。87A数によらず、ス

レッド並列数の増加 �プロセス並列数の減少�に伴って計算効率が落ちているのがわかる。この結

果は、同 87A数で計算するのであれば、'7"による並列化が最も効率的に計算効率を向上させ

ることを示している。

しかしながら、モデルの形状によっては、プロセス並列 �領域分割�の数に限界が生じる場合

がある。特に、領域分割の方法が今回のように単一であれば、比較的少ない並列数でも限界に達

してしまう。この様なときにこそ、スレッド並列の効果が現れると考えられる。そこで、プロセス

並列数を固定して、スレッド数を増加させた場合の計算効率について図 ����*�に示す。プロセス

数によらず、スレッド数の増加に伴い計算効率は上昇している。特に、スレッド数 �程度での計

算効率上昇が著しい。しかし、その効率上昇は ���倍程度までしか得られなかった。これは、並列

化されているのが特定のループに限られており、またその長さが有限であることに起因する。つ

まり、ある程度の長さをもったループでないと、並列化の効果が現れてこないためである。今回

!��!



の場合、プロセス並列によって分割された領域に対してスレッド並列を行っているため、プロセ

ス数が増加するに従ってループ長が短くなり、スレッド並列の効果があまり現れないことを示し

ている。

これらのことから、同数の87Aを用いる場合、全てプロセス並列を行うことが最も高い並列

効率を保持することがわかった。また、プロセス数が増やせない �増やしても効果が得られない�

場合には、スレッド並列を組み合わせたハイブリッド並列によって、スレッド並列なしの時と比

較して、速度向上を得ることができることがわかった。

��� まとめ

本章では、格子ボルツマン法を用いた解析例を示し、計算の並列化の効果について検討した。

以下にその結果をまとめる。

� 多孔質岩石のモデル化において、平均粒子直径に対して � 格子以上とることで、真の孔隙

率を満足するモデルを構築することができた。これは、モデルの作成方法によらずほぼ一

定であることがわかった。

�� 格子ボルツマン法の並列計算によって、矩形ダクトモデルでは �並列程度までは比較的高

い計算効率を保つことができた。分割の方向が単一方向であるために、矩形ダクトモデル

においてのみ、並列化による速度向上が発揮された。任意形状のモデルにおいて、並列化

効果を実現するためには、�方向の分割面を設定する必要がある。

�� ある 87A数を用いて計算する場合、スレッド並列を行わずに全て'7"による並列化 �プ

ロセス並列�を行うことで、最も効率的に時間短縮できることがわかった。これは、:�'

が領域分割によるプロセス並列に適したアルゴリズムであることを示している。しかしな

がら、同一プロセス数においてはスレッド数の増加によって計算効率は上昇した。これは、

分割面が単一の場合など、領域分割に制約がある場合に有効である。
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第�章 フラクチャ内流れの解析

��� はじめに

亀裂性岩盤の浸透性評価は、土木構造物や地下構造物の設計において重要な役割を果たして

いる。一般的にはフラクチャの配置や大きさに着目した解析が盛んに行われている。その際のフ

ラクチャ内の流体流動は、フラクチャを平行平板と仮定して、開口幅の �乗に比例するとする、い

わゆる三乗則が用いられることが多い。しかしながら、���>� �����によって開口幅の狭小化に

ともなって、フラクチャ内の流体流量は �乗則から乖離してくることが示された。しかしながら、

その三乗則からの乖離に寄与する要因は全て明らかになっているわけではない。そこで、複雑な

亀裂形状であっても、その形状に応じて正しく流体流動を計算することができる格子ボルツマン

法を用いて、フラクチャ内流体流動を再現し、三乗則からの乖離に寄与するパラメータについて

検討する �松岡ほか� �  �� '�)���� 	� �
�� �  ��。

また、岩盤内に存在するフラクチャ内の流体挙動解析には，次の 5	)��
%�の方程式を差分近

似して解く手法がよく用いられている ����>�� ����．

∇ · (d3∇p) = 0 ����

ここで，dは開口幅，pは流体圧力である．この手法をここでは 5	)��
%�の方法と呼ぶ．この手

法では，フラクチャにおける開口幅が狭いことからフラクチャ内流体流動を �次元に近似し，各

点での流量が開口幅の �乗に比例するとして解くものであった．そのため鉛直方向の形状変化の

大きなモデルに対しては誤差が大きくなると考えられてきた．

そこでここでは，�次元格子ボルツマン法（:�'）の適用を考える．本手法は，�次元空間に

対して直接流体流動を計算できる手法であり，鉛直成分を加味した解析を行うことができる．本

章では，�次元フラクチャ内を流れる流体挙動の計算に対して，:�'が妥当であることを確認す

るとともに，5	)��
%�の方法との比較を中心に検討を行う �三善ほか� �  ��．

��� フラクチャモデルの作成

フラクチャの表面形状は観測される範囲では，自己アフィンのフラクタルである．そのプロ

ファイルをランダム波形として周波数解析を行った結果得られるパワースペクトル密度（73+）

は，図 ��に示すように，空間周波数に対して両対数グラフ上で直線状となる．一方，フラクチャ

の開口幅プロファイルの振幅は，不連続面のかみ合わせによって長い波長で不連続面プロファイ

ルの振幅より小さくなる．このため，図 ��に示すように，開口幅プロファイルの 73+は，低い

周波数領域で表面プロファイルの 73+のトレンドから低い方にずれる．このようなフラクチャ

の幾何学的特性をよく表現する数値モデルを生成する方法が ���>�����>�� ����及び�
�1	�ら

��
�1	� 	� �
�� ����らによって提案されている．

ここでは，�
�1	�らの方法を用い、格子間隔が  ����の ��(���(点からなるフラクチャ上

!� !



表 �� -�	 .����	�	�� �< ��	 <����#�	 ��%	
��

モデル名 < d > 接触面積率 (%) 9�+� σf σd

'��� ����� ���� �� �����  ���(�

'���� ��(�( ����� �� ����(  ���(�

'��� ���( ���� �� ����� � ��

'���� ���(� (�� � �� ����� � � 

:��� ������ ����� �� ���(� � ��

:���� ������ ��� �� �� ���(( � ��(

:��� ����� �� ��� �� ����� ���( 

:���� ������ ������ �� ���� �����

面および下面を数値的に生成する．図 ���はここで生成したフラクチャの下面である．�次元解析

においてはこのフラクチャモデルをそのまま用い，�次元解析においては，適当なプロファイルを

切り出し，図 ���で示すように �次元モデルとして用いる．

作成したフラクチャモデルの詳細を，表 ��に示す。．左から順に，モデル名，平均開口幅

< d >，接触面積率 (%)，フラクタル次元（9�+�），壁面高さの標準偏差 σf，開口幅分布の標準偏

差 σdである．ただし，フラクチャの大きさは 256× 256格子であり，平均開口幅および壁面高さ
の標準偏差の単位は格子長さである．また，壁面高さの標準偏差 σf は、上部面または下部面その

ものの壁面形状の粗さを表すパラメータであり，今回は比較的なだらかな形状をしたものを'モ

デルとし，粗いものを :モデルとする．具体的には表 ��で示すように，壁面高さの標準偏差 σf

の値が小さいモデル（'モデル：なだらかな形状）と大きなモデル（:モデル：高低差の大きな

形状）を用意する．また、モデル名の'または :の後ろに続く数値はフラクタル次元を表してお

り、'�モデルおよび :�モデルのフラクタル次元は 9�+�G��、'�モデルおよび :�モ

デルは 9�+�G��である。さらに，各モデルについて接触面積率の大小異なるモデルを作成した。

モデル名の最後の括弧内の数値がそれであり、��接触面積率小モデル、���接触面積率大モデル

である。ただし，表 ��において定められた開口幅< d >は、後述する5	)��
%�の方法との比較

時に用いるものであり，�乗則からの乖離についての検討のためには、，開口幅の異なるモデルを

作成している。

��� �乗則からの乖離

一般的にフラクチャ内の流量は，平行平板を仮定して開口幅の �乗に比例し �乗則が成立す

るとされている．しかしながら，開口幅が狭くなるとその流量は �乗則で予測されるよりも少な

くなることが ���>�により示された ����>�� ����．ここでは，まずこの結果を格子ボルツマン

法を用いて追試することを試みる．

まず，モデルの平均開口幅を、

< d >=
∫∫

d(x, y)dxdy

LxLy
�����

と定義する。ここで，図 ���で表すように、d(x, y)はフラクチャ開口幅分布，Lx，Ly はそれぞれ

フラクチャ長さおよび幅である．さらに、得られた流量 Qに対して，�乗則が成り立つと仮定す
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ることで開口幅が定まる。この開口幅を水理学的開口幅とよび、

dh =
(

12μQ

LyΔp/Lx

) 1
3

�����

と定義する。ここで，μは水の動粘性係数，Δpは x方向にかかる圧力差である．流量により求

まった水理学的開口幅 dhと，境界の形状から求まる平均開口幅< d > が一致すると �つまり，両

者の比が の時�，フラクチャを流れる流量は �乗則を完全に満足していると考えることができる．

この様な方法で行ったシミュレーション結果を図 ���に示す．図 ���では �乗則からの乖離を

検討するために縦軸に �つの開口幅の比を �乗したものをとっている．また，この (dh/ < d >)3

を乖離度と定義する．横軸には，平均開口幅をフラクチャ面の高さの標準偏差で割ったものをと

り，表面粗さで正規化している．この図より開口幅の狭小化に伴って流量が �乗則から乖離して

いく様子がわかる．この結果は ���>� �����の 9��� とほぼ同一であり，その結果を追認した

ものとなっている．

図 ��� -�	 %	1������ <��� ��	 �#*�� 
�> <�� ��	 �+ <����#�	 ��%	
� -�	 %	1������ *	���	�


���	� �����%��� �� �����>��� ��	 �.	��#�	�

��� 乖離のパラメータ

第 ���節で平均開口幅が狭いモデルの方が �乗則からの乖離度は大きいことを示した．しか

しながら，平行平板モデルであれば，平均開口幅が狭いモデルでも �乗則からの乖離は理論的に

見られないはずである．そこで，�乗則からの乖離に関するパラメータとして壁面形状の粗さが

考えられる．本研究では，図 ��(で示すような，���壁面形状の粗さを表すパラメータ σf（壁面の

形状の標準偏差）と，�*�開口幅分布の乱れを表すパラメータ σd（開口幅に対する標準偏差）を

定義して，これらのパラメータと流量における �乗則からの乖離との関係について検討を加える．
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図 ��� ��� ����	
��� �
����� �� σf �
� 
� σd ���� σf �� ��� ��
�
� ���
���� �� ����� ��

����� ��
����� ������ 
� σd �� ��� ��
�
� ���
���� �� ��� ��
����� 
��������

�
�は、フラクチャの上面もしくは下面そのものの形状粗さを表しており、壁面高さ平均位置から

のばらつきを示す指標として壁面高さに対する標準偏差を用いた。フラクタル理論に基づいて作

成したモデルでは，上下壁面はほぼ同じ標準偏差をもつ．���では、上下面でのかみ合わせを考慮

するものとして、開口幅の変化に着目した。平均開口幅からのばらつきを表す指標として、標準

偏差を用いた。仮に上下面の形状が全く同一であれば、開口幅は常に一定であるため、σd = 0と
なる。

��� �次元フラクチャ内流体流動解析

本節では、�次元フラクチャ内流体流動解析を行い、σf および σdが �乗則からの乖離に及ぼ

す影響について検討した。

����� �次元解析に用いたフラクチャモデル

σf および σd の影響を考慮するために、ここでは以下に示す �種類のモデルを用いた。

モデル�：上下とも ���曲線であり，等しい開口幅を持つモデル

モデル�：上部面が ���曲線，下部壁面が水平面のモデル

モデル�：上部面が山形，下部壁面が水平面のモデル

モデル�：フラクタル理論を用いて作成した �つの壁面を上下に離し，さらにフラクチャの長手

方向にずらしたモデル

モデル �は、上下面ともサイン曲線をしており常に等しい開口幅をもつモデルである。よって、

開口幅の標準偏差は σd = 0である。また、サイン曲線の振幅の異なるモデルを作成する。これは、
振幅が大きいほど壁面の標準偏差 σf が大きいモデルとなる。図 ���に、その代表例を示す。
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モデル %では下部面を水平にすることで開口幅分布を変化させる．モデル �と同様に ���曲

線の振幅異なるモデルを作成する �図 ��&�．このとき壁面形状の標準偏差としては上部壁面の数値

を用いるので，壁面形状の標準偏差 σf と開口幅分布の標準偏差 σd は等しくなる．

モデル 'もモデル %と同様に下部壁面が水平面であるため，σf と σd は等しくなる．また，

図 ��(で示すように上部壁面は山形をしており開口幅は直線的に変化している�　このモデルは、

モデル %との比較としてサイン曲線でなく直線的な変化においても、�乗則からの乖離が進むの

かについて検討するために設定している。

モデル )では，フラクタル理論を用いて作成したフラクチャ面を上下同じものを用意し，長

手方向にずらすことで σf を変化させずに σdのみが異なるモデルを作成する．すなわち、�
�上下

全く同じ壁面形状であるもの �図 ���*�
��，���フラクチャ全体が長手方向に約 !+ずれたもの �図

���*����，および ���約 �*+ずれたもの �図 ���*����である．このモデルでは，σf = 12.6に固定さ
れる．

����� シミュレーション結果

第 ��!��節で作成したモデルに対して，第 ���節と同様に格子ボルツマン法を用いて流体流動

計算を行い流量を求める．式 �����および式 �����から，図 ��!と同様の開口幅と乖離度に関する

グラフを作成する．図 ��!では，標準偏差 σで正規化しているが，本解析では開口幅の標準偏差

が σd = 0となる場合があるので，正規化せずにそのまま開口幅を横軸とする．
図 ����はモデル �の結果を示したものである．図における σ は全て σf である．また右下の

実線 �凡例,��
������は図 ��!のフラクタル理論から生成した場合のモデルに対応している．図よ

り明らかなように，σf が変化しても，基本的にはどれも開口幅の狭小化に伴う乖離現象は見られ

ない．つまり，フラクチャの壁面形状がいかなる形であれ，開口幅が一定であるときには流量は

開口幅に依存しないという結論が得られた．
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図 ����にモデル %の結果を示す．下部壁面が水平面であるので，σf = σdであり，図内の凡

例 σを表している．また，比較のために図 ��!の結果を凡例 ��
�����の実線として示す．このグ

ラフから，開口幅の狭小化に伴い乖離が増大していることが確認できる．また σの増大でも乖離

が増大していることがわかる．

図 ����にモデル 'の結果を示す．これもモデル %と同様に，凡例 σは σ = σf = σdである．

また，開口幅の狭小化に伴う �乗則からの乖離および σの増加に伴い乖離が増大が確認している．

これに対し，モデル)では壁面形状を固定し，フラクチャの長手方向に移動することで開口幅

を変化させ，σdのみの影響を調べる．その結果を図 ����に示す．凡例 σは σdであり，σf = 12.6
で固定されている．これも上記モデル %および 'と同様に，σd の増加に伴い �乗則からの乖離

が増大している．

また，これらのうちモデル %，'，および)を重ねて示したものが図 ���!である．図 ���!か

らわかるように，�乗則からの乖離は σdが大きいほど大きくなっている．このことより，フラク

チャ内の流量に関して �乗則からの乖離を支配しているのは，開口幅に対する標準偏差 σdである

ことがわかる．

最後に，モデル %，'，)のうち σd �= 0であるものについて，σd で正規化した場合の結果を

図 ����に示す．図 ���!において，σd の順に整列していたグラフが，ほぼ一つの曲線上にのって

いる．

図 ���� ��� ����� ���� �/	���� 
�� ��� ������ �� 	��� �)0�� ��� ���� ���� ���������� ��

1����� ��!� ��� ����� 2σ2 �� 
�� σf � σd �� $���� ��� ���
���� ���	 ��� ����� �
� �
���� ��

�����

����� �次元流解析のまとめ

フラクチャ内部での流量が平均開口幅の �乗に比例するのは，フラクチャの開口幅が一定の

場合である．つまり，上下に同じ形状の壁面がある場合は，壁面形状が複雑であっても開口幅の

狭小化に伴う �乗則からの乖離はほとんど発生しない．また，σdが大きくなるほど乖離が大きく

なる．この �乗則からの乖離はフラクチャ壁面の粗さではなく，フラクチャの開口幅の乱れ �ラン
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ダムさ�によって大きく支配されている．結論として，平均開口幅の狭小化に伴う �乗則からの乖

離を支配しているのは σdであり，開口幅分布の乱雑さが増えれば乖離が大きくなることがわかっ

た．また，この σdで正規化した場合，�乗則からの乖離はほぼ一本の曲線で表現できることがわ

かった．

��� �次元フラクチャ内流動解析

第 ��!節では，�次元モデルを用いた検討を行ったが，実験結果との比較等を考えると �次元

解析をする価値は高い．そこでここでは、�次元格子ボルツマン法を用いて、�次元フラクチャ内

流動解析を行う。また，�次元解析において提案した σd を用いた評価法について，�次元フラク

チャに適用した場合についての検討も行う．

����� �次元解析に用いたフラクチャモデル

ここでは、第 ��� 節で作成した �次元フラクチャモデルを用いる。各パラメータは表 ���で

示す通りであるが、�乗則の乖離を検討するために、フラクチャ面を上下方向に変位させ、開口幅

の異なるモデルを作成している。

����� �	
����方程式と���

第��節で示した各モデルに対して，�次元格子ボルツマン法を用いて流体流動のシミュレー

ションを行った結果を図 ����0���*に示す．上段 �図が開口幅分布をグレースケール表示したもの
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である．色の濃淡は開口幅に相当し，淡い領域は開口幅が広いことを表し，黒色部は上下壁面が

接触していることを示す．中段 �図は格子ボルツマン法の計算結果を流線で表示し，�次元に射影

したものである．図の右向きに圧力勾配が存在し，その方向に流体が流動している．さらに，下

段 �図は 6�/����の方法の結果を流線で表示したものである．

表 ���のモデル"����図 �����および 5����図 ���(�においては，5%"の計算結果では流線

は途中でほとんど途絶えている．つまり，流体がほとんど流れていないことを表している．これ

は 5%"では壁面形状を格子で表現するために，�格子以上の空間がなければ流体が流れることが

できないことに起因する．それに対し，6�/����の方法では開口幅は実数で表現されることから，

非常に狭い開口幅の時でも流体は流れることができる．したがって，非常に狭い形状をモデル化

するためには，格子数を増加せねばならないが，計算機のメモリーおよび計算時間の問題から今

回は行っていない．それに対し，"�!��図 ���&�および 5�!��図 ���&�では多くの流線が最後まで

到達し，フラクチャ内を流れる流体挙動がよく再現されている．6�/����の方法と �次元に射影

した 5%"の結果は大局的には同様のものとなっている．

さて，大局的には同様の流れを再現しているが，細部においては異なった傾向を示している．

図 ���&の左図，"�!����モデルにおける中央上方より流入した流線を見ると，5%"はほぼ水平

に流動していることがわかる．それに対し，6�/����の方法では右肩上がりの流れになっている．

ここで，図 ���&上段左図の開口幅分布を見ると，開口幅の広い領域が右肩上がりで存在している．

しかし，このモデルでは表 ���で示すように，開口幅は全般的に広く接触面積もほとんど無いた

め，5%"で求めた結果の様になると予想される．それに対し，6�/����の方法ではその性質上，

開口幅分布に大きく依存しているため，右肩上がりの流動となったと思われる．この様に開口幅

のみで決定される 6�/����の方法には，�次元的な構造に対する流体のシミュレーションでは限

界があると思われる．

����� �次元流れの可視化

今回用いたモデルのうち，5�!����の計算結果を �次元表示したものが図 ����および図 ����

である．図 ����は流れを流線で表示したものであり，灰色の断面はフラクチャの形状を表し，白

色部が空隙部である．図 ���*中段左図を �次元で表示したものであり，フラクチャ内を流体がい

かに流れているかをよく表している．これにより，フラクチャ内の流体流動を可視化することが

できたと考えられる．また，図 ����は等速度面で表示したものである．図 ����の流線表示ではわ

かりにくい鉛直方向の速度がより鮮明に現れている．図 ���で示すようなフラクチャの凹凸具合

に応じて速度が鉛直方向にも変化していることがわかる．

����� 速度の鉛直成分

5%"によって流体流動を �次元的に計算することができたことから，本節では前節で用いた

5�!����におけるモデルを用いて，鉛直成分について検討する．

図 ����は下部壁面を表しており，青色部はくぼんでいる領域であり，赤色部は盛り上がって

いる領域である．実線で四角形に囲まれた部分は，左から右に流れる流れの方向に対して赤色から

青色へと変遷している箇所であり，流れる方向に対して下り坂に相当する．逆に，一点鎖線で丸

く囲まれた箇所は，上り坂に相当する．このモデルに対する流体流動をより明確にするため，図

�����および図 �����は，鉛直方向の中心付近 �断面における鉛直成分速度を示す．赤色の箇所は
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上向きの速度が卓越している箇所であり，青色の箇所は下向き成分が卓越した箇所を示す．ここ

で，図 ����と同じ箇所をそれぞれ実線および一点鎖線で示すと，四角で囲まれた下り坂斜面にお

いては鉛直方向下向きの速度が現れており，円形で囲まれた上り坂斜面では鉛直成分上向きの速

度が現れている．このことから，�次元 5%"においては，モデルの形状に応じて流体が流れてい

ることがわかる．この様に，�次元格子ボルツマン法を用いることで，鉛直成分が正確に計算でき

ているといえる．

����� �乗則からの乖離

本節では，�乗則からの乖離について検討する．そのために用いるモデルは，第 ���節で作

成したフラクチャモデルを使って以下のように設定する．図 ���!は以下のモデルの �次元断面で

ある．

モデル�� （開口型フラクチャモデル）開口幅分布の乱れ σdは全てほぼ等しく *��!である．しか

し壁面形状の粗さ σf はモデルごとにさまざまである �図 ���!�
��．

モデル�� �横ずれを伴うフラクチャモデル）モデル �の �つを用いて，上下壁面を横滑りするよ

うにずらしたモデル．開口幅分布の粗さ σd は最初は *��!であるがある範囲まではずれ量

に比例して増加する．この時の壁面形状の粗さ σf はほぼ一定となる �図 ���!����．

それぞれのモデルについての詳細なデータは表 ���である．
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表 ��� ��� �
�
	���� �� ��� ��
����� 	�����
モデル名 1�)� σf σd

���� ��� ��&& *��!

���� ��� ���� *��!

���� ��� ��(� *��!

%��� ��� ��&& *��!

%��� ��� ��&& ��!*

%��� ��� ��&& ��*�

モデル �に関して，壁面の粗さを表す σf はそれぞれ，��(�，��&&，����である．開口幅分布

の標準偏差 σdはほぼ等しく *��!である．これら �種のモデルに対して，格子ボルツマン法によっ

て流量を評価し，それらの �乗則からの乖離を表したものが図 ����である．σf は異なるが，乖離

の傾向はほぼ同じものとなっている．つまり �次元の場合と同様に，フラクチャ内の流量を規定

しているのは開口幅の乱れを表す σd と考えられる．

次にモデル %に対して，モデル ����の σf = 1.88の壁面を利用する．壁面形状をそのままに
して，流体が流れる方向に移動させてモデルを作成する．このモデルは，横ずれを伴うフラクチャ

を想定したモデルである．モデル �では σd = 0.65と小さいため，上下の面はほぼ同じであると
言える．しかし，横滑りさせることで σdは増加する．下部面を固定し，上部面を x方向へX移動

すると 0 ≤ x ≤ X では上部面が存在しない．そこで，周期境界条件を適用し，Lx −X ≤ x ≤ Lx

の壁面データを不足部に補う．この場合およそ Lx/2 移動したときに上下の面は最もかみ合わな
くなるので σdは最大になる．シミュレーションではフラクチャ長さのおよそ �％と，&％ずらし

たモデルでの計算を行った．図 ����の σ は σd であり，また σf はすべてほぼ ��&&である．壁面

形状はほぼ同じであるが，σd が大きくなるほど乖離の傾向が強く現れている．
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�次元解析においても，�次元解析と同様の結果を得ている．σdを固定して σf を変化させて

作ったモデルにおける平均開口幅の狭小化に伴う �乗則からの乖離はほぼ同じである．逆に σf を

固定して σd を変化させると，σd の増加に伴って �乗則からの乖離は増大する．

����� �次元流解析のまとめ

�次元格子ボルツマン法により，6�/����の方法では計算できなかった鉛直方向の流れを加

味したフラクチャ内流れのシミュレーションを行うことができた．これにより，鉛直成分を考慮

すべき構造に対する正確な数値シミュレーションが可能となった．さらに，�次元的に流線の長さ

を測定することが可能となったため，フラクチャ面の凸凹やトーチュオシティが及ぼす影響につ

いて検討することが可能となった．

また，�乗則からの乖離は，�次元と同様に �次元においても，σd によって規定されること

がわかった．つまり，フラクチャ内を流れる流体流量は，そのフラクチャの開口幅の標準偏差が

大きくなればなるほど，�乗則から乖離して流量は減少するといえる．

��� まとめ

二次元および三次元格子ボルツマン法によって、フラクチャ内流体流動解析を行い、その亀

裂特性について以下の知見を得られた。

�� 亀裂形状が平行でないときには、フラクチャ内流体流量は、三乗則に従わず、開口幅の減

少に従って、その乖離は増大する。
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�� 三乗則からの乖離は、亀裂開口幅のばらつき σd に強く影響を受け、σd が大きくなるほど

乖離が増大する。

�� 水理学的開口幅と平均開口幅の比の三乗は、亀裂の形状によらず < d > /σd の関数として

一つの曲線として表される。

�� �次元格子ボルツマン法によって、フラクチャ内の鉛直速度成分を正しく求めることができ

た。これによって、フラクチャ面の凹凸や流路のトーチュオシティ等を定量的に評価する

方法としての可能性を示せた。
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第�章 ���と���のカップリング手法

固液混相流は、流体流動と固体運動の連成問題である。特に移動する境界条件を含む流体流

動を計算しなくてはならない。そこで、本研究では、境界形状が変動する問題に対しても、比較

的容易に適用可能な格子ボルツマン法を流体流動計算手法として採用した。固体要素の運動に関

しては、従来からよく用いられている個別要素法を採用することで、流体中の粒子個々の運動を

捉えることが可能であると考えた。本章では、これら二つの計算手法を連成させる手順について

述べる �三善ほか� �����。

��� ���と���のカップリング手法の概要

本研究でも用いたカップリング手法は、流体中に存在する粒子運動と、その周囲の流体流動

を同時に時間発展的に求める手法である。具体的には、以下の �ステップを繰り返すことで、流

体流動と固体粒子の運動を求めることができる。

�� 解析領域を格子で離散化し、粒子配置に応じて各格子点が固体点であるのか流体点である

のかを判別する。

�� ��で作成した格子モデルに対して、	
�を用いて流体の流速、密度、圧力を全ての格子点

上で求める �第 � 章�。このとき境界条件としては、滑りなし境界条件を用い、粒子表面上

の流体速度は粒子移動速度と一致する �第 ��� 節�。

�� ��で求めた粒子周囲の流体速度、密度、圧力を用いて流体から粒子への作用力を求める �第

����� 節�。

� ���を用いて粒子の接触による粒子間作用力 �第 ����� 節�を求め、先の流体からの作用

力 �第 ����� 節�と合算し、粒子にかかる合力を得る。この作用力を用いて、運動方程式 �式

�����および ������より粒子速度、変位を求める �第 ��� 節�。

�� 粒子位置および速度を更新し、��に戻る。

��	 粒子から流体への作用

粒子から流体への作用は、以下の二点を考慮することで求められる。すなわち、粒子の移動

速度を境界面の移動速度として加えることと、領域情報として、各格子点が粒子であるのか流体

であるのかを更新することである。

ある時間ステップにおいて、固体粒子が xs = (xs, ys)にあるものとする。まず、解析領域を
	
�の計算用に等間隔の格子に分割する。このとき、全ての格子点において、流体領域であるか

固体領域であるかについて決定される。ついで、この領域情報を基にして 	
�によって流体領

域の速度、密度、圧力が計算される。ここで、固体粒子上にあたる格子点 xw = (xw, yw)におけ
る、固体粒子の移動速度 uw は、

� �� �



(
uwx

uwy

)
=

(
usx − Ω(yw − ys)
usy + Ω(xw − xs)

)
�����

となる。ただし、us = (usx, usy)は、固体粒子の並進速度、Ωは固体粒子の角速度である。この
格子点上の移動速度と、格子点上の流体速度が一致するように第 ���� 節節で述べた境界条件が

適用される。これによって、粒子運動を流体流動へ加味することができる。

��
 固体粒子の運動

固体粒子は、そこにかかる力およびトルクに応じて移動する。その力およびトルクは、流体�

粒子間相互作用力および粒子 � 粒子間相互作用力の二つに分けられる。これらの合力 F を用いて

運動方程式 �����を解くことにより、粒子の運動が求められる。

M
dus

dt
= F �����

I
dΩ
dt

= T �����

ここで、 F と T はそれぞれ、力とトルクである。また、usは並進速度、Ωは角速度である。ま
た、ここでは �次元解析であるため、粒子は単位長さの厚さを有する円盤であると考えられるた

め、質量M はおよび慣性モーメント I はそれぞれ、

M =
ρsπD2

s

4
����

I =
MD2

s

8
�����

となる。ただし、Ds は、粒子直径、ρs は粒子密度である。

����� 流体から粒子への作用

これまでの 	
�においては、しばしば改良型 �����������境界条件を用いることで、力お

よびトルクを直接求めており、粒子にかかる応力を求めていなかった ������ �� � �� �!!"# 	����

�!!# $�� �!!%�。&��'�(� �� � � ������では、応力を求めることで力、トルクを求めるという、流

体力学的観点での直接的な手法を採用している。本手法では、この方法を用いた。

最初に、図 ���で示すように、固体粒子から少し離れた所に閉曲面 S を定義し、その閉曲面

を有限個に分割する。その各点における分布関数 fi� 流体圧力 p、流体速度 uから、式 �����によ

り応力を求める。

σαβ = − 1
2τ

pδαβ − τ − 1/2
τ

9∑
i=1

fi(ciα − uα)(ciβ − uβ) �����

ただし、添え字の αおよび β は、x、y に対応する。また、閉曲面 S 上の各点における分布関数

fi� 流体圧力 p、流体速度 uは、その周囲の点における数値より内挿することで求められる。

次に、粒子にかかる力およびトルクは、式 ���%� および ���"�のように、閉曲面 S上の各点に

かかる応力とモーメントを積分することにより求められる。

F =
∫

S

{σ · n − ρu[(u − us) · n]}dS ���%�

� �� �



T =
∫

S

r × {σ · n − ρu[(u − us) · n]}dS ���"�

ただし、nは、閉曲面 S上の各点における法線ベクトルであり、 rは、固体粒子の中心点 (xs, ys)
から、閉曲面 S 上の各点 (xsl, ysl)へ向かう方向ベクトルを表している。
また、固体粒子を移動させる他の要因として、重力および浮力が挙げられる。本手法では、重

力加速度を gとして、重力 Fy = −Mgおよび浮力 Fy = πρgD2
s/4が定義される。

����� 粒子 � 粒子間相互作用

粒子同士は互いに衝突するが、その取り扱いは、流体�粒子の相互作用とは別に扱わなければ

ならない。粒子同士の衝突を表す最も単純なアイデアは、剛体球衝突理論である。これは、固体

球が衝突する際に、その総運動量が保持されるように速度が決定される。この手法は、取り扱い

が非常に簡単でかつ正確であるが、�球の衝突においてのみしか正しく表現できず、多数の球体衝

突モデルでは正しく計算できない問題がある。

複数衝突モデルを達成するために、個別要素法 �����を用いた �)����  ��� *�(���� �!%!�。

この手法は、岩盤力学等の分野でよく用いられる数値計算法の一つである。ある体積のかたまり

を一つの要素として捉え、個々の要素間に仮想的なバネやダッシュポットなどの力学モデルを配

し、運動方程式を立てる。この運動方程式を差分近似して、時間軸に対して前進的に解いていく

手法である。

本手法では、固体粒子同士は、衝突している間は、垂直方向とせん断方向にそれぞれバネと

ダッシュポットによって連結され、粒子同士の中心間距離に応じて力が働く。ダッシュポットは、

減衰力に対応し、相対速度に比例して働く。

� �% �
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第�章 水中の粒子沈降

球状粒子および非球状粒子の流体中への沈降問題は、石油工学、土木工学を始め様々な分野

において重要な問題である。この問題に関して、理論的、実験的な研究が多くなされてきたが、

近年では多くの数値シミュレーションが行われるようになってきた。����� ��� ����	� 
���や

����� ��� ������ 
�����は、ストークス流の中での粒子運動シミュレーションを開発し様々な流

動形態を示した。しかしながら、実際には慣性項が粒子ー流体間に与える影響を無視することは

できないため、ナビエ・ストークス方程式を用いたシミュレーションが必要である。������� ���

�������� 
�����は、有限要素法を用いてレイノルズ数 ���における ���粒子沈降問題のシミュ

レーションを行っている。また、������らのグループでも有限要素法を用いた円形および楕円形

粒子の沈降シミュレーションを行い、水中の粒子沈降に関してよく整理した 
���� �� �� ! ���"#

$���� �� �� ! ���# ������ �� �� ! ���# ������ �� �� ! ����。また、流体流動計算に格子ボルツ

マン法を用いた粒子沈降シミュレーションも多くなされてきている 
%	��� ��� &�! ���'# &���!

���"# (	! ����! �����。

ここでは、特に単一粒子沈降と二粒子沈降に絞り、既往の研究と比較することで本研究で用

いた手法の妥当性を検証する。

��� 単一粒子沈降

����� はじめに

有限サイズの水槽内を単一粒子が沈降するとき、その沈降挙動は沈降速度に応じて大きく変

化する。���� �� �� 
���"�は有限要素法を用いた数値シミュレーションを行い、その流動形態、

壁面効果、抗力係数、などに関して検討した。

まず、流動様式として、レイノルズ数に応じて以下に示す '種類に分類した。

� 
0.1 < Re < 2� 粒子は単調に平衡点 
ここでは領域の中心線上�に向かって変位し、平衡点に

達した後は直線的に沈降する。

� 
3 < Re < Recrit� 領域の中心線がなお平衡点ではあるが、そこに至るまでの変位は単調では

ない。平衡点を中心とした減衰振動をしながら沈降する。

� 
Recrit < Re < 60� 臨界レイノルズ数 
ここでは )�程度�を超えると、平衡点は中心点からわ

ずかにはずれ、平衡点を中心とした弱い振動運動をするようになる。

� 
60 < Re < 300� 流動様式 �と比べて、かなり大振幅で振動運動する。

� 
Re > 300� 規則的な振動ではなく、無秩序運動となる。

さらに、壁面効果として、沈降開始時の壁面からの距離は、最終的な沈降平衡位置に影響を及ぼ

さないことを示した。また、抗力係数に関しても考察し、水槽サイズによって異なる抗力係数が

求まることを示した。

* +� *



L=1.5d, 4d, or 8d 

gx

y

0.2L or 0.4L

図 + � ��� 	�	�	�� ,���� -�� �	���� ����	.�� �����	�� 

モデル設定とシミュレーション概要

本研究では、幅 Lで鉛直方向には十分長い矩形領域内に、直径 dの粒子を一つ重力 gが鉛直

方向下向きにかかる場において沈降させる。モデルの概略図を図 + �に示す。粒子の沈降する鉛

直方向を x軸とし、それと垂直な水平方向を y軸とした。箱形領域は、四方固定壁に囲まれてい

るが、本解析において、領域の上端および下端の壁面は影響を及ぼさない程度離れている。また、

容器幅としては、�種類 
L = 1.5d, 4d, 8d�設定した。さらに、粒子の初期座標としては、容器上

端の影響を受けない程度下方に設定し、その位置を x = 0とした。また各モデル毎に粒子初期位
置の y 座標を変えて設定し、粒子初期位置による影響も検討した。ただし、y = 0は領域の左端
壁である。

粒子は、初期速度ゼロで沈降を開始し、平衡状態になるまで沈降させる。そのときの沈降速

度を終端速度 U と定義する。

����� シミュレーション結果

以下にシミュレーション結果について記す。ここでは、レイノルズ数として粒子沈降の終端

速度 U から求まる粒子レイノルズ数 
Re = Ud/ν�を用いた。�種類の幅の異なるモデルごとに、

様々な密度の粒子を沈降させた。L = 4d, 8dモデルに対しては y/L = 0.2、L = 1.5dに対しては

y/L = 0.4を初期粒子配置とするモデルの沈降粒子の軌跡を図 + )～+ "に示す。Re < 2 となる低

* �� *



レイノルズ数グループを各図 
��に、それ以上のものを図 
/�にプロットした

流動様式

今回の研究では、Re < 20程度の範囲のみを対象としたために上記のうち、%および �のみ再現

することができた。図 + )～+ "で示されるように、Re < 2.0では振動することなく単調に平衡点
に向かって変位し、y方向の中心付近で安定的平衡状態となっている。この傾向は領域幅 Lによ

らず同一であった。それに対しRe > 2.0では、一度領域の中心 
平衡点�を通り越して後、平衡点

を中心とした振動を繰り返しながら沈降している。これらは、���� �� �� 
���"�における流動様

式 %および �とよく一致している。本研究においても流動様式 %および �の境界は、Re = 2.0
前後であった。

粒子初期座標の影響

粒子の初期座標を、y/L = 0.2, 0.3, 0.4と変えてシミュレーションを行った。図 + 'に、L = 4d

における粒子運動の軌跡を示す。図 + '
��では、�モデルとも単調に平衡点に向かって変位し、平

衡点に達した後は、直線的に沈降している。また、図 + '
/�でも、三モデルとも同様に、平衡点

を中心にした振動をしながら沈降している。さらに、沈降速度を見てみると、初期段階において

は違いがあるものの、平衡点に達して後ではほぼ等しかった。つまり、今回用いた Re < 20の範
囲においては、平衡状態に達した後を議論する場合、粒子の初期位置はほとんど影響を及ぼさな

いと考えられる。

抗力係数

直径 d、質量m、密度 ρpの粒子が、密度 ρf の流体中を速度 U で沈降するとき、粒子の運動

方程式は、

m
dU

dt
= mg − mgρfV − 1

2
CdU

2ρfA 
+ ��

となる。ただし、gは重力加速度、V は粒子の体積、Aは沈降方向への投影面積、Cdは抗力係数

である。

粒子が終端速度 U で沈降するとき、式 
+ ��の左辺は 0となる。また )次元の場合、粒子の

体積は V = πd2/4、質量はm = ρpπd2/4、投影面積は A = dであることから、これらを式 
+ ��

に代入すると、抗力係数 Cd として、

Cd =
π

2

(
ρp

ρf
− 1

)
gd

U2

+ )�

が得られる。

各シミュレーションから得られた終端速度 U を、式 
+ )�に代入することで、抗力係数 Cdが

求まる。得られた抗力係数をレイノルズ数に対してプロットしたものが図 + +である。横軸にレイ

ノルズ数、縦軸に抗力係数をとり、ともにログスケールで表記している。太実線は、本シミュレー

ション結果をモデルの容器幅ごとにプロットしたものである。点線のグラフは、���� �� �� ���"

* �� *



の各モデルに対応している。また細実線は実験から得られた経験的関係式 
0�.1�� ��� ������!

���'�である。

本シミュレーションで得られた結果は、容器幅の異なる三モデルとも値は少し小さくなって

いるが、その傾きと、容器幅が広くなるに従って、0�������2���
実験データに基づく経験的関係

式�に漸近する様子は、����らの結果とよく一致していると言える。

����� まとめ

単一粒子沈降では、レイノルズ数によって異なる沈降の流動様式を再現することができた。ま

た、沈降速度から算出した抗力係数とレイノルズ数との関係において、その傾きと、容器幅が広

がるにつれて実験に基づく経験式に近づく傾向は、����らの結果と類似していると言える。しか

しながら、絶対値として見ると抗力係数は、既存の結果と比して過小に求められている。この誤

差は、流体の粘性係数が異なっていたことが原因であると考えている。

��� 二粒子沈降

����� はじめに

有限領域内の水中で二粒子が沈降する場合、粒子同士の距離が近いときには相互に影響を及

ぼし合い、単一で沈降するときとは異なる沈降形態を示す。レイノルズ数が比較的小さい範囲で

は、二粒子は沈降方向と水平な方向に並んで安定した状態となりその相対距離をほとんど変える

ことなく沈降する。またレイノルズ数が大きくなってくると、二粒子は 23�
2��-�	��! 3	��	��!

��,/�	���現象をみせるようになる。これは、先行粒子の作り出す流体流動に引き込まれるよう

にして後方粒子が追いついていく過程 
2��-�	���と、二粒子が衝突する過程 
3	��	���、そして先

行粒子よりも速い速度で後方粒子が接近し衝突することで、先行粒子を水平方向に押し出し、こ

れまでの後方粒子が先行粒子となる過程 
��,/�	���の �つの過程からなる。この現象は、特定

の条件下では繰り返し発生し、沈降中の粒子の相対位置が繰り返し入れ替わる。これらの現象は、

������ �� �� 
����や ������ �� �� 
����によって実験で明らかにされ、���� �� �� 
���"�や

(	 
�����らは、数値計算によってこれらの現象を再現した。

����� モデル設定とシミュレーションの概要

本研究では、図 + �に示すような幅 L
= 4d, 8d�の矩形領域内に、直径 d、密度 ρp である二

粒子を、鉛直方向下向きに重力 gがかかる場において沈降させた。単一粒子沈降のときと同様に、

粒子の沈降する鉛直方向を x軸とし、それと垂直な水平方向を y軸とした。箱形領域は、四方固

定壁に囲まれているが、本解析において、領域の上端および下端の壁面は影響を及ぼさない程度離

れている。さらに、粒子の初期座標としては、容器上端の影響を受けない程度下方に設定し、上方

に設置した粒子を粒子 �
白色�とし、その初期位置を x = 0とした。粒子 )
黒色�は粒子 �から 2d

下方に設置した。また、領域の左端壁を y = 0とした。また粒子初期位置の y座標は、y = 0.25L

とした。
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����� 水平安定

図 + は、レイノルズ数が比較的小さいときの二粒子沈降挙動を表す代表的なスナップショッ

トである。粒子 �が粒子 )に向かって進行し 

��および 
/��、次に粒子 �は粒子 )を右壁面側に

押しのけるような挙動を示す 

.�および 
���。さらにその後粒子 �は左壁面側へ少し近づき、最

終的には二粒子は水平方向に並んだ状態を保ちながら沈降する 

��～
���。

図 + �に、
��各粒子の軌跡、
/�粒子速度、
.�粒子の角速度、
��粒子間距離を示す。ただ

し、全ての長さは、粒子径 dで正規化されている。また、
��～
.�に関して、実線は粒子 �の記

録、破線は粒子 )の記録に対応する。以下の図 + ��、図 + �)、図 + ��および図 + ��においても

同様である。

図 + �
��軌跡からわかるように、)粒子は水平方向に並んだ後は、振動しながら沈降してお

り、さらにその振幅は沈降に伴って小さくなっていることがわかる。また沈降開始後両粒子とも

半時計回りに回転を始め、水平方向に並んで安定した後には時計回りに回転しつつ沈降した。

����� ��	
���� ������ � �������

比較的高レイノルズ数においては、沈降粒子は 23�
2��-�	��! 3	��	�� 8 ��,/�	���現象を

見せるようになる。先行粒子が作り出す後流の低圧力領域に引っ張られるように、追跡粒子が先

行粒子に向かって加速・接近する。これが 2��-�	��ステージである。次に、加速した追跡粒子が

先行粒子に追いつき衝突する。これが3	��	��ステージである。この時、)粒子は縦方向に並ぶこ

とになり、この状態は非常に不安定であるため、追跡粒子が先行粒子を壁面側に追い出すように

* �� *
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変位し、�粒子は分離する。このステージを �������	と呼ぶ。これらの 
つの現象を合わせて

���現象と呼ぶ。

この���現象は、������������流における特徴の一つであり、������流ではこの現象を再

現することができない。そのため、���現象の再現は、有限のレイノルズ数における粒子沈降問

題に関するテストシミュレーションとしてよく用いられている。本研究においては、Re > 3にお
いて繰り返しの ���現象が発生することが確認された。

図 ����は、L = 8dに対して �粒子沈降させたときのスナップショットである。粒子 �が粒子

�に向かって接近していき ����～����、二粒子が衝突している ���。次いで、粒子 �が粒子 �を右

壁面に押し出すようにして、粒子 �を追い越し ����～����、また後方になった粒子 �が粒子 �を追

いかけて加速している ��	�～� ��。

このとき平均速度から求めた平均粒子レイノルズ数は Re = 7.92であった。また図 ����に、

���軌跡、���速度、���角速度、���粒子間距離を示す。図 �������は、粒子間距離を表している

が、そのグラフから、�粒子間距離�/d = 1となるところで粒子同士が接触していることがわかる。
つまり、本モデルにおいては、粒子は !回の衝突 �������	�をしている。また、図 �������におけ

る速度プロファイルを見てみると、1, 500 < t < 5, 000において粒子 �の "方向速度 �破線�が直

線的に大きくなっており、粒子 �の沈降速度 �実線�より加速していることが読み取れる。この区

間において、粒子 �が粒子 �に吸い込まれるように接近しており、�������	区間となっている。

t = 5200における衝突後、粒子 �の沈降速度は急激に減少しており、この間に粒子 �が粒子 �を

追い越している ��������	�。その後、図 �������で明らかなように、粒子間距離が広がっている。

����� まとめ

低レイノルズ数条件下では、沈降する二粒子は沈降方向と垂直な方向に整列して安定状態に

なった。また、比較的高レイノルズ数条件下においては、���現象という、先行粒子に後方粒

子が追いつき、衝突し、そして上下の位置関係が入れ替わる運動を繰り返すことが示された。ま

た、これら二つの流動形態を分けるレイノルズ数はRe = 3.0程度であることがわかった。これは、
#���$ �� ��� ��%&'�や (����� �� ��� ��%&'�の実験結果および (��	 �� ��� ��%%)�や *� ��%%%�の

シミュレーション結果とよく一致するものであった。

��� パラメータスタディのためのアナログ実験

����� 実験装置と実験の概要

シミュレーションにおける各パラメータは、実スケールを有したものではなく、無次元化さ

れた値である。定量的な解析を行っていく上では、スケーリングは非常に重要な問題である。そ

のためには、実問題との比較によって、シミュレーションにおけるパラメータの調整を行う必要

がある。ここでは、上述の二粒子沈降問題に対して、水槽実験を行った。この実験は大阪大学理

学研究科内の実験装置を借り、遠藤徳孝助手 �現金沢大�および岡本佳子氏 ��++!年修卒�に協力

頂いた。

実験で用いた水槽は、深さ &+��、幅 &+��、奥行き �+��の鋼鉄製で、正面は透明なアクリ

ル板でできているため、粒子群の沈降挙動を二次元的に観察することができる。今回の実験にお

いては、水槽内に �枚の板を立てることで �+��四方の矩形ダクトを作り、その中に粒子を沈降

,&�,



(a
)

(b
)

(c
)

(d
)

(e
)

(f
)

(g
)

(h
)

図

��
��
�
�
�$
� 
��
��
�-
�
$
��
��
��
��
��
��
��
�
	�

R
e

=
7.

92

�

L
=

8d

,&
,



x/d

y/
d

0 50 100 150
1

2

3

4

5

6

7

��� �������	�
��

Timestep

V
el

oc
ity

2500 5000 7500 10000 12500 15000

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

Vy

Vx

��� ��	�
��

timestep

an
gu

la
r

ve
lo

ci
ty

5000 10000 15000
-0.0015

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

0.0015

��� ������� ��	�
��

timestep

d
is

ta
nc

e
o

fp
ar

tic
le

s
/d

5000 10000 15000

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

��� �
������ ������� ����
����

図 ���� ./&�� 0�/'�%�� ����� ����� ��� ��� �� ����� ������$��� �� $� ��� $� �� ������1��������2

��� �������32 ��� ��� ��	���� �������32 ���$�������3� ��� �������� ���-��� $�������� �������4��

�3 � $������� ���������

,&),



x/d

y/
d

0 50 100 150
1

2

3

4

5

6

7

��� �������	�
��

Timestep

V
el

oc
ity

10000 20000 30000

0

0.05

0.1

Vy

Vx

��� ��	�
��

x/L

an
g

le

an
gu

la
r

ve
lo

ci
ty

5 10 15 20
0

5

10

15

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

Angle p=1 Re=3.51
Angle p=2 Re=3.51
Angular velocity p=1 Re=3.51
Angular velocity p=2 Re=3.51

��� ������� ��	�
��

timestep

d
is

ta
nc

e
o

fp
ar

tic
le

s
/d

10000 20000 30000

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

��� �
������ ������� ����
����

図 ���
 ./&�� 0�/
�!�� ����� ����� ��� ��� �� ����� ������$��� �� $� ��� $� �� ������1��������2

��� �������32 ��� ��� ��	���� �������32 ���$�������3� ��� �������� ���-��� $�������� �������4��

�3 � $������� ���������

,&!,



図 ���) 5$$������ �� � �� �"$��������

させた �図 ���)�。水温 &℃であったことから水の粘性係数および密度として、��
''×10−3 6��、

+�%%%&	7��3 を用いた。沈降粒子は、密度 1.0298	7��3、粒径は 6��のプラスチック粒子であ
る。粒子の沈降挙動は、水槽正面よりデジタルビデオカメラ �ソニー製、�80�9:�+++�を用いて、

毎秒 
+コマで撮影した。

沈降開始時での粒子間距離はおよそ 
��で、上方粒子を粒子 �、下方粒子を粒子 �と定める。

����� 実験結果

撮影された各画像ごとに、コンピュータ上で粒子位置をピックした。ピックした粒子位置を

全てプロットしたものを図 ���!に示す。図から明らかなように、粒子位置が小さく振動しており、

ピック精度はあまり高いとは言えない。そのため、移動平均をとることで平滑化を行った �図 ���!

実線�。さらに平滑化された座標に対して差分することで、粒子沈降速度とした。

図 ����に、撮影された粒子沈降のスナップショットを示す。先行して沈降する粒子 �に、後

方から追跡粒子 �が追いついてきている ����～����。ついで、粒子 �の周囲をよけるように下側に

粒子 �が回り込んだ ���～� �。その後二粒子は上下に離れた状態で沈降を続けた。
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また図 ���'に、ピックによって得られた ���沈降粒子の軌跡、���粒子速度、および ���粒子

間距離を示す。今回の実験においては、解像度の問題から、粒子の回転の成分を抽出することは

できなかったため、���角速度の記録はない。

今回の実験においては、���のサイクルは �/%+付近における一度だけしか発生しなかった。

しかしながら、二粒子は水平方向に並んで安定しているのではなく、上下に並んだ位置関係にあ

ることから、この後先行粒子の後流の影響を受けて、���のサイクルを繰り返すことが予想され

る。今回の実験においては、水槽の大きさの問題から、一度だけの ���現象となったと言える。

また、沈降粒子の平均速度から求めた粒子レイノルズ数は、Re = 800であった。このため、
今回の実験の結果はシミュレーションと比較する上では適切ではなかった。しかしながら、本実

験において、沈降する粒子の軌道を抽出し、沈降速度および沈降挙動を取得するこができた。こ

のことから、シミュレーションにおけるパラメータスタディのために、本実験を用いることが可

能であることがわかった。
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����� 実験のまとめ

水槽中に粒子を沈降させ、ハイスピードカメラで撮影した動画から、粒子運動を抽出し沈降

速度、沈降軌跡などを求めることができた。この方法によって、粒子運動を捉えることができる

ので、コンピュータシミュレーションにおけるパラメータスタディに対するリファレンスデータ

と成り得ることを示した。

��� まとめ

第 ! 章で提案した固液混相流シミュレータを用いて、水中の粒子沈降シミュレーションを行っ

た。単一粒子沈降および二粒子沈降ともに、既存の研究結果と定性的によい一致を示し、固液混

相流シミュレータの妥当性を示すことができた。しかしながら、絶対値としてはまだ誤差が発生

していることから、さらなるパラメータスタディを行うことが必要である。その際に、本章で行っ

たような水槽実験はリファレンスデータとして有効であることが示された。
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第�章 堆積物重力流シミュレーション

海底地すべりは、海底の堆積物が重力の作用により流下する現象である。その規模は数メー

トル程度のものから数百キロに渡るものまである。この海底地すべりによって引き起こされる問

題として、海底インフラストラクチャの破壊や海底地すべりによって誘発される津波災害、さらに

は、海底下のメタンハイドレートの分解による地球温暖化などが挙げられる。これらに対する対

策を講じるため、海底地すべりの発生メカニズムや流動機構を明らかにすることが期待されてい

る。しかしながら、海底地すべりは、深海底など原位置で観察することが困難である場所におい

て発生することが多い。そこで、本章では、固液混相流シミュレータによる海底地すべりの再現

シミュレーションを行い、特に堆積物重力流の流動形態について検討することを目的としている。

��� はじめに

海底地すべりは、近年ジオハザードの一つとして様々な観点から注目を浴びている。直接的

な破壊対象としては海底インフラストラクチャが挙げられる。�%�%年に北米北大西洋岸のグラン

ドバンクスで発生した地震によって、海底地すべりが誘発された。その地すべりは水中土石流と

して &+��以上に渡って流下し、さらにその水中土石流から混濁流が生じ、�2+++��以上流下し

た。海底ケーブルの切断も多数発生し、その記録から震央から約 !++��離れた地点においてもな

お ! �7�の速さで流下し、海底ケーブルを切断するのに十分なエネルギーを有していたことがわ

かっている。また、誘発された津波は、ニューファンドランド島の海岸に達し、�'人の死者が出

ている �6�$�� �� ���2 �%&!2 �%&&�。

他の例としては、�%�%年の超大型ハリケーン「カミル」によってもたらされた降雨が引き金

となって、ミシシッピデルタで発生した海底地すべりは、沖合にある石油掘削プラットフォームを

多数破壊している �;�� �� ���2 �%&
�。また、甚大な被害をもたらすことのある津波の発生原因とし

ても、海底地すべりが注目されている �.���� �� ���2 �++�= ��$$�� �� ���2 �++�= .�� �� ���2 �++
�。

さらに、海水準の変動など温度圧力条件が変化することで、ハイドレートの安定条件が崩れるこ

とにより、ガスハイドレートが分解し斜面が不安定となることも、海底地すべりの発生原因とし

て挙げられる �������� �� ���2 �+++�。この際に、大量のメタンガスが海中および大気へ放出され

ることから、地球温暖化を促進する要素としても注目されている。

����� 海底地すべりの発生から堆積まで

海底地すべりを引き起こす要因となるものとして、弱面の存在 �未固結堆積岩層、断層など�、

地形的要因 �急傾斜など�、震動 �地震、火山活動など�、間隙水圧の変動、ハイドレート層分解に伴

う斜面の不安定化、降雨および大洪水 �台風やハリケーンなど�など多くが挙げられる �.���� ���

.��2 �++��。例えば、浅海デルタが海底盆へと続く斜面上部に発達している場合では、デルタ前縁

において上方粗粒化の堆積相があるとき上下の密度の逆転から重力不安定現象がおきる。また場
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所によっては、巨大地震などもトリガーとなり堆積物が液状化を起こし地すべりを発生させる。

すべり出した堆積物の底部に海水が取り込まれ高圧水となってトラップされる。この高圧水

が、拡散する過程において地すべり体のさらなる液状化が進む。この流れ出した堆積物重力流の

特徴は最初、堆積物同士が支保しあい水中土石流の形態をとるが、周囲の水を取り込んで液状化・

流動化が進み、混濁流となることが多い。混濁流となった流れは、より遠方まで流下することが

知られている。さらに水中土石流や混濁流が複合的に混ざり合った堆積物重力流によって、堆積

物が運搬され深海底などに再堆積して、海底扇状地や海底チャネルを形成する。これらの堆積相

はタービダイトとして多様な形態を示すが、これは堆積物重力流の流動形態の多様性によるもの

と考えている �平2 �%&!= ����� �� ���2 �++'�。

����� 本シミュレーションの位置づけ

これまでの海底地すべり研究として、堆積物に残された記録から流れの情報を推定することが

盛んに行われているが、堆積物を混濁流堆積物と土石流堆積物に区別することですら困難である。

また、現世で起こっている海底地すべりのプロセスを直接観測することも困難である �:� �� ���2

�++)�。堆積物重力流の特性を捉えるためには、水路実験も多く実施されているが装置の大型化は

避けがたく、再現性さらに流れの内部情報の定量的評価は容易ではない。これらのことから、コ

ンピュータシミュレーションは非常に有効な手段であると言える。そこで本研究では、海底地す

べりから発生する堆積物重力流を第 ! 章で開発した混相流シミュレータにより再現し、実験や原

位置計測では得ることが困難な流動中の特性について整理することを目的としている。

今回の研究では、斜面および平面上を流下する堆積物重力流の流動形態や、その内部構造を

観察することに主眼が置かれているため、海底地すべりの発生過程については考慮していない。こ

こでは、粒子群を斜面上方より重力による自然落下させることで、堆積物重力流を作り出すこと

にした。斜面上に落下した粒子群は、ヘッド部とボディ部を形成しながら斜面上を流下し、そし

て平面部に到達して減速し、その流動を停止する。その一連の過程をシミュレーションし、堆積

物重力流の流動特性について考察を加える。

��� モデルの設定

四方が固定壁に囲まれた静水中で、斜面上を流下する粒子群の流動シミュレーションを行っ

た。図 '��に、本計算モデルの概略図を示す。正規分布である粒径分布をもつ粒子群 �%�
個�を

生成した。このとき、平均粒径 dに対し、最小粒径は 0.6d、最大粒径は 1.4dとした。また固定壁

に囲まれた静水領域の大きさは、長さは L = 375dで、深さ 50dとした。また領域内の斜面の長さ

は L/3で、傾きは約 7.6oである。鉛直方向下向きに重力 gがかかっている。図 '��にあるように、

斜面上方より粒子群を落下させた。なお、比較検討のために、傾斜角 &�!o および 6.2o のモデル、

粒径分布の異なるモデルとして全粒子が等粒径のモデルについてもシミュレーションを行った。

��� シミュレーション結果

以下に本シミュレーション結果について考察する。ここでは、以下の )項目についてそれぞ

れタイムステップを追って検討する。�� 流体流動形態の変動と粒子群の巨視的構造変化、�� ヘッ

ド部の構造変化、
� 巨視的速度、)� 粒子群の内部速度 である。
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����� 流体流動形態の変動と粒子群の巨視的構造変化

図 '��～'�)に、各 !++ステップ毎のスナップショットを示す。色付けされた円が粒子であり、

粒子の色は粒子の移動速度を !段階に分けて表したものである。速い方から、赤、ピンク、黄色、

緑、青の順である。ここでは、粒子群形態の変化から時間ごとに )つに分類し、それぞれ検討した。

沈降開始直後 �～�����ステップ�

図 '�!に、!++～�2+++ステップにおけるスナップショットの拡大図を示す。図中の矢印は、各

点における流体速度をベクトル表示したものである。

このステップにおいて粒子群は、その自重によって沈降し斜面と衝突しながら、斜面を流下

する構造を形成している。まず、沈降開始直後、右下部が斜面に沿うように伸長し、同時に右上

部が左方への圧縮を受け、全体として台形状の形状を形成しつつ沈降している。これは、粒子群

直下にある流体が、粒子群の沈降によって右側へ押し出されることによって、粒子群の右側にお

いて上昇流が発生しているからである。この上昇流が粒子群右上部に流入し、粒子群を押し込む

ような動作をしている。また同時に、粒子群の中心付近より左側においても、上昇流が複数見ら

れる。これは、粒子群の下方にあった流体が、粒子群の沈降によって行き場のなくなったために、

粒子群の内部を通って外側へ逃げ出そうとすることによる。上昇流の発生する位置は、比較的周

囲よりも空隙が大きかった箇所に集中しており、元の粒子配置などによる影響が強く表れている

と考えられる。またこの上昇流が存在する位置では、粒子の沈降速度が低下するために、粒子間

距離が比較的広くなっていることが観察される。これによって、�2+++ステップなどにおける流下

する沈降粒子群内に、粒子の粗密が発生していることが説明できる。

斜面上流下 ������～�����ステップ�

�2+++ステップ以降、粒子群は斜面上を流下するようになる。このとき粒子群の先端が徐々に

盛り上がっていく様子が観察される。ここではこの盛り上がった部分をヘッド、その後方部をボ

ディと呼ぶ。このステップにおいては、ヘッドとボディが明瞭に分けられるようになり、また、流

下が進むにつれてヘッド部が次第に大きくなっていることがわかる。ヘッド部の上部および前面
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にある粒子は流体の抵抗を受けて、ヘッドを回り込むようにして反時計回りに回転しながら運動

している。巨視的にみると、ヘッド部全体が半時計回りに回転しているように見える。

またボディ部では、速度差の生じている面 �すべり面�が形成されているのが観察される。こ

のすべり面の傾斜は、ステップが進むにつれてなだらかになり、)2+++～では斜面より �～��傾い

た面となっている。ボディ部ではこの面に沿うようにして粒子が流動している様子がわかる。こ

のすべり面は、ヘッド部の下部にまで連続している。このステップにおけるヘッド部下部のすべ

り面角度は約 '～%o で、ボディ部のすべり面傾斜角とほぼ変わらない。

さらに、
2+++～)2!++ステップにおいては、ヘッド後方のボディとの境目において、ボディ

にくびれのような構造が見られる。これは、まさにその上部にある流体渦による影響である。こ

のヘッド後方および上部にある渦は、半時計方向に回転しているために、渦の左端側では下降流

となる。このため、該当位置において粒子群が下方に押される力が働き、このような構造ができ

ているものと考えられる。また、同様に、斜面の左端付近にもわずかながら凹凸が見られる。こ

れも流体中に見られる渦の影響であると考えられる。このように、渦の左端にへこみができるこ

とから、逆に見れば、堆積物中みられる鞍状構造の後部に流体渦の存在が考えられる。

平面上流動 ������～������ステップ�

ヘッド部が平面上に到達した後も、ヘッドとボディを維持しつつ流動している。上記の斜面

上流下時と同様に、ヘッド部は半時計回りに回転しながら流動している。しかしながら、時間が

進むにつれてヘッド部が徐々に小さくなっていることが観察される �図 '�
�。ヘッド部の下部付近

にできるすべり面は 10o 以上となり、比較的急傾斜となっている。これは、斜面上を流下すると

きに比べヘッドの速度が低下したことによると考えられる。ボディ部のすべり面角度は平面上に

おいては、+～
o程度であり、ほぼ水平面と平行のすべり面となっている。ステップが進むにつれ

て、ボディ部のすべり面はなくなり、ヘッド部のみすべり面が見られるようになる。

さらに堆積したボディ部には、わずかながら凹凸が存在している。これは、上記斜面上流下

時と同様に流体が作り出す渦の影響でできたものである。しかしながら、堆積した粒子群に沿う

流れが強いために、その凹凸は小さくなっている。

平面上流動 �������～ステップ�

このステップ �図 '�)�では、ヘッド部と呼ばれるほどの塊は存在せず、またボディ部はほとん

ど変位していない。これまでの流動によって作られた流体流動に乗って、浮遊する粒子がさらに

遠方へ運ばれているステップである。ボディ部は、上述の流体流動にならされて、ほぼなだらか

な形状になっている。このステップでは、すべり面も存在しない。

����� ヘッドの構造変化

図 '��に、ヘッド部のみの拡大図を示す。粒子から伸びる矢印は、各粒子の速度をベクトル表

示したものである。長さはその速さに対応している。図中の実線や点線は、特定の粒子の位置を

ステップを追って見やすくするためのものである。

�2+++ステップ以降、流動粒子群の先端において盛り上がりが発生し、「ヘッド」を形成する

ようになる。ヘッド右上部の粒子は、流体の抵抗力を受けて、反時計回りに回転するようにして、

ヘッド上部から後方へと剥ぎ取られる。例えば、図 '��中において、実線で囲まれた粒子群がそれ

,%&,



にあたる。最先端部にある粒子群は、徐々に上方へ移動していき、ヘッド上部を回り込むように

してヘッドの後方へと到達する。その後また、ヘッド内部へ侵入している。

次にヘッド先端の底部では、斜面や平面と接触した粒子が急激に速度低下するため、その後

方の粒子がそれらを乗り超えるようにして前方に押し出される動きをする。乗り越えた粒子もま

た斜面などに接触し減速する。これらを繰り返して、流動粒子群の下部付近では粒子が堆積して

いる。図 '��において、点線で囲まれた箇所が、この動きをする粒子群である。この乗り越えて堆

積するという動きをするために、ヘッド先端部においては、比較的高傾斜のすべり面が見られる。

����� 粒子群の巨視的速度

粒子群の巨視的運動を検討するために、二種の速度を定義した。つまり、粒子群全体の重心

位置の移動速度として「重心速度」と、流動粒子群の先端部の移動速度として「先端速度」であ

る。これらを横軸時間、縦軸速度としてプロットしたものが、図 '�'である。図中実線が先端速

度、破線が重心速度である。

先端速度を見てみると、沈降開始後すぐに約 +���になった後、�2+++ステップ頃までほぼ一

定の値を保っている。この間粒子群は、斜面上を流下しており、かつヘッドが徐々に大きくなっ

ていることから、ボディ部からの粒子群の供給が十分にあることが、先端速度が減速することな

く一定の値を保つ主因であると考えられる。

次に、�2+++ステップにおいて速度低下した後は、��2+++ステップ頃まで約 +���!付近で再び

一定となる。この区間では、粒子群は平面上を流動し、ヘッド部は徐々に小さくなりながらも十

分な大きさを保持している。このため、先端速度は斜面上を流下するときに比べると低下するが、

ある一定の値を保つことができると考えられる。しかし、この区間において、重心速度は急激に減

少していることから、ヘッドへのボディからの粒子供給が為されていないことを示している。こ

れによって、流動が進むにつれてヘッドは小さくなっていき、最終的にはヘッドとしての形状を

保つことができなくなる。

��2+++ステップ以降では、重心位置の移動量はほとんどなく、小さくなったヘッド部の移動

のみ起きている。この区間において、粒子は流体からの抵抗を強く受け急速に速度低下を発生さ

せている。

これらをまとめると、斜面を流下するときには、粒子群の先端はある速度 V1で流下し、平面

部に到達後は V2(< V1)で流動するようになる。その後、ヘッド部が十分小さくなるまでは V2 で

流動した後、直線的に速度を減少させ流動が終了する。このような傾向は、斜面の傾斜角や粒子

の粒径分布が変わっても同様であった �図 '�&～'��+参照�。図 '�&および '�%は、本モデルと粒径

分布などは同一で、斜面傾斜角のみ異なる �8.5oおよび 6.2o�モデル、図 '��+は、斜面傾斜は同一

で粒子径が等粒径となるモデルの、それぞれの速度プロファイルである。

����� 粒子群内部速度

流動する粒子群内部における個々の粒子速度を抽出することで、粒子流動の構造変化につい

て検討を加えた。任意のタイムステップにおいて、例えば図 '���にあるように、'本の直線上の

粒子速度を抽出した。抽出位置として、先端から等間隔に !箇所 @���～���A、そこから先では �倍

の間隔をとって �箇所 @���2�	�A設定した。図 '���～'��%に、各タイムステップにおける抽出した

粒子の速度プロファイルを示す。横軸に粒子速度、縦軸に該当粒子の 3座標をとっている。各図
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の左図はボディ部に該当する位置の速度プロファイル、右図はヘッド部にあたる位置の速度プロ

ファイルを示す。

各図左図のボディ部において、各グラフは概ね右肩上がりの傾向を示している。つまり、各位

置において底部に近いほど移動速度が遅く、上面に近いほど速いことを表している。これは、粘

性流体流動における固定壁境界からの速度乖離層に相当していると考えることができる。つまり、

ここでの固体粒子の流動は、周囲の流体も取り込み、巨視的には粘性の高い粘性流体であると言

える。それに対し、ヘッド部 �各図右図�では、各グラフは弧状になっている。弧状となる下側の

速度勾配は、ボディ部と同様に固体壁面によるものである。上側の速度勾配は、流体抵抗によっ

てヘッド上部がはぎ取られるような運動をすることによる。

今回各ステップにおける速度抽出位置は、先端からの距離を固定しているため、ヘッド部にお

よびボディ部における抽出本数に差が出ている。
2+++～!2+++ステップにおいては、粒子群は斜

面上を流下しこの間ヘッドは長くなっている。そのため、グラフの本数も増加している。その後、

タイムステップが進むにつれてヘッドは小さくなるため、グラフの本数も減少していき、%2+++ス

テップでは一本のみがヘッドの形である弧状のグラフとなっている。その後、��2+++ステップを

過ぎた辺りからは、ヘッドにあたる弧状の速度プロファイルになる箇所がなくなる。このように、

粒子群の速度プロファイルからも、ヘッド部とボディ部を見分けることができる。

次に、具体的な速度の値を見てみると、例えば )2+++ステップ �斜面上�においては、粒子の

最大速度は、図 '��
から読み取れるように、約 +��&ほどであり、図 '��
���における速度プロ

ファイル ���および ���中に見られる。つまり、ヘッド部ではなくそのすぐ後方のボディ部上部に

最大速度点があることがわかる。

また、ヘッド部 �図 '��
����を見てみると、最先端部プロファイル ���よりもそれよりも後方

に当たるプロファイル ���および ���の方が概ね高速であることがわかる。これは、ヘッドの最先

端部ではその前方にある流体による抵抗力が強く、逆にヘッドの内部や、ヘッドの後方に当たる

ボディ部では粒子の流動とともにその周囲の流体も一緒に流動することから、流体からの抵抗力

をほとんど受けていないからである。これにより、ボディ部からヘッド部への粒子の供給が続く

ため、ヘッド部の大きさが大きくなる。また、ヘッドの先端部を見てみると、最先端部にある粒

子のうち底部付近にある粒子は、斜面と接触することで急激に減速し、それより上部にある粒子

は流体に抵抗力によって減速、上方へ巻き上げられる運動をする。そして、その後方にあるヘッ

ド内部の粒子がそれら最先端部の粒子を追い越すことで、最先端部粒子となる。このように、最

先端部の粒子は常に入れ替わりを続けており、巨視的に見るとほぼ一定の速度 �約 +����を保つこ

とになる。

次に、&2+++ステップにおける速度プロファイル �図 '��'�を見てみると、ヘッド部に該当す

る粒子速度がボディ部に該当する粒子速度よりも速くなっているのがわかる。つまり、ヘッドに

対してボディ部からの粒子の供給は行われないため、ヘッドが次第に小さくなっていくことを示

している。しかし、ヘッドが形態を保つ間では、最先端部への粒子供給が行われるため、巨視的

にはほぼ一定の速度 �約 +���!�を保つことができる。

����� シミュレーション結果のまとめ

格子ボルツマン法と個別要素法の連成解析手法を用いて、堆積物重力流再現シミュレーショ

ンを行った。斜面上を流下する粒子群は、その先端部が盛り上がりヘッドを形成しながら流下し

た。ヘッド内部の流速は、ヘッド先端部よりも高速であることが確認された。また、流動する際に

,�+!,
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ヘッド部およびボディ部内ではすべり面が形成されていることも確認した。ボディ部におけるす

べり面の角度は、斜面上を流下する際には斜面の傾斜角+1～3o程度、水平面上でも 1～3o程度で

あり、流動する斜面の傾斜プラス数度であることがわかった。また、ヘッド部近くにおける傾斜角

はそれよりも高角で、概ね �+o以上であることがわかった。さらに流動する粒子群の先端速度は、

斜面を流下するときには、粒子群の先端はある速度 V1 で流下し、平面部に到達後は V2(< V1)で
流動するようになる。その後、ヘッド部がある程度小さくなるまでは V2で流動した後、その後は

直線的に速度を減少させ流動が終了する。これらの傾向は斜面角度、粒径分布によらず概ね同一

の傾向であることがわかった。

��� 考察

����� 堆積物重力流の概観

海底地すべりで見られる堆積物重力流は、多様な流動形態を示す �例えば平 �%&!= ����� �� ���

�++'�。とくに斜面崩壊などで堆積物が再流動を開始するとき、その流れは粒子によって支保され

る土石流として運動を開始する。流動が進むにつれ周囲の海水を取り込んで流動化が進むことで、

長大距離を流動することが可能となる。また中でも混濁流となった流れは数百キロから数千キロ

遠方まで流動することが知られている �.���� ��� .��2 �++��。本研究で行ったシミュレーション

では、堆積物重力流は水中土石流のような振る舞いを示していると言える。本シミュレーション

によって再現された堆積物重力流を見てみると、ヘッド部において周囲の流体を取り込む様子が

観察することができる。しかしながら、本シミュレーションの範囲では混濁流化するまでの現象

は確認できなかった。これは、粒子密度が比較的大きいこと、また粒子の径が重力流の大きさと

比して大きいこと、さらに四方の領域境界が固定端であるために流体流動が阻害されていること

などが原因であると考えられる。これに対しては、計算の大規模化を図り、粒子数の増加を行い、

より現実の物理量と近いパラメータでシミュレーションを行っていくことが必要であると考えて

,��+,



いる。

����� 堆積物重力流の内部速度

流下する堆積物重力流の速度プロファイルを抽出することができた。ヘッド部では放物線状

の速度プロファイルが現れるのに対し、ボディ部では右肩上がりの特徴を示す速度プロファイル

が現れた。これは、ヘッド部とボディ部では異なる流動形態を示すことを表している。また、:�

�� ��� ��++)�では、実際に流動する堆積物重力流の流動速度を計測した。その速度プロファイルに

おいても放物線状を示すものと右肩上がり形状を示すものがあり、本シミュレーション結果と定

性的によく一致するものである。実際の海底地すべりは深海底など、視認することの困難な場所

で起きている。今回のシミュレーションによって、実測される速度プロファイルから、ヘッド部

とボディ部の推定の可能性を示唆することができた。

����� 堆積構造

堆積物重力流によって形成された堆積層は、海底三角州や海底チャネルなど貯留層としての

ポテンシャルが高いと言われている。そのため、堆積層の層厚の局所的な増減を予測することは、

坑井の掘削位置決定や貯留層形状を同定する際に非常に有効である。さて、斜面を流下する堆積

物重力流によって形成される堆積物の厚さは、斜面の形状変化によって様々に変化する。特に斜

面から平面へと傾斜が大きく変わる場合には、その傾斜変換点近傍において、堆積層の薄い箇所

が生じ、その前方に堆積層の厚い領域が生じる。この現象は、特に堆積物重力流が比較的高密度

で高速な流れの場合に生じる。これは、高エネルギーの流れが、傾斜変換点に衝突することで跳

水のような現象が生じるからであると考えられる �>����� ��� 5��"�����2 �++��。

本シミュレーションにおいて、流動後の堆積厚さを見てみると、粒子数が少ないためにその変

動は明瞭でないものの、斜面直後に堆積層にわずかながらへこみのようなものが生じている。こ

の傾向は斜面の傾斜角が増すにつれて若干ながら大きくなり、>����� ��� 5��"����� ��++��によ

る装置実験結果とよく一致している。

����� まとめと今後の課題

本手法による堆積物重力流の再現シミュレーションでは、定性的ながら流動中の内部速度や

堆積後の堆積構造に関して、既存の研究結果ともよい一致を見ることができた。本手法の最大の

メリットは、海底地すべりの発生から堆積までの全ての過程を一つのシミュレーターで求めるこ

とができることである。そのため、シミュレーションの条件を変えることで、海底地すべりの発

生原因を検討することや、また流動形態の違いから生じる堆積構造の違い等を検討することも可

能であると考える。

また、最近では津波の誘因として海底地すべりに注目が集まっている �例えば ��$$�� �� ���

�++�= .�� �� ��� �++
�。地すべりの規模や水深などと、発生する津波の波高との関係を推定する研

究が進められているが、まだ未解明な点は非常に多い �例えば檀 �� ��� �++!�。これらの解明のた

めには地すべり体の運動挙動を解析とともに、地すべり体の運動にともなう二次的な海水の流動

に着目する必要がある。ここで、本研究で用いた格子ボルツマン法と個別要素法の連成解析シス

テムでは、こうした二次的な流体流動も全て計算している。そのため、地すべり体の流下に伴う
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流体運動のみならず海水面変動のシミュレーションも比較的容易に行うことができると考えられ

る。ただし、今回のシミュレーションにおいては全方位の境界面を固定壁面としているため、海

水面においては自由境界条件を適用することなどが必要である。また、解析領域の大規模化、適

切な境界条件の設定により、海底地すべりの発生および斜面の崩壊、さらに堆積物重力流の流下

という一連の過程の中で、同時に津波が発生することを示すことができると考えている。それに

よって、これまでの波高推定モデルの検証や、さらには新たな地すべり津波モデルの構築も行う

ことができると考える。
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第�章 結言

本研究では、������������方程式の解法として格子ボルツマン法を用い、並列計算による空

隙を有する岩石浸透流解析 �第 
 章�、岩石不連続面内単相流解析 �第 ) 章�、を行った。さらに、

固体粒子運動をカップリングする手法を開発し �第 ! 章�、水中の粒子沈降問題 �第 � 章�、堆積物

重力流シミュレーション �第 ' 章�へ適用した。

並列計算による空隙を有する岩石浸透流解析 �第 
 章�では以下の結論を得た。多孔質岩石の

モデル化において、真の孔隙率を精度よく満足するモデルを構築するには、平均粒子直径に対し

て �+格子以上取ることが必要であることがわかった。これは、モデルの作成方法によらずほぼ一

定であることがわかった。また格子ボルツマン法の並列計算によって、矩形ダクトモデルでは &

並列程度までは比較的高い計算効率を保つことがわかった。分割の方向が単一方向であるために、

矩形ダクトモデルにおいてのみ、並列化による速度向上が発揮された。ある 86D数を用いて計算

する場合、スレッド並列を行わずに全て>6Eによる並列化 �プロセス並列�を行う方が、効率的

に時間短縮できることがわかった。これは、.;>が領域分割によるプロセス並列に適したアルゴ

リズムであることを示している。しかしながら、同一プロセス数においてはスレッド数の増加に

よって計算効率は上昇するため、分割面が単一の場合など、領域分割に制約がある場合などでは

スレッド並列を併用したハイブリッド並列が効果的であることがわかった。

岩石不連続面内単相解析 �第 ) 章�では、以下の結論を得た。フラクチャ内を流れる流量は、

平行平板を仮定すると開口幅の 
乗に比例する。しかしながら実際のフラクチャでは、その形状

の凹凸の影響により、開口幅の狭小化に伴い 
乗則から乖離する．この 
乗則からの乖離に寄与

するパラメータはフラクチャ面の粗さが要因とされるが，その内でも開口幅分布の標準偏差 σdに

大きく依存していることがわかった．つまり，σd が大きくなるにつれて，
乗則からの乖離は増

大することがわかった。また、
次元フラクチャの流体流動計算においては，0�3�����の式を用

いた �次元解析が一般的であったが，本手法により鉛直方向成分まで含めた解析が可能となった。

水中の粒子沈降問題 �第 � 章�では、以下の結論を得た。単一粒子沈降では、レイノルズ数の

違いによって生じる流動形態の違いを表現することができた。また、二粒子沈降においても、同

様にレイノルズ数の違いによって、水平安定状態になる場合と、���現象を引き起こす場合に分

かれることを示した。

堆積物重力流シミュレーション �第 ' 章�では以下の結論を得た。開発した固液混相流シミュ

レータによって、水中土石流の再現を行うことができた。この土石流は、ヘッド部とボディ部に

明確に分かれて流動していた。ヘッド部においては粒子流が周囲の流体を取り込む流動形態が見

られ、これは、海底地すべりにおける堆積物重力流の流動形態が、水中土石流から混濁流へと変

化することに対応している。また、シミュレーションで得られた堆積物重力流の内部速度プロファ

イルは、実際の海底地すべりにおける速度プロファイルと、定性的によく一致していた。ヘッド

部とボディ部の速度プロファイルは、明瞭な違いが見られ、これは、実測される速度プロファイ

ルに対する解釈への有益な情報を与えることができるものである。さらに、流動後の堆積厚さを

見てみると、斜面を下りきった直後に少しへこみが生じていることが観察された。これは、既存
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の堆積物重力流の水路実験結果とよく一致するものであった。これらのことから、本シミュレー

タが、海底地すべりの発生から堆積物の流動化そして堆積に至るまでの一連の流れを全て表現す

ることが可能であることを示せた。

本論文で提案した、格子ボルツマン法と個別要素法の連成解法は、地盤・岩盤分野や堆積学

分野における固液混相流解析に非常に有効なツールであることが示された。今後は、海底地すべ

りから誘起される津波の再現や、石油生産時の油層障害評価などさらなる応用を考えている。
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付 録� �������	
��� 方程式の導出

��� 平衡分布関数の導出

以下に、式 ������の導出を以下に示す。

F
(0)
i (ρ, jα)に対する相対エントロピーは、

S(ρ, jα) = − k

m

∑
i

F
(0)
i (ρ, jα) ln

F
(0)
i (ρ, jα)

Wi
�����

と定義される。ここで、制約条件、

ρ =
∑

i

F
(0)
i (ρ, jα) �����

jα =
∑

i

ciαF
(0)
i (ρ, jα) �����

の下において、相対エントロピー S(ρ, jα)を最大にする F
(0)
i (ρ, jα)を推定する。関数

Ŝ = S + Ãρ + B̃αjα

= − k

m

∑
i

F
(0)
i (ρ, jα) ln

F
(0)
i (ρ, jα)

Wi
+ Ã

∑
i

F
(0)
i (ρ, jα) + B̃α

∑
i

ciαF
(0)
i (ρ, jα) ���	�

は、ラグランジュ未定剰数 Ã, B̃α を係数として制約条件式 �����および式 �����を内包する。こ

こで、Ŝ が極値を有するための必要条件は、

∀i :
∂Ŝ

∂F
(0)
i

= − k

m

(
ln

F
(0)
i

Wi
+ 1

)
+ Ã + B̃αciα = 0 ���
�

である。式 ���
�の解として、平衡分布関数、

F
(0)
i = Wi exp {A + Bαciα} �����

を得る。ただし、

A(ρ, jα) =
m

k
Ã − 1

Bα(ρ, jα) =
m

k
B̃α

である。式 �����における係数A,Bαは、F
(0)
i を jα = 0まわりでテイラー展開することで得られ

る。まず、A,Bα を jαの 2次精度において展開すると、

A(ρ, jα) = A0 + A2(ρ)j2
α + O(j4

α)

Bα(ρ, jα) = B1jα + O(j3
α) �����

����



となる。ただし、式 �����に現れない低次の項は、���モデルにおける格子の等方性よりゼロ

となる。式 �����を式 �����に代入し、

F
(0)
i = Wi exp

{
A0 + A2(ρ)j2

α + B1jαciα

}
�����

を得る。ここで、式 �����を jα = 0まわりでテイラー展開すると、

F
(0)
i (ρ, jα) = F

(0)
i (ρ, 0) +

(
jα

∂

∂jα

)
F

(0)
i +

1
2

(
jα

∂

∂jα

)2

F
(0)
i + O(j3

α)

となる。各項を見てみると、

F
(0)
i (ρ, 0) = Wie

A0

∂F
(0)
i

∂jα
= F

(0)
i (2A2jα + B1ciα)

→ Wie
A0B1ciα

∂2F
(0)
i

∂j2
α

= F
(0)
i

{
2A2 + (2A2jα + B1ciα)2

}
→ Wie

A0
(
B2

1c2
iα + 2A2

)
∂2F

(0)
i

∂jα∂jβ
= F

(0)
i (2A2jα + B1ciα) (2A2jβ + B1ciβ)

→ Wie
A0B2

1ciαciβ

となる。これらをまとめると、

F
(0)
i (ρ, jα) = Wie

A0

{
1 + B1ciαjα +

1
2
B2

1 (ciαjα)2 + A2j
2
α

}
����

が得られる。ここで、制約条件式 �����に、式 ����を代入し、式 ������、式 ����	�、式 ������

および式 ����
�から、

∑
i

F
(0)
i = ρ = eA0

{∑
i

Wi + B1jα

∑
i

ciαWi +
B2

1

2
j2
α

∑
i

ciαciβWi + A2j
2
α

∑
i

Wi

}

= eA0

{
ρ0 +

B2
1

2
ρ0kBT

m
j2
α + A2ρ0j

2
α

}
������

∑
i

ciαF
(0)
i = jα = eA0

{∑
i

ciαWi + B1jα

∑
i

ciαciβWi +
B2

1

2
j2
α

∑
i

ciαciβciγWi + A2j
2
α

∑
i

ciαWi

}

= eA0
B1ρ0kBT

m
jα ������

を得る。式 ������から、係数 B1 は、

B1 =
m

eA0ρ0kBT
������

となる。次に、式 (A.10)を A2 について解くと、

A2 = −B2
1kBT

2m
+

1
j2
α

(
ρ

ρ0eA0
− 1

)
������

�����



が得られる。ここで、A2 は、jα によらず一定であるため、

ρ

ρ0eA0
− 1 = 0

eA0 =
ρ

ρ0

となる。よって、全ての係数、

eA0 =
ρ

ρ0

B1 =
m

ρkBT
����	�

A2 = − m

2ρ2kBT

が定まる。式 ����	�を式 ����に代入することで、平衡分布関数

F
(0)
i (ρ, jα) =

Wi

ρ0

{
ρ +

m

kBT
ciαjα +

m

2ρkBT

(
m

kBT
ciαciβjαjβ − jαjα

)}
����
�

が得られる。

��� 平衡分布関数の速度モーメントの導出

平衡分布関数の速度モーメント式 ����	�～式 ������の導出を以下に示す。

����� 積分公式

本節で用いる積分を先に示す。exp
[−x2

]
の �次モーメントは、

∫ ∞

−∞
exp

[−x2
]
dx =

√
π ������

となる。次に、�次モーメントは積分計算によって、

∫ ∞

−∞
x exp

[−x2
]
dx =

[
−exp

[−x2
]

2

]∞

−∞
= 0 ������

と求まる。�次以上のモーメントは、部分積分によってそれより低次のモーメントで表現すること

ができ、式 ������および式 ������から、∫ ∞

−∞
x2 exp

[−x2
]
dx = 2

∫ ∞

0

x2 exp
[−x2

]
dx

= 2

([
−x exp

[−x2
]

2

]∞

0

−
∫ ∞

0

(
−exp

[−x2
]

2

)
dx

)

= 2
(

0 +
1
2

√
π

2

)

=
√

π

2
������

�����



となる。同様に �次モーメントは、

∫ ∞

−∞
x3 exp

[−x2
]
dx =

[
−x2 exp

[−x2
]

2

]∞

−∞
−

∫ ∞

−∞

(
−2x

exp
[−x2

]
2

)
dx

= 0 �����

となる。さらに 	次モーメントは、

∫ ∞

−∞
x4 exp

[−x2
]
dx = 2

∫ ∞

0

x4 exp
[−x2

]
dx

= 2

([
−x3 exp

[−x2
]

2

]∞

0

−
∫ ∞

0

(
−3x2 exp

[−x2
]

2

)
dx

)

= 2
(

0 +
3
2

√
π

4

)

=
3
√

π

4
������

となる。

����� 平衡分布関数に対する速度モーメント

ここでは �次元空間を考え、v = (v1, v2)とする。平衡分布関数式 ������は�������分布に

従うため、各方向速度 v1 および v2 は独立変数として扱える。また σ2 = 2kBT/mとおく。

wB(v)の �次モーメント

wB(v)の �次モーメントは、

∫
wB(v)dv =

∫ ∫
ρ0

(
m

2πkBT

)2/2

exp
[−m(v2

1 + v2
2)/2kBT

]
dv1dv2

=
∫ ∫ ( ρ0

πσ2

)
exp

[−(v2
1 + v2

2)/σ2
]
dv1dv2

=
ρ0

πσ2

∫
exp

[
− v2

1

σ2

]
dv1

∫
exp

[
− v2

2

σ2

]
dv2 ������

である。ここで、v1/σ = x�v2/σ = y とおくと、wB(v)の �次モーメントは、exp
[−x2

]
の �次

モーメントの積と表現することができる。よって、式 ������から、wB(v)の �次モーメントは、∫
wB(v)dv =

ρ0

πσ2

∫
exp

[−x2
]
σdx

∫
exp

[−y2
]
σdy

=
ρ0

πσ2
σ
√

πσ
√

π

= ρ0 ������

となる。

�����



wB(v)の �次モーメント

�次と同様に、v1/σ = x�v2/σ = yとおき、各要素の積分計算をすると、式 ������から、各

要素は全て �となる。

∫
wB(v)vαdv =

∫ ∫
ρ0

(
m

2πkBT

)2/2

vα exp
[−m(v2

1 + v2
2)/2kBT

]
dv1dv2

=
ρ0

πσ2

( ∫
σx exp

[−x2
]
σdx

∫
exp

[−y2
]
σdy∫

exp
[−x2

]
σdx

∫
σy exp

[−y2
]
σdy

)

= 0 ������

wB(v)の �次モーメント

wB(v)の �次モーメントは、∫
wB(v)vαvβdv =

∫ ∫
ρ0

(
m

2πkBT

)
vαvβ exp

[−m(v2
1 + v2

2)/2kBT
]
dv1dv2

=
ρ0

πσ2

∫ ∫
vαvβ exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 ����	�

である。�次と同様に、v1/σ = x�v2/σ = yとおき、各要素における積分計算をする。α = β = 1
のとき、各要素は、exp

[−x2
]
の �次モーメントと �次モーメントの積となる。よって、式 ������

および式 ������から、

∫ ∫
v1v1 exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 =

∫
σ2x2 exp

[−x2
]
σdx

∫
exp

[−y2
]
σdy

= σ3

√
π

2
· σ√π

=
πσ4

2
����
�

となる。これは、α = β = 2においても同様である。次に、α �= β のとき、wB(v)の �次モーメ

ントの各要素は、exp
[−x2

]
の �次モーメント同士の積となる。よって、式 ������より

∫ ∫
v1v2 exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 =

∫
σx exp

[−x2
]
σdx

∫
σy exp

[−y2
]
σdy

= 0 ������

�となる。よって、wB(v)の �次モーメントは、

∫
wB(v)vαvβdv =

ρ0

πσ2

(
πσ4

2 0
0 πσ4

2

)

=
ρ0σ

2

2
δαβ

=
ρ0kBT

m
δαβ ������

となる。

�����



wB(v)の �次モーメント

wB(v)の �次モーメントは、∫
wB(v)vαvβvγdv =

∫ ∫
ρ0

(
m

2πkBT

)
vαvβvγ exp

[−m(v2
1 + v2

2)/2kBT
]
dv1dv2

=
ρ0

πσ2

∫ ∫
vαvβvγ exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 ������

である。α = β = γ のとき、wB(v)の �次モーメントの各要素は、exp
[−x2

]
の �次モーメント

および �次モーメントの積と表現できる。よって、式 �����および式 ������より、

∫ ∫
v1v1v1 exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 =

∫ ∫
v2v2v2 exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2

=
∫

σ3x3 exp
[−x2

]
σdx

∫
exp

[−y2
]
σdy

= 0 �����

となる。その他の要素については、exp
[−x2

]
の �次モーメントと �次モーメントの積になること

から、式 ������より、

∫ ∫
v1v1v2 exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 =

∫ ∫
v1v2v2 exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2

=
∫

σ2x2 exp
[−x2

]
σdx

∫
σy exp

[−y2
]
σdy

= 0 ������

である。よって、wB(v)の �次モーメントは、∫
wB(v)vαvβvγdv = 0 ������

となる。

wB(v)の �次モーメント

∫
wB(v)vαvβvγvδdv =

∫ ∫
ρ0

(
m

2πkBT

)
vαvβvγvδ exp

[−m(v2
1 + v2

2)/2kBT
]
dv1dv2

=
ρ0

πσ2

∫ ∫
vαvβvγvδ exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 ������

ここで、wB(v)の 	次モーメントの各要素を、

Tαβγδ =
ρ0

πσ2

∫ ∫
vαvβvγvδ exp

[
−v2

1 + v2
2

σ2

]
dv1dv2 ������

���	�



とおく。α = β = γ = δ のとき、wB(v)の 	次モーメントの各要素 Tαβγδ は、exp
[−x2

]
の 	次

モーメントおよび �次モーメントの積と表現できる。よって、式 ������および式 ������より、

T1111 =
ρ0

πσ2

∫
σ4x4 exp

[−x2
]
σdx

∫
exp

[−y2
]
σdy

=
ρ0

πσ2
σ5 3

√
π

4
· σ√π

=
3ρ0σ

4

4

= 3ρ0

(
kBT

m

)2

= T2222 ����	�

となる。つぎに、α = β �= γ = δ などのとき、各要素 Tαβγδ は、exp
[−x2

]
の �次モーメント同

士の積となる。よって、式 ������から、

T1122 =
ρ0

πσ2

∫
σ2x2 exp

[−x2
]
σdx

∫
σ2y2 exp

[−y2
]
σdy

=
ρ0

πσ2
·
√

πσ3

2
·
√

πσ3

2

=
ρ0σ

4

4

= ρ0

(
kBT

m

)2

= T1212 = T1221 = T2112 = T2121 = T2211 ����
�

となる。その他の要素は、exp
[−x2

]
の �次モーメントと �次モーメントの積となるため、式 ������

および式 �����から、全てゼロとなる。よって、wB(v)の 	次モーメントは、

∫
wB(v)vαvβvγvδdv = ρ0

(
kBT

m

)2

(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) ������

となる。

��� Wiの導出

以下に平衡分布関数式 ����
�の係数Wi の導出を示す。

����� ����モデル

���モデルにおいて、各粒子は �種類の速度を有する。各速度毎に平衡分布関数の係数Wi

を、

Wi =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

W0 (i = 0)

W1 (i = 1, 2, 3, 4)

W2 (i = 5, 6, 7, 8)

������

���
�



と定義する。平衡分布関数の �次モーメント式 ������から、

∑
i

Wi = W0 + 4W1 + 4W2 = ρ0 ������

が得られる。同様に、�次モーメント式 ������から、

∑
i

c2
i1Wi = 2c2W1 + 4c2W2 = ρ0

kBT

m
�����

∑
i

c2
i2Wi = 2c2W1 + 4c2W2 = ρ0

kBT

m
���	��

が得られる。さらに、	次モーメント式 ������から、

∑
i

c4
i1Wi = 2c4W1 + 4c4W2 = 3ρ0

(
kBT

m

)2

���	��

∑
i

c2
i1c

2
i2Wi = 4c4W2 = ρ0

(
kBT

m

)2

���	��

が得られる。これらの解として、

W0/ρ0 =
4
9

W1/ρ0 =
1
9

W2/ρ0 =
1
36

kBT

m
=

c2

3
���	��

が得られる。

����� ����	モデル

����
モデルにおいても、���モデルと同様に、各粒子は �種類の速度を有する。各速度

毎に平衡分布関数の係数Wi を、

Wi =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

W0 (i = 0)

W1 (i = 1, 2, ..., 6)

W2 (i = 7, 8, ..., 14)

���		�

と定義する。平衡分布関数の �次モーメント式 ������から、

∑
i

Wi = W0 + 6W1 + 8W2 = ρ0 ���	
�

が得られる。同様に、�次モーメント式 ������から、

∑
i

c2
i1Wi = 2c2W1 + 8c2W2 = ρ0

kBT

m
���	��

�����



が得られる。さらに、	次モーメント式 ������から、

∑
i

c4
i1Wi = 2c4W1 + 8c4W2 = 3ρ0

(
kBT

m

)2

���	��

∑
i

c2
i1c

2
i2Wi = 8c4W2 = ρ0

(
kBT

m

)2

���	��

が得られる。これらの解として、

W0/ρ0 =
2
9

W1/ρ0 =
1
9

W2/ρ0 =
1
72

kBT

m
=

c2

3
���	�

が得られる。

�����
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