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は じめ に

リミットサイクル振動子には引き込みとよばれる特有な現象があります｡ここではリミット

サイクル振動子集団の示す,引き込みに関連した協力現象を調べます｡主に計算機シミュレー

ションの結果を図を使って説明します｡確定的な結論が得られている例は多くありませんが,

この系の示す独特なふるまいにいくらか興味をもっていただければと思います｡

なお,この文章は学位論文としてまとめたものをもとにしています｡これまで研究指導して

くださった蔵本由紀教授 ･篠本滋博士に感謝します｡
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§1 リミットサイクルと引き込み

1-1 序

さまざまな現象の中に,.周期運動が見られる｡地球の自転 ･公転に始まり,.振 り子の運執

笛やバイオリンなどの楽器の振動,さらに心臓の拍動や呼吸など,実に多種多様な周期運動が

存在する｡そのメカニズムや周期や波形は個々の系によって異なるが,周期運動を大きく2つ

のグループに分けることができる｡1つはハミルトン力学系で表わされるタイプで,振動の振

檀,周期は初期条件によって決まる.系のエネルギーは常に一定である.上にあげた例では,

地球の公転 ･自転,振 り子の振動などがこれにあたる.もう一方はリミットサイクル振動と呼

ばれるタイプで,振動の振幅,周期は初期条件によらず十分時間がたつと一定の値におちつく｡

最初わずかでも振動のタネがあると,それが発達して一定の大振幅の振動が生 じるOそのため

自励振動とも呼ばれる｡振動の増幅ということからわかるように,この振動には外からのエネ

ルギーや物質の流入が必要である.一方振幅が一定におちつくことから,その流入したエネル

ギーや物質を散逸するメカニズムももっていることがわかる｡バイオリンの弦の振動の例でい

えば,弦を弓で引く際の運動エネルギーが,弦と弓の間の摩擦力を介して振動のエネルギーに

なる｡それが音や熱のエネルギーとして外-散逸される｡このようにリミットサイクル振動は

エネルギーや物質の流入と散逸のバランスの上に立っシステム 即ち非平衡開放系に生じるリ

ズム運動である｡

ノ､ミルトン力学系における振動とリミットサイクル振動のもう1つのちがいはその安定性で

ある｡振 り子を真空中で振らせると,いっまでも周期運動を続けるが,空気中では無数の気体

分子と衝突しあう結果,巨視的にはまさっカが働き,十分時間がたっと静止する｡気体分子と

の弱い相互作用のために,その力学的性質が定性的に変わってしまうという意味において,こ

の系は不安定といえるOリミットサイクル振動は,もともとェネルギ-の流入,散逸のバラン

スの結果生じる運動なので,少しくらい他の系と相互作用を行なっても,そのバランスが少し

ずれてわずかに振幅や周期が変わる程度で,定性的な変化はない｡この種の安定性は構造安定

性と呼ばれる｡

リミットサイクル振動に特徴的な性質として,引き込み現象がある｡引き込み現象というの
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は, リミットサイクル振動子が,その振動の周期に近い周期をもつ外力を受けることにより,

その周期が外力の周期と一致するようになる現象である.その結果,リミットサイクル振動子

は外力と歩調をそろえて振動する｡人間も含めて多くの生物には,サーカディアンリズムと呼

ばれるほぼ1日を周期とする自律的なリズムがある｡睡眠 ･覚醒サイクルというはっきりした

リズムに加えて,体温その他の生理機能もほぼ1日を周期 として振動している｡ほら穴の中や

調節された実験室といった時刻を知る手がかりのまったくない場所で生活しても,睡眠･覚醒

サイクルや体温のリズムは消えない｡その周期は人によって違うが,多くの人の場合24時間以

上である｡昼夜の日照変化などの自然環境や社会環境は1日24時間を周期 として変化してお

り,ふつうの人はその周期的環境の中で生活している｡この周期的環境のもとでは,睡眠 ･覚

醒サイクルや体温のリズムの周期は24時間となっている｡睡眠時刻は人によって,また日によ

って異なるが,睡眠時刻が毎日1時間ずつおそくなっていく人はあまりいないだろう｡サーカ

ディアンリズムをリミットサイクル振動とみなす立場では,その振動が 24時間を周期とする

外力に引き込まれたということができる｡

引き込み現象には上にのべた外力に引き込まれる ｢強制引き込み｣のほかに,複数の振動数

の異なるリミットサイクル振動子が相互作用をおよぼしあう結果,振動数がそろう｢相互引き込

み｣と呼ばれる現象がある｡進み方の少し違う時計をうすい木の板に少しはなして掛けておく

と,時計は同調して進むようになる｡これは古くHuygensによって発見された相互引き込み

の例である.引き込みにはこれまで述べてきた振動数が一致する ｢調和引き込み｣(harmonic

entrainment)の他に振動数の比が1対nで固定されるsuperharmonicentrainmentや1対

1/nで固定されるsubharmonicentrainment,さらにはm対nの振動数の比で生じる引き込み

などさまざまな場合がある｡(ここでmとnは自然数である｡)

リミットサイクル振動の振幅は外乱に対して安定であるが,その位相は中立安定である｡何

らかの外乱で振動の位相が進んだり遅れたりしても,そのずれは減衰もしないし発達もしない｡

位相がずれた状態で再び規則正しい振動を続ける｡リミットサイクル振動の振動数と全く等し

い振動数の周期外力を受けると外力に対して一定の位相が決まって外力に同調して振動するよ

うになる｡ こうなると何らかの外乱で位相がずれても,そのずれは減衰する｡周期外力を受け

ることによって位相が安定化 したといえる｡外力の振動数が少し変わっても, 位相方向の構造安

定性のため.振動数の差がわずかなら,外力に対して一定の位相を保って振動するという性質

はかわらない｡この状態はリミットサイクル振動子が外力に引き込まれている状態である｡こ

のように位相方向の運動の中立安定性が引き込みと深く関わっているわけである｡振動数の差

が大きくなりすぎると,一定の位相のずれを保てなくなり,引き込みは破綻する｡この時振動
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子は外力の振動数と振動子自身のつくる振動数の2つの振動数成分からなる準周期運動を示す｡

1-2 振動子集団の相互引き込みの例

2つのリミットサイクル振動子が相互作用しあうと,相互引き込みが起こる｡多数のリミッ

トサイクル振動子の集団が協力しあうとどのような現象が生じるだろうか? リミットサイク

ル振動子集団の協力現象,これが以下のテーマである｡強磁性は小さな磁気モーメントをもつ

スピンが多数集まり相互作用しあう結果,マクロな規模で生じる秩序である｡ 自然振動数の異

なるリミットサイクル振動子の集団にも同様な意味でのマクロな秩序が生じるであろうか｡2

章以下ではモデル方程式をっかって,振動子集団の協力現象を調べる｡最後までモデルの解析

で現実と直接結びつかないので,ここでリミットサイクル集団の協力現象とみなせる現実の系

での実験や観察をいくつか紹介する｡

1)心筋細胞の引き込み現象

生きている動物の心臓を構成する細胞は,同期 して拍動している｡その結果 1個の細胞では

生じえない大きな拍動が可能になる｡ニワトリやマウスの腫 (胎児 )から心臓をとり出し,酵

素で1個1個の細胞にばらばらに分解する｡それを適当な条件で培養すると,単一の心筋細胞

がガラス皿の上で自律的に拍動を続ける｡その拍動数は細胞ごとに異なっている｡ところが24

時間も培養すると,多くの心筋細胞の拍動数はそろってくる｡培養された細胞は培養皿の上を

動きまわり,2つの細胞が互いに接触すると,細胞間に電気的な接続ができ互いに同期 して拍

動するようになるのである｡そのときの拍動数は2つの細胞のうちはやいほうのリズムにそろ

う慣向がある｡ 6日も培養すると,心筋細胞とその間をうめている非心筋細胞がぎっしり集ま

ったシートがつ くられ,ほとんどすべての心筋細胞が同期 して拍動するようになる｡その拍動

数はもとの拍動数の最も高いほうの値になっている｡(図1.1)

2)小腸の細胞の相互引き込み

小腸は平滑筋で囲まれた長い管で,消化物の吸収 ･輸送を行なっている｡その筋肉には自発

的なリズムがあり,一部を切 り離して体からとり出しても規則正しく収縮を続ける｡とり出し

た時示すリズムの振動数 (自然振動数 )は,胃に一番近い所で最も高く(-20回ノ分)回腸-向

かうにつれ単調に減少し,回腸で最も低く(-10回/分)なっている｡実験では電気的 リズムを

測っているが,この電気的 リズムが筋肉収縮という機械的振動をひきおこす｡小腸の中では筋

肉の各部分は近 くの筋肉のリズムの影響をうけ,自然振動数とは異なる振動数で振動している｡

図1.2に示されているように小腸は長くて前端と後端では約2倍も自然振動数が異なるので,

全体が同期 して振動することができず,いくつかの ドメインに分かれ,そのドメイン内では互

いに同期して振動している｡局所的に相互引き込みが生じている状態といえる｡下流に向かう
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図 1.2 小腸 (文献 1)

につれ,振動数は低くなっている｡ドメイン間には上流のドメインと下流のドメインの両方の

振動の影響をうけうなりをおこしている領域が介在している｡小腸中での振動数はどの部分で

も自然振動数より高くなっている｡

自然振動数の単調減少は,互いに引き込みあった ドメイン内では位相の単調減少を引きおこ

す｡その結果筋肉は波動状に収縮するだろう｡小腸の消化物の輸送というはたらきとこのこと

は関係 しているものと思われる｡

3)ホタルの発光とホタルマシーン

東南アジアのマングローブと呼ばれる樹林にはクリスマスツリーのライ トのようにホタルが

集まる｡オスボタルは光を点滅させメスを誘引する｡この光のリズムが相互に引き込んで,林

全体で点滅する光のリズムが出現する｡集合 したタイボタルの場合,ほぼ 500ミリ秒ごとに同

時に点滅 し,その点滅相が20ミリ秒以上ずれるものは1匹もいなかったと報告されている｡

(BuckandBuck)

生き物のホタルをまねて,ネオンランプ発振器を多数用意し,電気的に結合させることによ

り,ランプが同期 して点滅する機械をっくることができる｡(Winfree図1.3)各振動子の振動

数は少 しずっ違 うので∴結合させない時は,個 々のランプはばらばらに点滅する｡ コンデンサ

ーを介して全振動子を同等の強さで結合させる｡結合が強くなると相互引き込みが起こり,い

っせいに点滅するようになる｡ さらに結合を強くすると,突然振動子が2つのグループに分離
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し,各グループ内で同期して点滅する現象が生じ

る｡ランプ全体を見ると1周期の間に2回光るよ

うになる｡

4) Belousov-Zhabotinsky反応

希硫酸中にNaBr03を加えガラス容器に入れ,

マロン酸溶液を加える.さらにNaBr溶液と色素

指示薬フェナントロリン鉄を加えた溶液をつくる｡

この溶液中では全体として払 マロン酸の臭素酸

による酸化反応が進む｡化学物質の量が適当な条

件にあると,よくかきまぜた溶液中では,化学反

応が時間的に振動する｡鉄イオンはこの反応にお

いては3価と4価の状態を往き来することによっ

て.触媒の役割をしている｡鉄イオンの価数の変

化は色の変化 (Fe3十は青色 )として肉眼で見るこ

とができる｡ペ トリ皿の中に1mm経度の深さまで

反応物を注ぐ｡この状況ではさまざまな2次元波

動パターンがみられる｡ランダムにペースメーカ

ー核 (不純物や容器の傷が自然に核になったり,

OntllCright.l…-t…tCLtinltPte叩 Iil,(,州IC.thM rmyor7h tetlrLMdllrlt(耶.iMIiyidllftHy
･thkltk一日nhrnAlttltk･SH･H tl咋rCtlrMtltCIM川叫="川き､thwIIttle叩 ,1日 PlMlotkteClrIrloLhc7I
nkkcrillB‡iFhtI.1hc小Sdlf･.stltrV I･rl==ltt…さi日,州 C,Illik Iill･代り lhro叩h7Etltlir･mEl1日桝rrIVCJ

rrtTntlltt..htlH,rV;I:ttlrHrtlt.X,I'rhleCtOrB.lWIS.

図1.3 ホタルマシーン(文献1)

図1.4 B Z反応 (文献 1)

外から紫外線を照射してつくる｡)がばらまかれ

ていると,核の部分の振動数が高くなり,周辺との間に位相差が生じる｡それが波として周囲

に広がり,同心円状パターンが形成される.ペースメーカー核がない鯵合でも,適当な初期擾

乱によって渦巻きパターンが形成されることがある｡(図1.4)無数のリミットサイクル振動子

がシー ト状に分布し,それらが互いに拡散的に結合していると思えは 波動パ ターンも振動千

集団の協力現象と見なすことができるだろう｡

§2 リミットサイクルの位相による表現

2-1 振動の位相表示

リミットサイクル振動はその振幅や波形はかなり安定だが,位相方向の運動は中立安定であ

る｡そこで摂動をうけた時最も影響をこうむる位相方向の運動のみに着目して,引き込み等 リ

ミットサイクル振動のふるまいを表現する誉)

安定なリミットサイクルを解としてもっ S変数の常微分方程式系を考える｡
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些こFは)dt

振動子集団の協力現象

(2.1)

この方程式は周期T-21のリミットサイクル解Xo(wi)をもつ ｡ リミットサイクル軌道L上a)

に位相 ¢をX｡(♂)-Xo(a,i)で定義する.つまり¢-0で表わされる点を適当にX｡(0)と決め

るo次にXo(0)を初期値として,t時間(2.1)式で時間発展させる｡時刻tにいる点Xo(a'i)

を位相が¢の点と定義する｡(図2.1)定義より

d¢
- =(ひ
d≠

(2.2)

X｡(¢)-Xo(¢+wT)だから¢と¢十a'T-¢+2方はL上の同一

点を表わす｡振動子が外力や他の振動子から摂動を受けた時の位相

¢の従 う方程式を求めたいわけだが,摂動を受けると運動は一般に

Lから少しずれる｡そこで位相¢の定義をIJを含むある領域に拡張

しておく｡最も便利な定義は,摂動がない場合の(2.2)式がLを含

む領域でもそのまま成立っようにスカラー場 ¢(X)を決めることで

あるO ¢(X)は次の方程式を解 くことによって決まる.

d¢
- -gradx¢･Fは)-a･dZ

(2.3)

図2.1 位相 ¢の定義

S次元空間内で位相 ¢が一定の曲面のことをisochronと呼ぶ.1)無 図2･2 位剛 の定義

摂動の場合 i-0に¢-0のisochron上にある点はi-tには¢-a)iのisochron上にのっ

ている｡リミットサイクルの安定性より,軌道はLに近づく.(図2.2)振動数 W′-ar EAの

弱い周期外力を受けると,方程式は次のようになる｡

些=Fは)+eP(X,i)d≠

ただし,P(X･t･慧)-p(x･i)

¢に対する方程式は次のようになる｡

坐 -gradxQ･tF(X)+EP(X,i)idf

-a,+egradx¢･P(Xli)

(2.4)

(2.5)

リミットサイクルの安定性より, Eのオーダーの近似ではXをXo(Q)でおきかえてもよい｡

坐 =a,十 EZ(Q)･P(X,i)
dt
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ただしZ(♂)-(gradx¢)x=xo(¢)

外力に対する位相のずれやをや-¢-a,′tで定義する.(2.6)式より,

坐 -汗 A+Z(W′t+4,)･P(Xo(W,t十 跡 t))d≠

(2.7)

(2.8)

挿 Eのオーダーでゆ-くり変化するので,T′-雲 の間にはほとんど変化がないと考えられ

る｡少を一定として(2.8)式の右辺の時間平均をとってもよいだろう｡

坐 -etA+I,(刷d≠

F(+)-F(H 2打)-言 ′I.T'dtZ(W′tI+)･P(X.(a,i･+)Ii)

(2.9)

(2･9)式が安定な平衡点す｡qをもつ場合,♂-a,′t十 や｡qと表わせるので, リミッ トサイクル

は周期外力に引き込まれている｡自然振動数と周期外力の振動数の差 』が大きくなると,(2.9)

式に安定な平衡解が存在しなくなり,引き込みが破れる｡もとの位相変数を使って(2.9)を書

き直すと,

d¢
- -aJ+eIl(♂-a'′t)
df (2.10)

次にわずかに異なる振動子が2つ,互いに対称な形で弱く結合している系を考える｡

(2.ll)

強制振動の場合と同様な計算をくりかえすと,

d¢1

d≠

d62

df

-W+E(Z(¢1)･V(61,¢2)+91(¢1)i

-a,+etZ(¢2)･Y(62,¢1)十 92(¢2))

(2.12)

ここでY(¢1,¢2)-V(Xo(¢1),Xo(¢2))は61,¢2に関して27C周期関数｡91(め)-Z(め)･

∂Fl(Xo(♂)),92(¢)-Z(め)･∂F(Xo(♂))は¢に関する27E周期関数である｡位相のずれ仇,

少2をや1-¢1-a,i,サ2-¢2-a,tで定義する｡

dサl

dと

d¢2

d≠

-etZ(a't+帆 )･V(a,t十両 ,a,t十や2)+gl(a,t十両 ))

-etZ(a't十 Vr2)･V(a'i十や2,a't+少1)十g2(wt+サ2))
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や1,や2は Eのオーダーでゆっくり変化するが,右辺のかっこの中は周期Tで速く変化する｡

右辺のかっこの中を,帆 ,少2を一定として時間平均したもので近似する.

-etI'(少1-や2)十∂a,li

-e(r(サ2-や1)+∂a･2)

ここで

F(鶴 -+p)-言J.TdtZ(W叫 2)･V(wt++a,wt･+p)

･Wα-与I.Tdtgα(wt･h)
2つの振動子の位相差や-¢1-¢2-や1-や2は

壁dt-etA+I'(少)-Il(-少)i

(2.14)

(2.15)

(2.16)

に従 うoこの式が安定な平衡解す｡｡をもっということは2つの振動子が一定の位相差やe｡をも

って同期して振動することを表わす｡2つの振動子の自然振動数の差 eA-e(∂a,1-∂Q,2)が

大きくなると,(2.16)式に安定な平衡点がなくなり,相互引き込みが不可能になる｡もとの位

相変数 ¢1,¢2を使って(2･14)式を書き直すと,

(2.17)

ただしwl-a,+e∂6)1,a,2-6∂a,2でr(め)は¢の27C周期関数である｡全く同じ振動子が2

つ結合しても位相がそろうだけで,振動のようすは単独の時とかわらない場合,つまりY(X,
X)-0の場合はI'(0)-0となる｡

こうしてリミットサイクル振動子が摂動を受けた系の位相の従 う方程式 (2.ll),(2.17)が

得られ,強制引き込みや相互引き込みがこの位相による表示で理解できることがわかった｡

2-2 Stuart-Landau方程式の位相表示

次に具体的な例として,2コのStuart-Landau方程式を結合させた系で,位相方程式を導く｡

Stuart-Landau方程式はHopf分岐の近傍で一般に成立する方程式で,複素平面W-X+iY

上の微分方程式として次の形で表わせる｡

LW-(1+iC｡)W-(1+iC2)Iw l2wdと
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この方程式はリミットサイクル解

wo(i)-Xo(i)+Yo(i)-e沖ot wo-co -C2 (2･19)

をもつ｡リミットサイクル軌道 Lは単位円であるoisochronを¢-珍-f(R)の形でみつけよ

うoただしR-J前 方,tan昨 夏,x-Rcos飢 Y-Rsin¢であるo

gradxb- (豊 富 )-(憲 一蓋 cos¢,憲 一蓋 sin¢) (2･20)

スカラー場 ¢を求めるため(2.3)式をあらわに書きくだす｡

(gradx Q- (X)-⊥霊 (卜 R2)R･C｡-C2R2-W｡-C｡-C2 (2｡21)

(2.21)式を解くと

f(R)-C2inR (2.22)

従ってisochronは¢-め-C2lnRで表わされ,等角らせん(対数

らせん)形をしていることがわかる｡(図2.3)

2この振動子の結合系の方程式を

とする｡

(1+ i(C｡+8∂wl))Wl-(1+iC2)lwII2wl

十 e(1+ iCl)(W2-Wl)

(1+ i(Co+ 8∂a'2))W2-(1+iC2)lw2I2W2

+6(1+iCl)(W1-W2)

図2.3 isochron

(2.23)

(2.12)式におけるZ(¢1)･Y(Ql,¢2),9(¢1)は今の場合はそれぞれ次のようになる｡

Z(¢1)･Y(Ql,¢2)-(gradゅ)R=1･Y(Wo(¢1),W2(¢2))R=1
¢=¢ ¢=¢

-(-sinc51-C2COSCh,cos¢1-C2Sin¢2)

･(cos¢2-COS¢1-Cl(sin¢2-Sin¢1),Sin¢2-Sin¢1+Cl(cos¢2-COS¢,))

--(1+C1C2)sin(¢1-¢2)-(C1-C2)tl-cos(¢1-¢2))

9(¢1)-(gradゅ)｡∂Fl(Wo(¢1))

-(-sin¢1-C2COSQl,COS¢1-C2Sin¢1)･(-∂a,1Sin¢1,∂a,lCOS¢1)

= ∂'t,1
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同様に

Z(¢2)･Y(42,¢1)ニー(1+C1C2)sin(¢1-¢2)-(Cl-C2)‡1-cos(¢2-¢1)i
g(¢2)-∂a'2 (2.24)

(2.24)式には振動数a)で速く変化する部分がないので(2.17)式がただちに得られる｡

d¢1

7㌻ =a,1-Ktsin(¢1-¢2+｡ト sina)

-W2-Kisin(¢2-¢1+a)-Sin°)

ただし,wl-wo+E∂a･1,a,2-a･0+6∂a･2,

K-e(1+C1C2)2+(cl- C2)2,tan°-
-(cI-C2)

1+C1C2

(2.25)

ul-W2やぶは亡のオーダーの小さな数であるが･引き込みにおいて重要な量はその比竺妄竿

である.それ自身の大きさは振動数 woで回転する系にのり,時間のスケールを土に拡大する6

ことにより1のオーダーの量に変換することができるOこれ以後,wl,Q'2,Kを1のオーダー

の量と考えて計算をすすめる｡

2-3 2この振動子の相互引き込み

(2,25)式より,2この振動子の位相の平均盲-(¢1+¢2)/2と位相差 A¢-¢1一項 ま次の

方程式に従う｡

(2.26)

もLIwl-Q'2L/12Kcosαl>1ならA¢は単調に増加または減少する｡つまり2つの振動子

は互いに同期できず,準周期運動を示す｡それぞれの振動子の平均振動数を

鶴(r)-¢｡(o)

u T→∞ T

で定義すると,(2.25)式の解析より

r･-yJ
a)α=lim (α-1,2)

.-_∫
a'1-(a'1+a,2)/2+Ksina+(a,1-W2)/2

;2-(wl+a,2)/2+Ksinα-(ul-a)2)/2
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となる｡

逆に結合定数が大きく,la,1-a,21/l2Kcosαl<1の場合には,A¢に安定な平衡点が1つ
Wl~a)2

存在し,2コの振動子はA拍 位相差として,一定の振動数で周期運動を行なうoKc-石 蒜
が相互引き込みのための臨界値となる｡位相差は

A¢-sin-1(
W l ~ a)2

2K cosa
), KcosαcosAQ>0

と表わされ,相互引き込みが生じているときの両振動子の振動数は

㌫1-芯2-(a,1+6,2)/2+Ksinα'-(a,1-W2)/2tanα2gcosα

(2.29)

a)1~ a)2

となる｡

結合の強さを変えた時の平均振動数のふるまいを図2･4に示す o O< α< 言 な ら相互引き込
みが生じた後の振動数は自然振動数の平均値(a,1+a,2)/2より高 く な っ て い る ｡これは(2.26)
式の (1-cosAd)sinαの項を通じて位相差 が 振 動 数 を 高 め る か ら で あ る . §1の 心 臓 や小腸

の例でも相互引き込みによ-て･ 振動数 が高 まる傾 向 が あ - た o O< α < 言 の系 が い く らか現

実に近いモデルになっていると い え る ｡

a)

｢｣

O
N

.I

0
寸
.
0

○
ロ

OD 0.40 0.80 1.20 1.60

K

b)

OD 0.40 0.80 1.20 1.60

K

図2.4 2コの振動子系の相互引き込み

a)a-o b)a-i

§3 平均場結合モデル

3-1 モデルとセルフコンシステント方程式による解析

多数の振動子が相互作用をおよぼしあっている系のふるまいを,(2.25)式をⅣ変数に拡張し

たモデルを使って調べる｡
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. 〟

¢i=伽i~j;lKij(sin(lQi-Qj'αト sinα･)

振動子集団の協力現象

(3.1)

¢iはi番目の振動子の位相,Nは全振動子数｡自然振動数 a'は振動子ごとに異なり,その分

布を9(a)とする0回 ≦言 とするo KijQまj番目の振動子とi番目の振動子の結今の強さを

表わすoこの章ではKij-K/N,つまり各振動子は全振動子から同じ強さの結合力を受けてい

る場合を扱う｡

bi-wi一%,萎1{sin(Qi-Qj･aト sinα} (3･2)

この系は相転移の理論における平均場近似が正確に成立っ系で,さまざまな量が解析的に計算

できる｡複素オーダーパラメーターを次の式で定義する｡

〟

oexp(iO)-Ni∑ exp(i¢j)
j=1

(3.3)

Nが無限大の系で,十分時間が経過した後には,Oの値は一定になりCは0〒fltと一定の振

動数で進むようになると考えられる｡Oとf2を一定と仮定して計算を進める｡(3.2)式は少も-

¢了 flt-Ksinαt+αを使って,次式に書きかえられる｡

ネi-a･i-f2-Ko,sinやi (3.4)

この式は各振動子が独立に平均場Koを受けていることを表わしている｡(3.4)式の解はt-

∝)で

サi.=

(

sin-1(憲 ) -wi-n'Ko'≦1
(3.5a)

(芯i-f2-Ksinα)i+A((芯i-f2-Ksinα)i) la,了 EVK石>1(3.5b)

に近づく｡A(a)はxrのある27T周期関数である｡(3･5a)はa･iがマクロな振動の振動数flに近

いので平均場に同期する振動子の状態を表わしており,(3.5b)はwiがflと離れているので平

均場の運動に同期できない振動子のふるまいを表わしている.その振動子の嘩動数㌫iは

Gi-fl+Ksinα+(a･i一凸)/-1二百
で与えられる｡一方オーダーパラメーターOは定義より少を使って表わされるo

oexp(iα)-Jo2打d+n(+)exp(i+)

-II:dug(a)I.2打d+n(サ;a)exp(i+)

(3.6)

(3.7)

n(少)は位相少をもつ振動子の数密度を表わし, n(少;W)は自然振動数がa'の振動子のうち位

-2 5 5 -
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相中をもつ振動子の数密度を表わす｡位相の分布 n(少)庭同期 した振動子からの寄与ns毎)と

非同期振動子からの寄与の和である｡同期部分は (3.5a)式で与えられるa'-や関係を使って,

自然振動数分布 9局 で表わすことができる｡

ns(+)-g(α)雷 -9(a+KosinM -os+ 廟 ≦‡ (3.8)

非同期成分 nds毎 ;a,)は

見ds(+;α)-一志 [(山一か Kosin+'nds(サ;a)]

をみたす｡(3.9)式の定常解を使って

nds(4)-去塙匝 odwg(a)(O-a)､ ニー 蓋 1-

(3.9)

a'-f2-Kosinゅ)

(3.10)

(3.8)式と(3｡10)式は位相分布がOとfiによって決まることを示 し,(3.7)式は位相分布に

よってOが決まることを示 しているo(3･8)式と(3･IO)式を(3･7)式に代入することによっ

て,Oとf)に関するセルフコンシステント方程式が得られる｡(3.10)式の右辺においてsinO

-Ko/(O-n)によってa)から0に積分変数を変えることにより, 1回積分を行なうO結局,

次のセルフコンシステント方程式が得られる!0).18)

冗

qexp(ia)-KotJ芝d再 (a +Kosin+)(cosやeiQ+iJi
2

7r

I-J;2d+
cos+(1-cos+)

sins+

(3.ll)

(9(糾 蓋 )-9(針蓋 )) (3･12)

0-0は常に(3.12)式の解である｡ある臨界値Kc以上で o≠ 0の解が出現することが期待

される｡臨界値近傍ではOは′トさいと思われるので,(3.ll)式をOでTaylor展開して,Kc近

傍の解を求める｡α-0で9(a)が対称分布の場合,E3を分布の中心値にとれば,I-0とな

り,(3･11)式はqnみに関する式となり,問題纏 易になるo(3･12)式の積分は蓋 の項

を含んでいるので,6- 0でも0にはならない｡少が小さい所からの寄与に注意して計算 して

やると,結果として次のJl,J2を使って,0,0を表わすことができることがわかる｡

Jl(f2)-/.∞ dXt挿 +xト 9(a-X))/2X

J2(fl)-I.m dX(挿 十X巨 細 -xト 2Xg'(良))/8X3

臨界値Kcは
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Kc-2cosα/打9(f2C)

f2CはKcで出現する自明でない解の臨界振動数であり,
Jl(tic)- 言9(nc)tanα

振動子集団の協力現象

(3.13)

(3.14)

を解 くことによって求められる｡

臨界値近傍では02- a(K-Kc)+0((K-Kc)2),f2-f2C+A(K-Kc)+0((K-Kc)2)
となる.ここでa,Aはある定数である｡この式は2次相転移の存在を表わしている.

ここで求めた自明でない解は,K>Kcで出現する場合 (a>o),安定な解で,K<Kcで出

現する場合 (α<o),不安定と期待されるが,上の解析は安定性に関して何も言っていない｡

α-0で9(a･)が対称の場合はaの符号は一g〝(Qc)で決まるOこの場合上のセルフコンシス

テント方程式を拡張して,Oについてのゆっくりした時間発展を記述する方塩式を導くことが

できる｡この計算の結果,αの符号と安定性の関係は期待どおりになることがわかっている｡

(蔵本と西川)

Oは位相の分布のかたよりを表わす量で,熱平衡XYスピン系のオーダーパラメーターと同

じ意味をもつ量である｡相互引き込みは振動数がそろってくることが特徴なので,相互引き込

みの程度を表わす量としてrと呼ぶオーダーパラメーターを定義する0

r-NS/N (3.15)

Nsは集団振動と同じ振動数 (f2+Ksina)で振動する振動子の数｡Nは全振動子数｡rは集

団振動に引き込まれている振動子の割合を表わしている｡(3｡5)式より自然振動数 a'がIa'-

創<Koをみたす振動子がrに寄与する｡従ってKc近傍では

r-IQQIKK:9(a)dw =29(f2C)Ko+0(03) (3.16)

となる｡相互作用の結果の各振動子の振動数を蒜とすると,芯の分布G(㌫)は(3.5)式より,

G(芯)-r∂(蒜-a-Ksina)
+9(fl十 (蒜-f2-Ksina)2+K202 蒜-fl-Ksina

3-2 計算機シミュレーション

セルフコンシステント方程式の解析から,結合力がある臨界値以上ではオーダーパラメータ

ー｡や γがゼロでない解が出現することがわかった｡これは熱平衡での相転移に似た協力現象
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である.振動子が互いに協力してマクロなオーダーをつくり,そのマクワな振動に多くの振動

子が引き込まれている｡ セルフコンシステント方程式の解析は振動子数が無限大でオーダーパ

ラメーターや各振動子のふるまいが定常であることを仮定して議論した｡この議論の有効性を

確かめるため,〟-1000の系で計算機シミュレーションを行なった｡数値計算の方法として,

Euler差分法を用いた｡
a)

¢i(i+丁)-¢i(i)+T[wi

一覧葺{sin(Qi-Qj･αト sinα}]
(3.18)

･として0.1をとった｡自然振動数分布9(a,)としては

平均0で分散『2のGauss分布を仮定した｡分布が完

全に対称になるようにわざとa,2iニーW2i.1 の条件を

加えた｡αとして0と7T/4の2つの値を選んだ.連続

時間モデル(3.2)では9の平均値がuoの藤倉は,¢乙

- ¢乙+a･otと変数変換を行なうことによってa,0-0
と同等な系となるので,最初から平均を0とおいても

一般性を失わない.(3.2)式では,W/Kが一定の下で

折と且が変化 しても,時間スケールを適当に変えるこ
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とによりもとと同等な系となる｡つまり系の定常的なふるまいはパラメーターW7Kだけで決ま

る.初期条件として,全振動子が完全に同じ方向を向いている場合,即ちn(♂)-♂(¢)と,各

振動子の初期値を[0,2打]の一様舌徴 で選んだ場合,即ちn(6)-去 ej2通を用いたoオー

ダーパラメーターC'はどちらの場合もすみやかにほぼ一定になった0(図3.1)n(♂)-♂(♂)

の初期条件の場合,定常状態-の時間変化を片対数グラフ(i-logl｡0のグラフ)にプロット

すると,直線によくのり指数関数的に緩和することがわかる｡実際はⅣが有限なので,定常値

のまわりにゆらぎが重なっている｡このゆらぎは集団振動に引き込まれていない振動子から生

じるものと思われる.複素平面上に,ある時間間隔ごとにOをプロットしていったものを(図3.

2)に示す. W/Kが臨界値以上では,原点を中心には a)冒

ば等方的に分布 している｡W/Kが臨界値以上ではセル

フコンシステント方程式の解のまわりにほぼ等方的に

分布 している｡熱平衡系ではNが有限だと,Oは円周

上を拡散 してゆき,長時間平均をとると0になってし

まう｡われわれのモデルではシミュレーションの時間

内では拡散する傾向はみられなかった｡つまりⅣが有

0
9

.0

-i.00 -0.50 0.00 0,50 1.00

RE

限でも相転移に対応するものがあると考えられるo b)等

シミュレーションで得られたOとrをセルフコンシ

ステント方程式の数値解と比較したものを図3.3に示

す｡実線で示しているのがセルフコンシステント方程

式から得られた解である｡セルフコンシステント方程

式の解はもとのモデル(3.2)の特解の1つにすぎない

が,その解が唯一の安定な解であることがわかるoま

た時間ステップ0.1のEuler差分がもとの連続時間モ

デルをかなりよく再現していることがわかる｡以下し

ばしばこのEuler差分でシミュレーションをおこなっ

00 -0.50 0.00 0.50 1.00

RE

図3.2 複素オーダーパラメーターの
複素平面内の運動
a)∬-gc-0.1
.b)K-Kc+0･1

ているが,その正当性の1つが解析解のわかっている今の平均場モデルではシミュレーション

による結果とよくあっていることである｡ 図3.4はオーダ｣が存在する状態での振動数芯の分

布を表わしている｡やはりシミュレーションと解析解はよくあっている｡ α-0では振動数分

布は9(a,)の平均値の位置に∂関数的ピークをもち･そのまわりに対称な形をしているoa=

言の場合は∂関数的ピークの位置は9(a)の平均より高いところにあり,分布の形も非対称に

なっている｡∂関数ピークの近傍に自然振動数をもつ振動子は集団振動に引き込まれ,そのピ
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図3.3 オーダーパラメーター げとγ

a)α-o b)α-普

0.50 0.60 0.70 0.83

図3.4 振動数分布 G(a)
a)α-0,wK-0･55 b)α-号,W/K-0･5

-クを形づくる｡一方集団振動の振動数からかなり離れた値の自然振動数をもつ振動子の振動

数はもとの自然振動数とあまり変わらない｡結果として∂関数 ピークの両側に振動数分布の-

こみが生じる｡この振動数分布の形の特徴はαによらない｡∂関数ピークの位置,つまり集団

振動の振動数flをW/Kの関数 として表わしたものを図3･5に示すoa-言では凸は-たんmc

より大きくなり,W/K- 0では自然振動数分布の平均値0になる｡その間ずっとf)は0より大
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振動子集団の協力現象

7C
図3･5 α-7マクロな振動の振動数

きくなっている｡平均場モデルでも位相差が振動数を高める効果をもっているわけである｡

§4 1次元oscillatorlattice

4-1 1次元振動子系における引き込み

3章では,各振動子が他のすべての振動子と同等に相互作用している系のふるまいを調べ,

相互引き込みを介した相転移が生じることがわかった｡他のすべての振動子と同じ強さで結合

していることから,平均場近似の取り扱いが厳密に成 り立ち解析が容易になった｡1章で紹介

したような現実の系では,必ずしも-様な結合は期待できない｡むしろ相互作用の範囲が短距

離に限られていると考えた方が適当と思われる｡以下の章では各振動子をd次元立方格子の格

子点上に並べ,それらが最近接相互作用をおよぼしあっている系のふるまいを議論する｡この

系のことを以後oscillatorlatticeと呼ぶことにする｡振動子のモデルとして,やはり位相モ

デル(3.1)式を使 う｡

. 〟

¢i=Wi~,!1Kijisin(Qも-Q,+aト sina)
(4.1)

ただLiは格子点の位置を表わし,¢iはその格子点上にある振動子の位相を表わすoKijはi

とjが互いに最近按格子点である時のみある一定値Kをとる｡3章で調べた平均場結合モデル

は無限次元oscillatorlatticeと同等である｡この章では1次元 oscillatorlatticeのふるまい

を調べる｡

●
¢之-a･i-Ktsin(¢i- ¢i_1+α)+sin(¢i-Qi.1+α)-2sinα)

(iニーM,-M+1,･-･0,1･-･M) (4.2)

この節では,自然振動数 a,iの分布が単純な系を扱い, 1次元系の相互引き込みのようすを調

べる｡

まず最初に,すべての振動子が同等っまりa,i-COnStant-0で周期境界条件 bM.1- ¢n_M
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が課せられている系を考える｡この系には位相の勾配が一定の解,即ち ¢i.1-¢i-9,を満た

す解が存在するO周期境界条件より勾配甲は(2M+1)p-n7C(nは整数 )を満たす場合に限

られる｡この解の線形安定性を調べるために,i番目の振動子の位相 ¢iを次のように表わす｡

¢i-㌫t+i?+銅 i (4.3)

(4･3)式を(4･2)式に代入し,∂¢iの0次の項, 1次の項から振動数 蒜と銅 iの線形方桂式

が得られる｡

㌫-2Ksinα(1-cosヴ)

銅 i--Kcos(?十α)(∂¢i-∂¢i_1)-Kcos(一g,+α)(∂¢i-∂¢i.1) (4･4)
〟

(4･4)式はフーリエ変換 ∂¢k=,=S M ∂QjeXp(ikj)27T乙7r
(k-面子P nは整数 )を用いると容易に解けるO

∂∂kニト 2Kcos?cosα(1-cosh)-i2Ksinq,sinαsinki銅 k (4.5)

(4･5)式よりcosp>0つまり傾きが一言から言の範囲にある一定勾配の解は線形安定であ
ることがわかる｡その時の振動数は2Ksinα(1-cosヴ)となり, α>0なら勾配が大きいほ

ど振動数は増加するが,α-0では位相勾配があっても振動数は変化しない｡

次に原点に一つだけ他と自然振動数の異なる振動子をもつ系を考える｡つまりa,0-a,でそ
の他の格子点iに関してa･i-0であるOこの系において,全振動子の引き込みが生じる臨界

結合定数Kcを求めよう｡引きこみ後の全振動子の振動数を芯とすると,

･:,,-㍍/+.:,t

と表わせる｡対称性よりサi-少_乙と考えられる｡(4･6)を(4.2)式に代入する｡
ノ~::_∫

aJ~ W乙

K -sin(サi.1-サi-α)+sin(鶴_1-やi-α)+2sinα

(4.6)

(4.7)

周期境界条件 ¢M.1-め_Mまたは自由境界条件 毎 +1-QM,¢TM_1- 紅 Mを課す. α-0の場

合,(4.2)式をi--MからMまで加えると,相互作用項はすべて打ち消しあう｡

N N

乙星Mai-(2M+1)a-乙=SM W i =W (4.8)

従-て㌫-頚 岩 となり･全振動子は自然振動数の平均値で振動することがわかるo (4･7)

式と(4.8)式より

sin(血 -h )-sin(A -h )一芸 -sin(+M-h lト 要 一誓 (4･9)
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(M-i)㌫
K
)をもつが,∬

M
もしK>必㌫-言了7-工Ta'なら(4.9)式 は 解 すi一 少i.1-sin~1(U)⊥1,ナr⊥) 2M+1〉ーPノ､.一°〉′

･品 Wなら(4･9)式に解はなく,
各振動子の振動数が一定という前提が成 り立たなくな

る｡このことは引き込みの臨界結合定数Kcが孟 ?～iwであることを意味しているO
i61(;I-III('二(M-ノ̀)㌫どsin~1(
ノ三o ' M引き込み後の位相パ ターンはサi=仇

士山形をしている｡(図4.1)

)となり,原点を頂点とした富

00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 150.00

POSITION
70.00 80.00 90.00 100.00

冗
a=盲

図4.1 不純物振動子 1コ

α≠Oの場合払 シミュレーションの結果位相パターンが一定勾配の山形をしていることが

わかる｡(図4.1)位相の勾配がほぼ-定借?なので,iが負のときはサi+1-やi+す,iが正

のときは仇.1-少i一甲と表わせる｡この関係式を(4･7)式に代入するo

i li2ns(iPnIpal ;,sin;psiIaa,=･S a-2sinα(∴ os亘 *=O. (4･10)

(4.10)を解 くと

(tJ
sin9)=2Kcosa

a-2Ksina(1- (4.ll)

位相勾配をつくることにより,各振動子の振動数が高まり,原点にあるはやい振動子と周期し

ているo(4･11)より臨界値 KcEま志 となるOαが大きくなるにつれKcも大きくなるo

上の計算は〟-…で厳密に成 り立つが,十分大きな〟でも近似的に成 り立つ｡
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α-Oとα>0の引き込みかたの違いに注目したい｡･この逮掴ま,i- -孤+1からi-7n･

までの27n,この振動子の自然振動数がa'(>o)で他の 自然振動数 が0という自然振動数分布

をもつ系のふるまV､を見ればさらに明確になるo図4･2はα-0とα- 昔 の引き込み直後の位
⊂)
O

0
0
.
0
0
6

0
0
4
0
9
0

O
O

U
S
U
〓
d

08 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 dO.00

POSITION
70.00 80.00 90.OO loo.00

a=ニ0

図4.2 不純物振動子15コ

相パターンを示している｡α-0では i--Tn+1からi-Tnまでを上に凸の放物線でその両

側を下に凸の放物線でつないだなめらかな曲線で近似できる｡前と同様全振動子の引き込みを

仮定すると,(4.6),(4.7)が成り立っ.(4.8)のかわりに

M

乙_Zr_Mるi-(2糾 1)芯-乙=EM Wi- 2 -W (4･12)

が成沌 ち,-S!き込み 後 の 振 動 数 は纂 となるoi-書のまわりに対称なので,+1.,-47･

が成 り立っ｡(4.7)式より

sin毎 i+1-やi)- +sin(少i-4,i.1)-
芯-(i'. ,_ ､ 2(Z;-a))

K 'L乙 LLr⊥' K

i(芯-(i)). ′一 .､ i(蒜-a')
+sin(4,1-やo)K ー~ー-､̀1 'U′ K

従ってi-nで位相差が最大になる｡

sin(+,a+1- 4,a)-

K<Kc=

7n(a-a,)_7nW (27n-2M- 1)≡- ∵∴∵¶
K K (2M+1)

m(D(2M+1-27花)
2｣II+1

+sin毎 i_1- やi_2)

(4.13)

の場合,(4.13)に解は存在しなくなり全振動子の引き込みは不
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可能になるoMが十分大きいと,Kc～竿 なので臨界結合定数は2-に比例して増大する｡

つまり局所的に自然振動数が他と異なる振動子が集まっていると,全振動子の引き込みが困難

になる｡協力して全振動子の引き込みを阻害しているといえるかもしれない｡

一方α-号の場合の位相パ ターンは台地状にな-ているoi-｢n+1から7nまではほぼ平
らで,その両側に一定勾配の坂がっながっている｡iが｢ TL十1からmまではほぼ平 らになっ

ているので,(4･7)式にサi.1-少iを代入するとノー′a)-aJ
K
- 2 sina-- 2 sinα (4.14)

となり,芯-a'つまり速い振動子の自然振動数で振動することがわかる.i<一m+1の位相勾

配をPとすると,

′ヽ′

ヱ -ヱ -2sin｡+sin(p-｡ト sin(?+α)K K

従って

(i)

cosP=1-
2Ksina

p,'~U'qーl〉'ー-P 〉JW 4 '′rHH 一一一一

こで各点の振動数芯乙は位相の平均増加率芯i-

(4.15)

一定の位相勾酌 をもっパターンは一号<?<号でのみ安定なので,安定なパターンのうち

cosPの最小値は0であるo従-て餅 結合定数 Kctま孟 観 と考えられるoa≠0の場

令,臨界結合定数は自然振動数が他と異なる振動子の数によらない｡α-0の場合に比べて,

位相勾配をつくることによって振動数を変化させられることが全振動子の引き込みを容易にし

ている｡

4-2 ランダム系

相互引き込みにおよぼすαの効果の一端を前節で調べた｡この節ではa,iが各点で独立にラ

ンダムな値をとっている系の相互引き込みを調べる｡a,iの分布を9(W)とする｡全振動子数N

が10000で,9(W)として平均O,分散 1のガウス分布 を用いて計算機シミュレーションを行

なったO図4.3はα-0,α-号で結合の強さを変えたときの各点の振動数を示している｡こ
¢i(T)-¢i(0)

(Tは計算時間)で計算した｡こ

の振動数パ ターンには多くのステップが見られる｡振幼子が局所的に相互引き込みをおこし振

動数がそろったところがステップ状に見えているわけである｡隣りのステップとの境界が明確

である｡ 逆にいうと,この図から局所的な相互引き込みがはっきりと存在することがわかる0

Kを大きくすると,ステップが拡張し,結合の強さとともに相互引き込みが進行することを示

している｡ α-0の場合はステップの長さ,つまり相互引き込みのドメイン長がだいたいそろ
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っているように見える｡平均的なステップ長があり,それが結合の強さとともに長くなってい

はKを大きくしても残っているように見える｡ 図4.4はステップの数つまり相互引き込み ドメ
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図4.3 振動数パターン
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図4.4

インの数 と結合の強さの関係をグラフにしたものである｡α-0の場合は ドメイン数はほぼ

1/K2に比例して減少しているOドメイン長がだいたいそろっているので, ドメイン長はドメイ

ン数に反比例してK2で長くなるoα-言の場合は ドメイン数はα-0の場合より急速に減少

しているoα-0よりα-言のほうが相互引き込みが進行しやすいことを示 している｡自然振
動数の局所的なゆらぎによってα- 0の場合は引き込みが阻害されるが, α>Oでは位相勾配

をっくることによって引き込みが進むという前節で議論したαの効果がランダム系でも効いて

いるためと考えられる｡図4.5にドメイン長の分布を示す｡振動数パ ターンをながめた時の印

象どお り,α-0ではある有限の平均 ドメイン長のまわりに分布 しているoα-言では長さ1,
つまり隣りの振動子と同期していない振動子が一番多く, ドメイン長分布は長さとともにほぼ
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単調に減少している｡一方非常に長い ドメインもわずかだが存在しているO

§5 2次元, 3次元oscillatorlatticeと相転移

5--1 相転移と次元

この節では,2次元正方格子,3次元立方格子上に振動子を並べた系 (osc測atoTla痛ce)

の相互引き込みを調べる｡位相モデル(4.1)式で特にα-0の場合をとりあげる｡

∂i=wi-dヲKijSin(Qi~¢j) (5.1)

Kijは(4･1)式と同様格子点jがiの最近按格子点であるときのみ一定値KをとるO §4で議

論したように1次元系では自然振動数の長波長ゆらぎのため全振動子の相互引き込みは生じな

いO-方 §3で示したように,無限次元系では相互引き込みによる2次相転移が生じる｡

熱平衡スピン系においても,低次元ではスピンの長波長ゆらぎのため,有限温度では相転移

が起こらない｡相転移の生じる最低の次元のことをlowercriticaldimensio‡1と呼ぶ｡例え

ば,Isingモデルでは2次元系でOnsagerの厳密解がわかっており,lowercriticaldimen-

sionは2となる｡XYモデル,Heisenbergモデルではオーダーパラメーターの出現する最低の

次元は3である｡oscillatorlatticeモデル(5.1)では何次元から相転移が起こるのだろうかO

相転移を特徴づける量として,§3で 定義した2つのオーダ-パラメータ-を用いる.-つ

は位相のそろいかたの程度を示す複素オーダーパラメーターである｡

qexp(iO,喜 ,$1eXp(i¢j)

他の一つは相互引き込みの程度を示すオーダーパラメーターで,

Ns

r一二㌃

(5.2)

(5.3)

Nは全振動数で,Nsは同山の振動数に引き込まれた振動子の数である｡

5-2 シミュレーション

(5.1)式にもとづいて,一辺がLの正方格子または立方格子の系で シミュレーションを行

なった｡境界条件として周期境界条件を課し,初期条件として,¢i(0)-0,つまり全振動子

の位相をそろえた｡自然振動数 a,iは分散 1,平均Oのガウス乱数で選んだo

振動子の同期のようすを見るために,振動数パ ターンと呼ぶ図をつくる｡格子点 i上の振動

子の振動数訂iがその最近接格子点j上の振動子の振動数 年･に十分近く,互いに引き込みあ

っているとみなせるとき,iとjの格子点間をボンドでつなぐ｡この操作を全格子点で行なっ
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て で き る 図 が 振 動 数 パ タ ー ン で あ る ｡ ボ ン ド で つ な が っ て い る 振 動 子 の ク ラ ス タ ー は 互 い に 引

き込 み あ っ て い る ｡ こ の ク ラ ス タ ー は 1次 元 系 の 振 動 数 の 図 に み ら れ た ス テ ッ プ に ほ ぼ 対 応 し

て い る ｡ 数 値 計 算 で は ボ ン ドで つ な ぐ条 件 と し て , あ る 時 刻 以 降 に , 隣 り の 振 動 子 と の 位 相 差

が 7Tを こ え な い こ と を基 準 と し て 用 い た O ボ ン ド で つ な が っ た 振 動 子 の ク ラ ス タ ー が 一 辺 L の

正 方 格 子 ま た は 立 方 格 子 の 端 か ら端 ま で 広 が っ た と き が , 相 互 引 き 込 み の - つ の 臨 界 点 と 考 え

る こ と が で き る ｡ 上 が 十 分 大 き く, 計 算 時 間 も 十 分 大 き く と れ ば , こ の 相 互 引 き 込 み の パ ー コ

レー シ ョ ン の 臨 界 点 と r の 出 現 の た め の 臨 界 点 は 一 致 す る と考 え ら れ る ｡ オ ー ダ ー パ ラ メ ー タ

- O は i- 300と t- 900 の 間 の 数 点 で 2 を 計 算 し , そ の 平 均 の ル ー トで 求 め た ｡

オ ー ダ ー パ ラ メ ー タ ー γ は , 芯 の ヒ ス ト グ ラ ム を 間 隔 品 で 作 り, そ の 最 大 値 N s を 使 - て ,

NS/N で 求 め た o

シ ミ ュ レ ー シ ョ ン の 結 果 を 琴 で 説 明 す る . 振 動 数 の パ タ ー ン を 図 5･1,図 5･2 に 示 す . 図 5･1

は 2次 元 系 で , 自 然 振 動 数 の 分 布 を 一 つ き め て 結 合 の 強 さ K を 大 き く し て い っ た 時 の 相 互 引 き

込 み の よ う す を示 し て い る ｡ 結 合 の 強 さ と と も に 相 互 引 き 込 み が 進 行 し て い る よ う す が わ か る ｡

結 合 定 数 が 小 さ い 時 は, ば ら ば ら に 各 振 動 子 が 振 動 し て い る が , 結 合 が 強 く な る に つ れ , 同 期

の ク ラ ス タ ー を っ く る よ う に な る ｡ 1次 元 系 の α - 0 の 場 合 と 同 様 , ク ラ ス タ ー の 大 き さ に は

あ る 平 均 的 サ イ ズ が あ っ て , そ れ が 結 合 の 強 さ と と も に 増 大 し て い る よ う に み え る ｡ 結 合 を さ

図5.1 2次元振動数パターン
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観5.2 3次元振動数パターン

らにつよくすると大きなクラスターが数個共存するようになり,その境界がひびわれ状に見え

ている｡さらに結合をっよくすると,全振動子の同期が生 じる｡図5.2は3次元系の一断面の

相互引き込みのようすを示している｡1次元,2次元系の場合とちがって,結合の強さがある

程度大きくなると,一つのクラスターが急速に成長して,一つの大きなクラスターと小さなク

ラスター群に分れる傾向がある｡結合をさらに強めると,大きなクラスターがますます大きく

なり,系の端から端までつながったパーコレーションクラスターをつくるようになり,さらに

結合を強めるとついに全振動子が同期する｡1次元系,2次元系では,近接 した同期クラスタ

ーが結合が強まるにつれ合体 し,ひとまわり大きな同期クラスターになる過程をくりかえして,

相互引き込みが進行するというイメージがあうように思われる｡それに対して, 3次元系では

各格子点間に独立に確率Pでボンドをつないでクラスターをっくっていくボンドパーコレーシ

ョンのイメージにいくらか近い｡

次に相転移の有無に直接かかわるオーダーパラメータの計算結果を図5.3-5.6に示す｡有

限サイズの系のシミュレーションを行ない,そのサイズを大きくすることによって無限系のふ

るまいを予想する｡ 各サイズに関して,自然振動数の異なる6つのサンプルのシミュレーショ

ンを行ない,その平均値を図に示した｡かなり大きなサイズの系でも,サンプルごとにオーダ
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-パラメーターがばらつく｡図5.3は2次元系のオーダーパラメーターOの結合定数に対する

グラフである.系のサイズが小さい時はKを大きくするとOは1に近づくが,系のサイズとと

もに急激にOの値は減少している｡図5.4は3次元系のOのグラフである｡2次元系の場合に

比べるとゆるやかだが,やはりサイズとともにαは着実に減少 している｡このことより,位相

のオーダーは2次元,3次元では出現 しないものと考えられる｡図5.5,図 5.6はそれぞれ2次

元, 3次元の振動数に関するオーダーパラメーターrのグラフである｡ Oに比べて,サイズ依

存性が弱くなっているので,無限系のふるまいを予想するのはむずかしいが, 2次元系ではサ

イズとともに γが減少 してお り,3次元系では γの減少が収束するように見える｡振動数パタ

ーンのふるまいも考慮にいれると, 2次元では振動数のオーダーは出現しないが, 3次元では

振動数のオーダーが出現すると予想される｡§3で扱った無限次元モデルでは位相のオーダー

パラメーターO,振動数のオーダーパラメーターrtも ともにある臨界値Kc以上で0でない値

になった｡シミュレーションの結果から,γ の出現のためのlowercriticaldimensionは3で

αの出現のためのlowercriticaldimensionは4より大きいという結論を出した｡2つのオ

ーダーパラメーターに関するlowercriticaldimensionが異なっていることは興味深い｡高

次元系では, 2つのオーダーパラメーターはともに0でない値をとると思われるが,その出現

のための臨界結合定数K;,KTcが無限次元系のように一致するかどうかはわからない｡

図5.7に3次元系における振動数分布を示す｡3次元系では振動数のオーダーが出現すると
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図5.7 3次元振動数分布

思われるが,相互引き込みの起こりかたの違いを反映して,振動数分布の形は無限次元系のも

のとは明らかに異なっているO無限次元系の場合は,Kc以下では振動数分布は自然振動数分布

と一致し,Kc以上では∂関数的 ピークとその近傍に分布のくぼみが見られた｡3次元系では

Kc以下でも局所的に引き込みが進行するので振動数分布はもとの自然振動数分布の平均値の

まわりに集中してくる｡K｡以上ではその平均値に分布は集中するが9 その近傍には特にくぼみ

はみられず単調に分布関数は減少している｡

§6 2次元,3次元oscillatorlatticeとパターン形成

6-1 標的パターンと渦巻きパターン

2次元,3次元oscillatorlatticeには,Belousov-Zhabotinsky反応で観察されているよ

うなパターンをっくる能力がある0位相モデル(411)式において0≦ α<号の場合を主に扱
って,パターン形成と引き込みのようすを調べる｡

dくう

~ =wi ~ヲKijtsin(Qi-Qj'aト sinα)d～
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=wii KijCOSαSin(Qi~¢j)+ヲKijSinα‡1-cos(Qi巧 .)) (6･1)

Ki,は格子点jが iの最近按格子点であるときのみ-定値Kをとるoこの節では叫の分布が単

純な場合,即ち全振動子が同等な系と数個の振動子の自然振動数が他のものと異なっている系

を扱う｡(6.1)式にもとづく計算機シミュレーションをRKG法を使って行なった｡ペ ト1)血

中で進むBelousov-Zhabotinsky反応を模して,自由境界条件を課した｡

め(0,j)-♂(1,j),¢(A,i)-♂(L+1,j)

♂(j,0)-¢(j,1),¢(j,L)-¢(j,A+1)

(6.2)

2次元系のシミュレーションの結果を図で説明する｡位相のパターンを表示するため,各振動

子の位相が27Fを法として0と7Fの間にある場合に,その格子点に+印を措いた｡

･標的パ ターン

中心にある4つの振動子の自然振動数が u'で,他の振動子の自然振動数をすべて0とした系

のシミニレーションの結果を図6･1に示すOその他のパラメータはα-言,K-1･0であるow

の値として0.5,1.0,1.5,2.0の4つをえらんだ｡すべての振動子の位相をそろえた状態を初

ct=昔K=1.0
Wニ0.5

図6.1 標的パターン
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期条件とした｡ W-0.5では特にパターンが見えていな小｡不純物振動子の自然振動数がバ ル

クの振動子の自然振動数とわずかしか違わない場合は,不純物振動子がバルクの振動に引き込

まれて標的パ ターンを生じない｡W-1.0にすると,標的パターンが見えている｡標的パ ター

ンにおいては,各振動子の位相が同心円の中心からの距離に比例 して減少している｡この位相

勾配によってバルクの振動子の振動数が高まり,不純物振動子の振動数 と一致するようになる｡

不純物振動子がペースメーカーとなり,周囲の振動子を引き込んでいるといえる｡§4で述べ

た1次元系における山形パ ターンの2次元版が標的パ ターンである. 1次元系ではW>0なら

山形パ ターンが生 じるが, 2次元系では抄がある臨界値 ∽｡以上でないと標的パターンは生 じ

ない｡Wを大きくすると位相勾配が大きくなり同心円の間隔はせまくなる.W-1.5では,中

心の不純物振動子は周囲の振動子を引き込めなくなっている｡しかし周囲にはほぼ規則正しく

標的パターンを放出している.W-2.0では,中心の不純物振動子はさらに速 く振動するので,

周囲の振動子-の影響は弱くなり,同心円の間隔がかえって広くなっている｡

･渦巻きパターン

wi-0の一様な系でも,初期条件をかえると,さまざまなパターンが生 じる｡初期条件を

適当に選んで+のvortexを一つつくる.例えば,各格子点 (i,j)に対 して

上

め(i,j)-tan-1( (6.3)

を初期条件にとると, (書 ,書)にvortexが一つできるo トポロジカル欠隔としてのvortex

は安定である｡つまり+Vortexと- vortexのペアで生成 ･消滅するか,境界から外-逃げ出

さない限り,vortexは存在 しつづける｡図6.2に(6.3)を初期条件にした場合のシミュレーシ

ョンの結果を示すoαとして,言,言,号 を選 んだ o α-言ではきれいな渦巻きが見 られるo

渦の中心部では最近按格子間の位相差が大きくなる｡特に一番中心部っまりvortexの位置では,

TT

ct=盲
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振動子集団の協力現象

位相劃ま言程度にならざるをえないoO<α<言なら(6･1)式の1-cos(軒 -¢j)の項を通
じて,位相差が振動数を高める｡渦巻きパターンは渦の中心がペースメーカーの役割を果たし,

周囲の振動子を引き込んで生じるパターンといえる｡αとともに渦巻きの巻き方がきつくなり,

ついにある臨界値 α｡で渦の中心が周囲と同期できなくなるoα-言ではすでに渦の中心が周

囲と同期できなくなっており,渦の中心部分が少し乱れ,vortexの位置が動きまわるようにな

っている｡そのため渦巻きパターンも少しひずんだものになっている｡さらにαを大きくする

と,vortexのペア生成,ペア消滅が自発的におこるようになるOα-言ではその結果非常に乱

れたパターンが生じている｡

･スクロールパターン

3次元系のトポロジカルな欠隔はvortexlineである｡2次元系において,vortexをペース

メーカーにして渦巻きパターンが生じたように,3次元系においては,vortexlineが核とな

って波動パターンが生じる｡初期条件を適当に選んで,vortexringを用意する｡例えば,各

格子点 (i,j,k)に対して,

(

拍 ･j,k)-言+竺× (k一書) 書 ≦k≦言+7, (i一書)2+(j弓 )2≦r24
6(i,j,k)-0 その他の i,j,k

を課すと,高さ書+3の位置に半径 γの渦輪が存在するo この初期条件から時間発展させた結
果を図6･3に示すo上からみた時の渦輪の投影図と,ノ･-書での断面の位相パ ターンを示して

ある｡α-0では,渦輪のある高さは元のままで,時間がたっにつれ小さくなってゆき,つい

に消滅する｡2次元系の場合でもそうだが,α-Oではvortexはペースメーカーになりえず

位相パ ターンに巻きこみがみられないoα-言で払 渦輪を中心に巻きこみが成長して,スク

ロール(巻き紙 )パターンを生じる｡断面の位相パターンには渦巻きの対が見えている｡しか

し渦輪はだんだん小さくなり,消滅してしまった｡渦輪の大きさが小さくなると,渦輪が下方

にドリフトする傾向がある｡

6-2 渦巻きパターンと引き込みの多安定性

6-1でみたように,vortexがあると,その位置にある振動子の振動数が高まり,それがペー

スメーカーとなって渦巻きパターンをっくる｡トポロジカルな欠陥によって系の状態がかわっ

てしまう｡vortexは振動数を実質的にかえる働きがあるので,引き込みにも大きな影響をおよ

ぼす｡a,乙が一定の一様な系では,すべての振動子の位相がそろった状態は安定であるO渦巻き

パターンをっくった状態では位相勾配を生 じるが,αが小さい間は互いに同期 している｡αが
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図6.3.b スクロールパターン ｡= 5-
6

大きくなると渦の中心で同期が破れるようになる｡

αが小さく,vortexだけでは同期をそこなわない場合でも,自然振動数の非一様性とのかね

あいで同期が破れることがある｡図6.4にα-7T/6の例を示す｡この例では中心から半径12

の円内の振動子の自然振動数 a･iが周囲より0.8高くなっている.♂(i,j)-0とd(i,j)-
I.

t｡n平 二手 の2つの初期条件から出発した時の位相パ ターンと振動数パターンを示してある｡
EL~盲

vortexがない場合には,自然振動数の非一様性は半径方向に位相勾配をつくって, つまり標

的パターンをっくることによって帳消しにされ,同期が達成されている｡しかしここにvortex

がはいると,それによる振動数の高まりは,もはや位相勾配では解消できず,同期がやぶれる｡

その結果,振動数パ ターンに相互引き込みを示すボンドがきれている所が生 じている｡
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図6.4 上 位相パターン
下 振動数パターン

逆にある領域の自然振動数が低すぎて,周囲の振動子に同期できないような場合に･vortex

の存在によって振動数が増大し,引き込みが可能になることもありうるだろう〇

α-言では渦中心のペースがはやすぎるので,周囲の振動子を引きこむことができず･乱
れたパターンを生じた｡(図6.2)渦中心にある振動子の自然振動数が周囲の振動子のものよ

り低くなっていれば,渦中心のペースが緩和され,渦巻きパターンが安定化することが考えら

れる｡α-言,K-1･0として,潤- の4-の振動子の自然振動数 Wを一票 と一言帯 に

選んだ系のシミニレーションの結果を図6･5に示すow-一言Jlではまだ渦巻きパターンは

少し乱れているが,渦中心が動きまわること拙 くな-ているow-一言Jl ではきれいな渦

巻きパターンが得られ,引きこみが回復したことがわかる｡おそい振動子が渦の中心にあるた
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め,引き込みが生じているのだが,もし位置がずれていれば,同期が破れ渦中心は動きまわる｡

渦中心がうまくおそい振動子の位置にやってきて,引きこみが回復するかどうかは必ずしもわ

からない｡

自然振動数 Q,iがランダムに分布している系で,顕著な引きこみの多安定性がみられた例を

図6･6に示すowiを分散 1,平均 Oのガウス乱数で選んだ系で,α-言,K-2･6であるow乙

を固定して,初期条件のみ変えて生じた4つのパターン(振動数パ ターンと位相パターン)を

示してある｡振動数パターンを見ればわかるように,同じ系から,ほとんどすべての振動子が

同期している状態や,ほとんど同期 していない状態が生 じている｡振動子が互いに同期してい

る領域には,同心円状パターンや渦巻きパターンのような割合ととのった位相パターンが見え

ているo同期 していない領域の位相パ ターンはかなり乱れているOα-言なので-様な系では

渦巻きパターンは動きまわるが,自然振動数がランダムに分布している系では,動いているう

ちに適当な場所を見つけて,そこで渦巻きが定常に回転することが可能になる｡定常に回転で

きる場所が何か所もあると,それに対応して安定状態が何こか存在してもよいだろう｡

このように,初期条件によってvortexがさまざまな配置をとり,それらが実質的に自然振

動数の分布を変化させるような役割をする｡その結果,振動子集団の引き込みのようすが変化

してしまう｡これはα≠0の2次元oscillatorlattice系の面倒だが興味深い特徴の一つとい

えるだろう｡
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