
準結晶にからむ二三の数理

小 川 泰 (筑波大学物理工学系)

準結晶【11の研究から出発した形についての研究の中から,他の分野の方にも典味を持って頂

けそうな三つの爵親を選んだ.これらは互いに独立な散見と考えていただいてよい.串冶晶の

閉息としての細部にはあまりこだわらないことにする.

I.準籍晶の｢いわゆる射影法模型｣

- 高次元結晶格子の射影,｢占い師の水晶玉J,設計図

〟.正多角形が一般にもつ自己相似性

- 対角魚,拡張黄金比,拡張Fibomcci数列

Ⅱ.閉曲面の形を表現する基底としての点群調和関数

- 直交多項式,行列表現,確率過程

Ⅰ.準結晶の rいわゆる射影法模型 日2】

- 高次元結晶格子の射影,｢占い師の水晶玉｣,設計図-

文字の変換則L- LS,S-Lによって作 られる,2種類の文字L.Sによる準周期文

室型を考える.

S→もーLS一ナ1月L-◆LSLIぷ→LSLLSWLー1月LIぷLSLZBLlぷ一山凱ふ劫は払1月LWLSLW胤

ーLSLI.SIぷLLSl.LSLSLLSlぷLLSLI.SLSuぷLu;一一･･

という意味である.文字列の最初の部分は固定 してゆ き,第Ⅳ世代+第(Ⅳ-1)世代

=第(N+1)世代 となっている.この変換別で作 った文字列 は自己相似性 をもっ

ている.文字の変換別 を間隔の変換別 として読み換 えると,文字列は2種類の間隔

Sをもった 周期 な 1次元点列,あるいは,旦塵盟 に対応す る.その間栃比が

L/S=t=(∨富+1)/2=1.618 (貴金比) の とき 自己相似性のある点配置 となっ

ている.

L ISIL L IS L lSI L L IS I L L I.S

L' S L L S IJ S L

L S L L S

L S L

第1図 変換法による1次元FibozlaCCi格子の もつ自己相似性.
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この ｢変換法｣で求めたのと全 く同じ点列を 2次元正方格子からの射影によっ

ても求めることができる.
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第2図 ｢いわゆる射影法｣と ｢水晶玉｣の説明

2次元(一般にはβ次元超)立方格子を用意 し,Voronoi分割する.適当な直線を引

き(d次元超平面を作 り),それが通るVoronoi領域を選別する.それらの中心であ

る格子点から直線(超平面)への射影が一般格子である.直線の勾配が有理数のとき

は周期的な通常の結晶格子,無理数のときが準結晶格子である.

以上はずっと以前から知られていることであるが,この方法で求めた ｢いわ

ゆる射影模型｣の性質を読み取るには,次の ｢水晶玉｣の方法が便利である.

D次元からd次元(｢この世｣)-射影 したときに捨てた(D-a)次元竺F" あの

世｣)を考えると,選別された点からこの空間への射影は,ある領域に落ちてい

る.また逆に,この領域に射影をもつ点のすべてを拾っている.この領域の形は,

一般には,D次元格子のVorono王領域が ｢あの世｣に写す影である.この領域 を

｢占い師｣の ｢水晶玉｣と名付けよう. ｢この世｣の準格子は,すべてのつなが

りを保ちながら折り畳まれ,この ｢水晶玉｣の中に押 し込められている.これを

上手に覗きこんでやれば,準結晶の構造の特徴が読み取れるはずである. ｢この

世｣ と ｢あの世｣ という見方に移ったとたんに,β次元のことは忘れ, ｢この

世｣ と ｢あの世｣の間の変換 とみなしてよいことになる.D=4,d=D-d=2に

相当する2次元8回対称準格子を第3図に,D=6,d=D-d=3に相当する3次元準格

子の場合の ｢水晶玉｣を第4図に掲げておく.ある種の自己相似性があること,そ

の他いろいろな性質を読み取 ることがで きる.1次元Fibonacci格子や,2次元

penrosetiling,第3図の2次元8万準格子などの場合はいずれ も ｢変換法｣ による

模型と ｢いわゆる射影法｣模型が-敦 しているが,すべての場合にそうであると

いうわけではなく,肝心の3次元の場合には一致 していない.もっと厳密にいう

と,同じ向きの伺種単位胞が決 して隣接 しないという意味で-様な ｢いわゆる射

影法｣模型は,理想模型の一つには違いない.また,･自由度をもつ変換法模型の特
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第3図 2次元8回対称準格子の場合の r水晶玉 Jの形 【左 】｢水晶玉 ｣の形は辺長が1(=格子

定数)の正8角形である.各領域 に配入 されている並数は, ｢あの世 ｣への射影がでその

領域に落ちる点が, ｢この世 ｣でもつ配位数 を示す.【右 】実空間のタイル粘 り.

右の r水晶玉 ｣-K30を一つの r大円-
面 ｣(2-,3-,5-回軸 を2本づつ含んで

第4図 【左 】3次元の rいわゆる射影法模型 ｣に対応する r水晶玉 ｣Kepler30面体K30

【右 】その断面(その第1象限に対応する4分の 1)

2本の破線にそってそれぞれ折 り曲げ,3角錐状 に閉 じ合わせたものは.底面が黄金菱形

の4分の1に相当する直角3角形 となり, ｢水晶玉 ｣全体の120分の1に相当 している.
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例に当たる.しか し,変換法模型では,自己相似的な階層性をもつ対称性 という趣

向も可能なのに,｢いわゆる射影法｣模型の局所対称性はあまりよくない.｢い

わゆる射影法｣模型以外の模型では,いわば ｢水晶玉｣の外に飛び出る点も,｢こ

の世｣で許されている.

この見方によって,6次元という高次元空間や,そこから3次元-の射影 といっ

た3次元落とす射影について想像を達 しくせずとも,｢あの世｣ の3次元と ｢この

世｣の3次元 との間の変換 とみなす ことが可能になっている.さらに,もはや

｢あの世｣といわずとも,この3次元空間に ｢水晶玉｣をおき,そのなかの設計図

を読み取 りなが ら,準結晶を組み立てることができる.また,｢あの世｣ ｢この

世｣｢水晶玉｣などというオカル ト的な表現はやめて,メルヘン風に､次のよう

にも表現できる 6次元の竜宮から貰ってきた玉手箱には,準結晶がつなが りを

保ったまま(三浦折 りで)畳み込まれてお り, 鯉が漏れるといけないから開けて取

り出すのではな く,注意深 く覗きこんでやれば,準結晶の設計図としてだけでな

く,性質を見抜 くのにも充分に役立つ.

ⅠⅠ.正多角形が一般にもつ自己相似性

- 対角線,拡張資金比,拡張Fibonacci数列-

準結晶秩序の雛型であるPenroseもilingの持つ不思議 さは,周期性 と相容れない5回対称性が長

距柾秩序を持ち,自己相似性がそれを可能にしているということであろう.黄金比 も重要な役割

を演 じ,それらはいずれも正5角形の中に潜んでいる.それでは,他の正多角形紙 そ67よ うな魔

力を秘めていないであろうか?

ⅠⅠ-1. 黄金比の復習

黄金比t

は2次方程式,

∨百十l
∫- -2cos360--1.6180339,

2

r=1.i, す なわち,r2巾 1=0,
7

(1)

(2)

の解であり

辺長1の正5角形の対角線の長さである.正5角形に,5本の対角線のすべてを記入す

ると,各対角線は3部分に分割される.その分割は,111-g=こ十{2+I (3)
と表現できる.これは,そのときできる三角形の形が,2種類の2等辺三角形のみで

あり,相似な三角形の合成として関係づけられていることと関係 している.

半無限数列である Fibonacci数列
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Fo=0,Fl=1･fTh+I-fn+Fn_1･

Vn;n≧11=Il,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,･･･1,
との密接な関係が知られている.前進行列

･ -I:111･ Fh-fF::1L F.-lFF:闘 ト Fh.1-TFn･ '6)

を定義すると便利である.その固有値,固有ベク トルは

･Ll]-rLlH-:]=一日7]･ (7'
である.後退行列はその逆行列

･-1-rlI訂 Fn_I-T-1Fn･ (8)

である.これを使 うと初項か らさらにさかのぼって数列を定義することがで き,

Fibonacci数列 を無限数列に拡張で きる.

V_1,I_2･f_3･L 4････)=tl･-1,2･-3･5,-8･13,-21,･･･J･

p - lFnf: ,nF:lI･芳一Llrf2]

よ り , この数列の極限は ,

Fni+1/I.ーr ('L→¢),

1

Fn_1/Fnー--･ (n一一∞)Ir

である･PをFnで,FnをTDで表す と,

tn-fat+FA_1･ fn
一n-(-1)-A

一一- 1

となる.

最後に,(2)式の反復代入でわかるように,貴金比が最も簡単な連分数

1

A+
l

A+･･･

(ll)

(12)

(13)

であることを指摘 してお く.Ⅰで述べたような2種類の文字による自己相似的な文

字列や,2種類の間隔による1次元点列は もう少 し拡張で きることが知 られている

が,いずれ もここでkの値を別の自然数にとったものと関係 していることも知 ら

れている.

ⅠⅠ-2.正7角形の場合 (以下,式の番号はⅠト1と対応 させてある)

正7角形の対角線は2種類あるが,辺長1に対 して,a<Pとする.その内角の6分ゐ

1をβとして,
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n=2cosO-i.801937736.

p-acoso+cDS20=2co出0+1宍ゴ2.246979604. (1')

である.すべての対角線を記入 してわかるように,3種類の相似な三角形群【3辺の

比で表示 して(1,1,a),(1,a,p),(1,p,P)]が多数現れる.これ らの合成 も相似なので,

これらの長さ1,α,βの間に次のような関係があることがわかる.

a2=1+A,aP-a+P,β2-1+a+P,

a-1=1+a-P,P-l≡p-a,p/a=p-1,a/p-a-1,a-i+p-l=1｡

これらの関係を行列で表示すれば,

芸 よ 監 式を(6,式の側 と :̀':の式を(6)式の一般化 として

jヽ

A=

〔

0

1

0

0

l

1

1

0

1

と整理できる.第1要素から順に,1,~α,βに

眺めていただきたい.まだここでは見に くいが,Ⅲ-3で述べるように,1次元の波

の伝搬を表す行列 とみることも出来る.対角線の分割は,

a三 ･芸十三, a-三･か 宗十孟･三･
α 1 1 1 1 1 α 1

P-PTW aTi･妄･芸･p-志す pT瑞 .pT;･pTi･pT
である.行列A,Bの固有値方程式はそれぞれ,

-ユ3-エ2-2A+1-0,ユ3-212-1+1-0.

行列A,Bは共通の固有ベク トルを持っている.

Avl=aVl,Au2ニー岬-1)V2･AvS=ぴ~q)va

Bvl=Pvl･Bu2=(1+α-A)V2･Bv3=-(a-1)V3･

ただ し,

vl甘 2- 甘 用
と定義 した.An,Bnは次のようになっている.

L

An=
anll an a九十

an an+1 an+2-an

A+1-an_1aTL+2-an an+1+an

I-㌔_1

ト2-aA

H+an

,J{'-

〔

bn_1 bn一㌔-2 bn

A-bn_2 ㌔+bn_1 bn+1-i

bn bn+1-bn-1 bn+1A-ll

(3')

(2')

17')

(9り

(10)式を参考に,A,Bを(6)式の前進行列 として,まずFibonacci数列のよう~な二つ

の半無限数列を定義できる,

fan;n≧lJ=11･0･2･1･5･5,14･19･42,89････l･

(bn;n≧li=tl･1･3･6･14･31･70･157････〉･
その漸化式は,

( 115)
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an+1=an+窒an_I-ah_2I

bn+1=2㌔ +bn_1-㌔ _2･

また,極限は,

Ana

α
tL

ー

〔

1αβ

aa2ap

papp2

(A -す00),

(4')

(n→m) (ll')

an+I/anーa(TLー 00)･ bn+1/bA→P (nーCD)･

続いてその逆行列である後退行列

A-1=

を使って無限行列に拡張で目し引

11_

100
10 11]･a-I-(-:

A~n=

B-n=

a_A+1-a_A_lan+2-a_Aa_A+1+a_A

lb-nb

_A_I A_A-b_A_2

_b _b +b .b
-A-2Y_A.I-A_1 I_A+1

a_A a_仙 1-A-A_I b

bn+1 bA -b仙 1+A

(8')

bh bn_1 -㌔ +bA_2

㌔+1+bn_1-㌔+bn_2 ㌔+bh_I

Elk+1 -㌔ +2+aA αn

A+2+an ah+1十㌔ -an+I+α

αn -an+1十㌔ _1 ㌔ _1

なので,

an=b_A,ao=bo=0

となり,無限数列としては一つになってしまう.an,pbをan,bnで表せば,

Qn=aA_I+ann+(a..1-ah_1)P･

F = b. _ 1+ (a.+1 - a._ 1)a+a.P･

その逆は,

a.-竿 Lian･三 (PTT-(一 狛

(12')

(12り

bh-苧 (:pn弓 (三 )A-(一芸 )n ] ･

である.

このように,正5角形についてと同様な,美 しい自己相似の世界が正7角形につ

いても広がっている.Penrosetiling同様の趣向は,どの正多角形についても可能

であろう.Ⅰト1の最後に,連分数について述べたが,連分数は2数の比に対するも
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のであるが,3数以上に対する連比についても同様の入れ子構造的な比を想定で き

る.既に誰かがやっていても不思議はない.1:叫 は最も簡単な(おそらくパラメー

タを1にとった)｢三数連比連分数｣ に相当していると考えられる.

ⅠⅠ-3.任意の正多角形の対角線

Gを任意の整数とする.正G角形はD-lG/2]-1種類の(通常の意味での)対角線 を

持 って い る.日は,小 さめの整数部分 を と りだすGau.ss記号で あ る.1内角 の

(a-2)分の1の角度をOとする.辺長1を第0対角線というように拡張する.外接円半

径札 第n対角線の長さdnはそれぞれ

1
R=茄 , dn

で与えられる.一般に,

である.具体的には,

Sin(A+lP

Sin e
(n=0,1,2,..P),

dG_1=0･ dG_a_2-dn

sin20

do=l and dEdl=忘 す=2cosO･

一般式は,

(nJ2)

dn= ∑ (- 1)A
k=0

とdの多項式で表せる.す な わ ち,

これらは母関数

(A-A)!

h!(A-2k)!

d2=d2-1I

d3-d3-2dI

d4-d4-3d2+1I

dS-d5-4d3+3d,

dn-2h

00

-∑ dnzn･
1-dz+22 .品 ~n

で表す ことができる.これは,
■◆

[1-2Lz+221-Y=∑cvn(i)zn,
n=0

を母関数 とするGegenbauer多項式

(_1)Ar(V･…)r(n･V)
C γ(i)=.i

n 2n

のγ=1,i-02の場合

r(2y)r(A+V+i)2

(1-22)(lJ2" dnαー
- 【(1-22)A+Y-(W )]

n! 血tL

a =C:(02)･A

( 117 )
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沌8)

(19)
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である･ これらの間の関係は,dnをn=Oから順にならべた行列表現

(a.･dl･d2････,dJ
をとれば,一般に(6),(6')に対応するD個の(D+1)×.(D+1)行列

A1..Oof

100…00

0

1

0

1

0

1

0

1

0

00..01

00..11
で表せる.これらの行列

B=

0010...00

0101...00

1010...00

0101...00

....… .1

000..ll

000.1ll
を持つことは,

0000...01

0000… 11

0000… 11

0001…11

....… .1

011..ll

111.1ll
武の形から

(23)等は,これらの行列群に共通の固有ベクトルである. 以上は,

(23)

(6り

理解できる.

まず星型多角

形一般に拡張できる.ただし,よく使われているように,例えば一筆描き星形に相

当する星形正5角形は2周 して閉じるという意味でG=5/2である.星形正7角形には

7/2と7/3がある.星形正多角形では,対応する正多角形の対角線が辺になることを

考えればわかるように,一般に星形正G角形には対角線の種類と同じ数だけの種類

がある.(その外の場合にも拡張できるが,帝単のためここでは一応Gが素魚の場

合に限っておく)

Ⅰト2で,正7角形について述べたようなことは,これらに対 してごく一般的に拡

張できる.最後に(19)式の具体例を示す.
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11Ⅰ.閉曲面の形を表現する基底としての点群調和関数

- 直交多項式,行列表現,確率過程-

この研究の本来の目的は,表祖のように,いろいろな閉曲面的な形を表現 したり,分類 したり,

体系化 したりするために,球面調和解析することに関係 している.汎地球規模でのいろいろな観

測網ができたり,また,環境間送の関連などからも,丸い地球 を意弘することがますます重要に

なってきている.さて,立方的な対称性の場合については,すでに結晶場理論などで立方調和常

数が知 られている【3】.準結晶の間親に関係 して,正20面体的な対称性 を持 った調和関数を求め

ようと試みた.その過程で,回転群の行列表現であるスピン行列 を利用する.任意の長さのスピ

ンに対 して任意の方向のスピンの固有ベク トルを一･般的に求める方法 を発見 した.それが可能

になっ.たのは,ある種の確率過程 とスピン行列の間にある一般的な関係が見抜けたためである.

それが,スピン行列の演算が整数型でできるような表示の発見につながった.この節の内容は,

本稿の中で一番の自信作部分であ り,関連する間短 も多い.しか し,話はかなり複雑であ り,こ

こで具体的にご紹介できるのはそのほんの一部分に過 ぎない.群論的な表現 に筆者 自身が疎い

ということもあるが,形の間接 としての理解を念頭において,直感的な表現 をむしろ意弘的に多

用 している.群論の青葉の方が分か りやすい方々への配慮 として,不完全ではあるが,( )内に

対応する群論記述をした.

ⅠⅠト1.調和解析

波の重ね合わせ として関数を表現するFourier解析は,形,構造の問題にいろい

ろ使われている･Ylれ(0,i)…Plm(cosO)e血ゆによる球面調和解析は,球的な対称性を盛

り込んだFourier解析 といってよい.ただ し,経度少については複素数表示になっ

てお り,進行波としてみているので,Tnの波 と一mの波 とをうま く重ね ､書数表示

とし,定常波としてみるほうが,節の配置構造などもみやす くなる.さらに,球面

座標O,¢から単位球面(x2+y2+Z2=1)上での直交座標x,y,2,に移る と,立方的な対称

性 も見やす くなる.(以下では,規格化因子 を適宜省略 してあるが)例えば,l=1の

場合,m=OのcosO-2に見合 う よ うにTn=士1のsinoe±iQ/V2か ら,x=sinocosQ,

y=sinosi叫 と組みなお した方が形の直感的な理解に便利である.l=1は1個の節で

特徴付けられ,Zは赤道,xかま子午線が節になっている.また,別の直交座標に移っ

ても,J=1の3状態の中で混ぜ合わせるだけで別のJの状態が混ざることはない.一

般に,は 節の数を表す.

このような考え方の延長として,正20面体的な対称性 を持 った調和関数 を一般

的に求めようとすると,群論を利用 した り,行列表現 をとった りす尋のが便利で

ある.そのための準備として,次節では別の角度から考える.その上,まった く別

の確率過程のモデルから話が始 まるが,めん くらわないでいただきたい.

描 -2.Ehrenfest模型

ある意味での可逆モデルが示す不可逆性のデ号 ンス トレー シ ョンとして,

1907年Ehrenfestはいわゆる壷の実験 を行 った.朝永坂一郎先生は,名著 ｢物理学
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とは何だろうか｣の執筆とも関係 して,その追試を手作業で実行された.筑波大学

の朝永記念室に保存されている遺品の解読に関係 して,筆者は以前に数理科学誌上

でこれを紹介 し,自分の数理的な考察を加えた【4】. それが思いがけず今の問題 と

かかわってきたのである.

N個の玉に1か らN迄の番号をつけ,二つの壷A,Bに入れる.乱数で当選玉を決

め,それを今ある壷からもう一方の壷に移す.これがEhrenfestの壷の実敦であ

る.

任意の玉の数に対 して一般的な談論ができるが,ここでは分かりやすいように,

(i)玉4個の場合,.(ii)玉5個の場合についての具体例 と,(iii)一般の場合,を挙げる.

以下では,一方の壷例えばAにある玉の個数にのみ注目する.玉が確実に1個移動

する確率的なプロセスなので着目している数は,毎回1個の変化がある.1個増 えヽ
る確率はBの壷に,減る確率はAの壷にそのときにある玉の個数に比例 している.

つまりこの確率過程を表す遷移行列は(〟+1)×(〟+1)で

1

(岬 .=言

0

0

3

0

2

0

0

1

O一
0

0

0

1

15二㌔㈲
I

i
."‥o~

0

4

0

010000

502000

040300

003040

000205

000010

･㈲ 【wN･V.-紳 叫 ..1･heyh li(24)

と表せる.ただ し,上から壷Aの玉数Ⅳ,N-1,･･･0と玉数kを第N-A+1要素として

表示 してある.その(N+1)個の固有値は(士1,士(N-2)/N,士(NA)/N,･･･)というよ

うに,1と-1を両端 として等間隔に並ぶ,縦型固有ベク トルを固有値の大きいの方

から臓に左から右に向かって並べて行列を作ると.

1

(i)P.=i

r4!

1 1 1 1

2 0 -2_4

0 _2 0 6

_2 0 2 _4

_1 1 _1 1

1

(h)P5=こ苛

1 1 1 1 1

5 3 1 _1-3

10 2 _2_2 2

10-2-2 2 2

5 _3 1 -1 3

1_11 _11
となる.ただ しいずれも2｣偶 をくくりだしたときに,第1要素に1を.第2要素に固

有償の〃倍を配置したものになっている.こうして作った行列は,自身が逆行列 と

なっている,つまり自乗 したものは単位行列である.

p-1=p, p2=E (E:単位行列)

この行列は一般の〃に対 して母関数

1

声 V'1''lW nv-1'(1~l)NR

(26)

(27)

で表せる.つまり,固有値1に対応する固有ベク トルのAの玉数kに対応する成分は,

この式を展開 したときのfhの係数で与えられる.固有値1-1に対応する一番左の列

は,当然のことなが ら定常分布に相当する二項分布に比例 しており,Pascalの三角
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形に相当する漸化関係がある.他の固有ベク トルについても,〃が1だけ異なるも

のとの間に同様の漸化関係が存在する.

さて,行列Wの固有値の分布 は物理学 を知 っている ものには,(士S,士(S-1),

±(S-2),･･･)というように(2S+1)個の固有値がSとISを両端に等間隔に並ぶスピン

を思い起 こさせる.【スピンについてな じみの薄い方-の,ここで必要なことは

AppendixAに記す】

実際,行列Wで対称要素間の幾何平均をとる対称化を行 う.つまり,(Tn,a)要素 と

それに対称な(A,Th)要素 との幾何平均 を(Tn,a)要素および(Tl,Tn)要素とする対称行

列をつ くり,S-N/2倍すれば,スピンの大きさSの場合のSx行列になっている.

V5 0 0 0
0 2 0 0 0

1

(i)S,=言

2 0 V古 o o

ov古 o v古o

o o v古 0 2

0 0 0 2 0

･- xL･-狛

1

(a)SJ=言

00一8VO一5V

l8

o

v

3

0

0

3

18V

o

O

0

0

0

0

0

0

0

0

l5VO一8V

015VO

(S一m)(S+,a+1)6仇れLl+∨(S+,nXS一m+1)6… ･.1i (29)

ただし,Tn,m'-S,S-1,S-2,･･･,TSの順に配置 してある.また,固有ベク トルから

作った前述の行列に村 しても同様の対称化操作 を加えれば,(ただ し,5倍は しな

い)そのSx行列の固有ベク トルが並ぶ,

1 V'言 ∨請 ∨請 V'言

1 2 V62 1

1

(i)U2=i

2 2 0 _2-2

v古o _2 0 V古
2 _2 0 2 -2

1 _2V盲_2 1

1

(追)ひ駅=二万

∨言 3 V言 _∨言_3

vT6 v言 _2 _2 V壷

∨IT _∨言 _2 2 V妄

∨言 _3 Vを Vを _3

1 _∨言vii_∨諒 ∨言

これは丁度x軸とZ軸が入れかわるような1800回転を意味するユニタリ変換の行列

Uss,Us-1-sZ･打㌔,Us-1--8,I㌔szUs-1-sf (31)

になっている.(このことに誤 りはないが,この行列の跡(trace)が回転軸の方向に

依存 しないための因子(-1)Sを乗 じてお くほうが,ここでは述べ ない後の諌論に

とって便利である.こ-こではそれによって何 も変わらない.).一般のSに村する

母関数表現は,平方根が沢山関係するため困難だが,ここまでの議論を整理する

と,一般のSに対 してとりうる方策が浮かび上がって くる.長さSのスピンのx成

分を表す行列Sxは,玉の数Ⅳ=28のEhrenfest過程 と密接な関連があ り,WとSx,
PとUは行列T
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1

T-=フ誘 ∂-,lT~1】-=v NCh6- 'h･k'-"I"-1,"-2,･･･,0'

に対応する非ユニタリ変換γで,

sTWT-1=Sェ･ TPr-1=U,

(32)

(33)

r-1sJr-sw･ T-lUT=P

のように相互に変換できる.従って,平方根 を含まない ｢確率過程表示｣ を使って

並数型の計算をし,最後に通常の表示に戻ればよい.数値計算をするにせよ,整数

型の結果なら,平方根を含むものよりもはるかに法則性を見抜きやすい.fス ピン

と確率過程の関鹿についての若干の物理的議論をAppendixBで行う.】

以上は,単なるスピン算法についてのちょっとした工夫にすぎず,スピンに無

縁の者とは関係ないように思われるかもしれない.しか し,ここでは評 しくは述

べ切らないが,冒頭に述べたように,閉曲面的な形の表現や,分類と密接に関係 し

ている.その談論の要点を箇条書にして記 してお く.

1 x方向のスピンに限らず,任意の方向のスピンについて,固有ベク トルを母

関数で表すことができる.

2 それを使って任意の軸についての1800回転のユニタリ変換の行列を,佳意の

長さのスピンに対 して求めることができる.

3 回転の合成によって,任意の軸についての任意の大きさの回転のユニタリ変

換の行列を,任意の長さのスピンに対 して求めることができる.

4 これによって,正20面体的な対称性を持つ直交多項式などを一般的に作るこ

とが容易になった.

これらの議論に必要な予備知識の確認等を丹念にすれば,おそ らく一冊の本に

なる分量であろう･詳 しい結果はここで述べないが,回転群を正二十面体群ん の既

約表現で展開したものをl=15まで表に示す.その先は,L=29=30-1(30は2-,3-,

偶数のf -奇数の∫

l Ag T1g T2g Gg Hg I Au Tlu 丁2u Gu Hu

01 00001 01 000
2 0000_1 3 001 1 0
4 0001 1 5 01 1 01

6 1 1 01 1 7 01 1 1 1

8 001 1 2 9 01 1 2 1

12 1 1 1 2 2 13 0. 1 2 2 2

5-回対称性の存在 と関連 してそれらの最小公倍数),までで ｢一巡｣ し,それ より

大きい〃こついてはある意味での繰 り返 しになっている.しかし,J=15から29ま
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では,14から0までの値から次のように求まるので省略 してある.示 されている

l=14とl=15の対応する欄にある数を加 える と1,3,3,4,5(規約表現の次元数)と

なっているが･一般に,l=loの場合と,l=29-loの場合 との間に同 じ関係がある.

なお,この表自体は,ここに至るまでのHの議論に頼るまでもなく,正二十面体群

Ihの規約表現の指標の表だけを使えば求まる.

この表の意味は次のとおりである.Agなどの記号の足についているg,山ま｢g

(gerade)は原点について点対称な偶関数であること,a(ungerade)は原点について

反対称な奇関数であること｣を示 している･表のHこ対応する各欄の整数をA,Tl,

T2,G,Hで表すと,

2Z+1-A+3Tl+3T2+4G+6H
(34)

というように21+1個のl次の3変数同次多項式 をを対称性に基づいて分類 している

(群の規約表現).Aはそれ自体で,この群のすべての対称性 を持っている,その他

の同次多項式は,この群の対称性の一部 を備 え,一部を欠いているが,(Tなら3,

Gなら4といった)対応する数だけの ｢合同な｣関数形を互いに直交(立体角積分で

定義 した内積のもとでの直交)させて作ることがで きるということを意味 してい

る.また,これら互いに ｢合同な｣関数すべてからなる集合はこの群のすべての

対称性(あるいは反対称性)を回復 している(この群における部分空間を構成 してい

る).

最後に,正20面体的な対称性を持つ直交多項式の低次のものを掲げてお く.

ただ し,(ei,i=0,1,2,3,4,5)は正20面体の12頂点方向に対応する6本の単位ベク ト
ルを表す.この内のどの2つをとってもそれらの内積は±(1/Vあのいずれかであ

る.上の表で,J=2では合同性が見やすいようにrの関数として ベク トル表示した.

x,y,Zで表すと,親 しみやす くはあるが合同であることが一目では見えない.これ
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ら低次の ものを求める限りでは,ここで行ったような議論は必要ない｡しか し高

次の場合にはそれが不可欠である.Agがl=0の次に登場するのはl=6,Auが初め

て登場するのはl=15である.立方対称 の場合なら群論を知らなくても対称性につ

いてのある種のセンスを持っていれば,x,3,Zの入れかえといったようなことで

片づ く.偶関数と奇関数との分離もはっきりとしている..一方,正20両体対称の場

合のl=29(つまり29次式)に相当するのがl-ll-12-1(つまり11次式,1別ま2-,3-,

4-回対称性に対応する2と3と4の最小公倍数)であり,高次の多項式をい じらねばな

らない.また,3次元であ りなが らx,y,Zと同等な(2回軸)方向が15もあ り,偶関数

と奇関数が互中 二混ってしまう.【xtynznと育いたとき,(l+帆+a)が奇数か偶数か

という意味ではない.例えばそれを奇数としたときに,i,Tn,nのうちの一つが奇

数で二つが偶数という場合と､三つとも奇数という場合がある.x,y,Zの入れかえ

ですむ立方対称の場合には分献 しているそれらが,正20面体対称の場合は混ざる

という意味である】

AppendixA スピンについて

物理的な説明は省き,ここで必要な数理的な性質のみを記す.まず,三つの演算

子Sx,S.,SZを,交換関係

tS,･S,)≡iS,･ tSZ･Sj=iS,･ fS.･S)=iS., (Al)

ただし,iA,J})ヨAB-JIA,

を満たす もの として定義する･演算子 としてのス ピン･ベ ク トルSはI(SI,S,I

S‡)を成分とする3次元ベクトル演算子である･つまり,直交座擦(x,y,I)から直交座

榛(E,q･()への座標変換によって得られる(SE･S巧･S()が･({･巧,i)杏(x,y,I)で表される
のと全 く同じ係数の一次結合で表される.この関係は,(30)式と

･S,,n巾･苧喜‡∨(S-Tn)(S+m+1)6… ･_1-∨(S+tn)(8-nt+1)6… ･+1i (A2,

lSz]〝m･空m6仇,n･

m=S,S-1,S-2,･･･,-S
によって,任意の整数上に対 してLXL行列で実現で きる.ただ し,L=2S+1

s=(L-1)/2である.,偶数のLに対応する半整数のSの場合(Ehrenfest過程 として

は玉数Ⅳ=L-1が奇数)と,奇数のLに対応する整数のSの場合(Ehrenfest過程 とし

ては玉数が偶数)とでは物理的及び数理的にも若干意味が異なるが,ここで評 しく

は述べない.後者(整数のS),は,球調和関数を基底 として角運動量を表示 したもの

でもあり,形の関連と密接な関係がある.

AppendixB スピンと確率過程

玉数Ⅳ個のEhrenfest過程の状態の総数は2〃個である.それらをN次元立方体の

頂点にみたてて,稜にそっての酔歩というとらえかたも出来る.通常理論的な考

察は〃--の極限で行うが,それは丸い地球を平面的な世界地図にすることと似
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ている. ｢形｣の立場では丸 さにこだわ りたい.量子論に対する古典論 と言 う意

味で,確率過程は(24)式のWの固有ベ ク トルに(相対)確率自体が並ぶ古典論である.

一方,(28)式のスピン行列sxの固有ベ ク トルは,各要素の二乗が確率 となる量子論

的なものである.WⅣ(〟-∞)で最大固有値1が効いて二つの壷の玉数がそろおうと

するのは,組合せの数の多い状態へ の傾向,つ まりエ ン トロピー増大である.一

方,ス ピンの場合にこれに相当するm-0-の傾向は,x方向に磁場 をかけること

によって得 られる力学的なものである.これらが関連する式で結 び付けられる と

言 うことは,物理的な何かを示唆 しているに違いない.

[1】 準結晶の数理にづいての一般的な解説としては,

小川 泰 数学セ ミナー 1986年1,2月号

小川 泰 サイエンス 1986年9月号

小川 泰 ｢かたちの科学｣ 小川 泰 ･宮崎興二編 朝倉書店 (1987)

石原慶一 月刊フィジックス 1987年8月号(シンポジウム 結晶成長)

[21 "SymmetryofThree-dimensionalQuasicrystals"inProceedingsof

hternationalWorkshoponQuasicrystalS,(Åug.30-Sept.5,inBeijing)

EditedbyK.I.Kuo(TransTechPublications).

【3】 例 えば,

上村 洗,菅野 暁,田辺行人 ｢配位子場理論 とその応用｣ 裳華房

(1969) p.145-1477-2表 p.173-174 8-3表

【4】 小川 泰 ｢朝永先生の手作業シミュレーション｣ 数理科学 1985年1月号

討論 (DISCUSSION)

準結晶にからむ二三の数理 小川 泰 (筑波大 ･物理工)

C.ペンローズパターン6次元立方体の､連結図形を2次元平面上へ ｢射影｣し

た図､という考え方は歪みが大 きすぎると思われる｡むしろ6次元立方体の

連結図形を2次元平面で切ったときの r断面｣ と見るべきではないだろうか｡

6次元立方体は5次元立方体を境界図形としている｡ この 5次元立方休と2

次元平面は6次元空間では 1次元直線で交わる｡

このことは次元公式 :

D=a+b-C により保証されている｡

D次元空間において a次元図形 とb次元図形は (a+b)､ C次元図形を共

有しながら交わる｡ 宮崎 興二 (神戸大 ･教養 ･国学)
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