
｢熟現象を扱う場の理論とその応用｣
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1 まえがき

統計力学の基本的アプローチは､おお きく4つに分 けられる｡ それ らは､ボ

ルツマン方程式､マ スター方程式､ランジュバ ン方程式､確率 リウヴィユ方

程式 による扱 いであ る｡

ボル ツマ ン方程式 によるアプロ-チでは､一粒子分布関数 (古典統計力

学では､〟-位相空間での)を扱い､不可逆性を導入す るのに ｢分子混沌 の仮

設｣あるいはそれ と同等の ものを仮定す る｡ マスター方程式 によるアプロー

チでは､注目 している系のアンサ ンブルの要素系の分布を記述する密度演算

子を扱 う｡ 古典統計力学の言葉を借 りれば､1l一位相空間内の点 の分布 を考

えるのである｡ 各点 は､注 目している系のアンサ ンブルの要素系の運動状態

を表 している｡不可逆性は､Il-空間の粗視化 により導入 される｡ ランジュバ

ン方程式 によるアプローチでは､物理量 の経路 を取 り扱 う｡ この経路 は､予

め定められた確率過程の下 に､確率微分方程式 により定まる｡確率 リウヴィ

ユ方程式によるアプローチでは､F一空間内のひとっの代表点の経路分布を

扱 う[叶[3] ｡ 径路 の分布 は､乱雑力の時系列での分布の反映である｡

Non-EquilibriumThermoFieldDynamics(N ETFD)の体系は､密度

演算子に対す る ｢時間非畳み込み形式｣(TCL)の射影演算子減衰理論 の議

論 [4,51を基に､いわば ｢対応原理｣と呼べるものにより､は じめてその建設

が始 まった [6,7] ｡ まもな く､N ETFDの体系が､7つの基本原理に基づい

て成 り立 っていることが発見 された [8]｡ さらに､繰 り込 まれた相互作用表

示での時間推進演算子 (テイ ルデ イアン･- ミル トニアン)に対す る最 も一

般的な表式が､一粒子分布関数 とセ ッ トで求め られた [9,10]｡ 従 って､N E

TFDの体系は､ボルツマン方程式 によるアプロ-チやマスター方程式 によ

るアプローチと深 く関連 していることがわかる｡ これ らのアプローチの枠内

で､散逸す る量子場 に対するカノニカル法 による定式化が行われ､その構造

が従来の場の量子論 の構造 と非常 に似ていることが示 された [11,12] ｡ また､
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NETFDに於 ける母汎関数が求め られ 【13ト さらにNETFDと Closed
Time-Path法 [14日16]との関連が示 された [17]｡

TCL形式 の射影演算子減衰理論 [4,5]を応用 して､非線形過渡的光学現

象の問題を扱 っている中で[18】-[29ト 開放系を記述す るマスター方程式 (拡

張 された リウヴィユ方程式)を簡便 に表記す るためには､2種類の演算子 を

導入す る必要 のあ ることがわかったのが､そ もそ ものNETFD建設の きっ

かけであった｡NETFDによる過渡的光学過程-の応用 もすでに幾つかな

され､その有効性が明 らかにされてい る[3叶[35]｡

この講演で は､NETFDの体系が､量子 ランジュバ ン方程式や量子確

率 リウヴィユ方程式 による7プロ-チを も含 め ることが出来 ることを示す

[36,37]｡ この拡張 によ り､NETFDの体系 をよ り深 く理解す ることがで

き､非平衡統計力学のより広い視野 にたって､この体系をさらに拡張､充実

することがで きる｡体系の心を簡明に説明で きるように､ここでは減衰調和

振動子 モデルを用 いる｡

第 2節で､量子系 ランジュバ ン方程式を導入す る｡ 第 3節では､量子系

確率 リウヴィユ方程式を導入す る｡第 4節 は､ まとめにあて る｡付録 Aで､

ボルツマ ン方程式 やマスター方程式 に基づいたNETFDの体系を､簡潔 に

まとめて紹介す る｡ 付録 Bでは､この講演で用 いた減衰調和振動子の不可逆

性を調べる｡

2 量子系ランジュバン方程式

減衰調和振動子 に対す る量子系 ランジュバ ン方程式 は､

dfa(i)p--(ilo+FC)a(i)P+f(i)fL, (1)

で与え られ る[36,･37]｡ ただし､dt-d/dtである. また､ガウシアン乱雑力演

算子 f(i)〟.-1-I(i),f(i)p-2-ft(i)､i(i)〟-1-ft(i),i(i)IL-2-一拍)は､

<f(i)P>-0,

< i(i)Pf(i')y>-2f誠 PV6(巨 i/),

で定義 され る｡ ここに､ ランダム平均 :<-･>や､行列

h- - (1㌔ _(1-㌔ ,),
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を導入 した｡ ただ し､

兎- 1/(exp(PRLJ)-1), (5)

であ り､PR は､環境 の温度 TRの逆数である (PR-1/TR)｡乱雑力演算子 の

相関 (3)は､｢第 2種揺動散逸 の定理｣を表す｡

テイル ド共役 は､

(AIA2)～ -AIA2,

(cIAl+C2A,)～ -C;Al+C;Å2,

(A)～-A,

(At)～-At,

＼I
ノ
)

1

6

7

8

′し

′L

t

で定義 される｡ただ し､Aiは任意の演算子を表 し､ ciは任意の C 一数を表す｡

量子系 ランジュバ ン方程式 (1)で記述 され る系の時間発展は､｢フォツカー･

ブランク方程式｣

∂tlO(i)>ニーihlO(i)>, (10)

で記述 される時間発展 与同等である｡ただ し､∂t- ∂/aiであるoテイルディ
アン ･- ミル トニア ンガは､

A-u(a†a-afa)

-iKl(1+2免)(a†a+ata)-2(1+再)aa-2hatat]-2而

-(LJ-if<)房Pap-i2JCaPI-1〝レaレ+LU+ipc,
日 日

で与えられ る｡ ただ し､シュレディンガー表示での熱的 2重項表記 :aP=1-

a,a〝=2- 紅 が=1- aI, ap=2--責を導入 して用いた (付録 Aを参照の

こと)｡

ハ ミル トニア ン(ll)の表式 は､射影演算子法 に基づ く減衰理論か ら､｢対

応原理｣により初 めて導かれた ものである [6,7]｡ N ET FDの体系の建設

は､すべてそこか ら始 まったのである｡

ところで､N ETFDでの-イゼ ンベルグ運動方程式が､次のよ うに与

え られていることは､注 目に値す る[6H8]｡

dta(i)p-ilh,a(i)P]
--(ilo+JC)a(i)～-2fC再〝レa(i)〟.
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NETFDに基づいた散逸を記述す る場 の量子論は､この-イゼ ンベル グ運

動方程式 (12)を基礎 に建設 され､調べ られた [11,12]｡

この節で導入 された量子的 ランジュバ ン方程式は､量子的伊藤方程式 [38,

39]の研究 に有力な方法論を提供す るであろ う｡ もう一度強調 してお くが､N

ETFDで は量子系でのフォツカー ･ブランク方程式 と､ ランジュバ ン方程

式 とが存在す る｡ これは､現在､数学者が進 めている量子的伊藤方程式 の建

設 [38,39]と､大 きく違 う点であ る｡そ こで は､フォツカー ･ブ ランク方程

式 は､考 えに入れ られていない｡

3 量子系確率リウヴィユ方程式

量子系確率 リウヴィユ方程式 は､NETFDの形式で､･

∂tLOf(i)>--iHf(iHOj(i)>,

と与え られ る [36,37]｡ ただ し､
<

iHf(i)--1/2laP(1+ rl)PUdtaレ+t･C･]

--1/2[淘 (a+at)+t･C･],

(13)

(14)

である○ここに､Tll1-71122-0,71112-71121-1であり､また､七･C･はテイル ド共

役の意味である｡ところで､< 1日♀- 0,(50),セあるので､<1Lhf(i)-0

が満た され る ことがわか る｡ これは､確率 の保存 dt< 1lOf(i)>-0を表

してい る｡ シュ レデ ィンガー表示での演算子 dfaFl は､

dta〝.--(ilo+fC)a･〃.+f(i)P, (15)

で定義 され る｡ 乱雑力 f(i)prは､(2)や (3)で与え られているô なお､乱雑力

(微視 的な情報) を含んでいるので､ テ イルデ ィア ン演算子 Hf(i)は､エル

ミー ト演算子 で もある｡

さて､(15)を (14)に代入 して､ T CL形式 の射影演算子法 [4,5]を用 い

て､量子系確率 リウヴィユ方程式 (13)の乱雑平均をとる｡そ うす ると､(13)
は､フォツカー ･ブランク方程式 (10)にな る｡ ただ し､

lO(i)>-L< Of(i)>>,
′ヽ

であ り､テ イルデ ィア ン演算子飢 ま､Hf(i)を用いて､

-ih-iitT.去r Adi1k(il),
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00
Îi'(i)-∑kn(i),

n=0

で表 される｡ ここに､

(18)

･'t,n(i)-(-i)n/.tdilitbi2･･･J.tod-i2n-1<kf(i)hf(il)･I･hf(inJ ,oIC･,

(19)
を定義 して用 いた ｡ シンボル < ･- > ｡.｡.は､｢順序付 きキュ ミュラン ト｣[4]
の意味で､

′ヽ /ヽ
< HJ(i)>O.C.-< HJ(i)>, (20)

′ヽ ′ヽ ′ヽ ノヽ /＼ ′ヽ
<Hf(i)Hf(il)>O.C.-<Hf(i)Hf(tl)> - < Hf(i)><Hf(il)>,(21)

′ヽ
< HJ(i)hf(il)hj(i2)>O.C.

/ヽ < ′ヽ ′ヽ ′ヽ ′＼
- <Hf(i)Hf(il)Hf(i2)>- <Hf(i)Hf(il)><勘 (i2)>

′ヽ ′ヽ ′ヽ ′＼ ′ヽ
- <'Hj(i)Hf(i2)><Hf(il)>- < Hf(i)><HJ･(tl)kJ(i2)>

′ヽ ′ヽ ′ヽ
+ <Hf(i)><Hf(il)><Hf(i2)>

′ヽ ノヽ ノヽ
+ <Hf(i)><HJ(i2)><Hf(il)>, (22)

のように､系統的な規則で与 え られる｡

この節で導入 さ頚1た確率 的 リウヴィユ方程式 によるアプローチは､乱雑

力演算子 を含んだ場の量子論建設 に対 して､ま~った く新 しい観点を与 えるで

あろう｡ このアプローチによ りNETFDの応用範囲は､飛躍的に拡大 した ｡

とい うの も､｢平衡状態か ら遠 く離れた非平衡状態｣ の問題 では､系を特定

す るのに､- ミル トニア ンや ラグランジアンを与 えるよ りは､確率的運動方

程式 (ランジュバ ン方程式 )を与 えることの方がはるかに多いか らであ る｡

4 まとめ

N ETFDの体系が､ボル ツマ ン方程式やマスター方程式 によるアプローチ

ばかりでなく､ランジュバ ン方程式や確率的 リウヴィユ方程式 によるアプロー

チを も含み得 る広 い体系であることを示 した｡量子系 ランジュバ ン方程式 と

量子系 リウヴィユ方程式 によるアプローチを､N ETFDの体系に取 り込む

ことに成功 したので､その応用範 囲は飛躍的 に広 が った ｡ なぜな ら､｢平衡
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状態か ら遠 く離れた非平衡状態｣の問題 は､確率微分方程式 の形で与え られ

ることが多 いか らである｡た とえば､ランジュバ ン方程式､確率的TDGL
方程式､な ど｡

この新 しい 2つのアプロ-チによ り､｢確率的場 の量子論｣建設 の足がか

りが得 られた｡その際､確率的運動方程式を書 き下すために､粗視変数のセッ

トを特定 しなければならない｡粗視変数 は､巨視的な時空変数 に依存する｡ 粗

視変数のセ ッ トの選 び方は､散逸す る場 の量子論 における表現空間の設定 に

於て本質的な役割を果たすであろう｡ 巨視的な時空変数で ラベル された個々

の表現空間は､粗視変数 に対する運動方程式 のセッ トで連結 され る [40] ｡ こ

の考えは､従来の場 の量子論 にはないまった く新 しい ものであ り､｢動的対

称性の破れ｣ と関連 してたいへん興味深 いものである[40,41]｡｢平衡状態か

ら遠 く､離れた非平衡系｣の問題で は､この ｢動的対称性の破れ｣が常に関わ

るのである (ス ピン緩和､ レーザーへの応用問題 として､[31,32]を参照の
こと)0

A､ボルツマン方程式やマスター方程式に基づいた

NETFDの体系

相互作用表示 における最 も一般的な繰 り込まれたテイルディア ン ･- ミル ト′ヽ
ニアン Htの表式 は,

ht-LU(i)(a†a-ゐta)

- iKll1+2n(i)](a†a+aTa)-2[1+n(i)]aa-2n(i)a†at]

-idtn(i)aPTPUaU

-lLJ(i)-ifC(i)]aPap- il∂t+2K(i)]aPn(i)FWaZ'+LJ(i)+iFC(i),(23)

で与え られ る[9,10]｡ ただ し､din(i)は

dfn(i)--2K(i)n(i)+iE<(i), (24)

を満たす ｡ ここに､熟的 2重項表記 :aP=1- a,ap=2-at､房P=1- aI,ap=2-

-左､行列 7IPU:Tll-T21-1,T12-T22--1と

n(i)JLレ- < 1Ia(i)レa(i)PIO>

-(1崇,il'(i)詔 t'(" ),
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を導入 した. 1体分布関数 n(i)は､

n(i)-<1Ja廿(i)a(i)lO>,

で定義 される｡

演算子 a,at,etc.は､カノニカル交換関係 :

lak,aと,i- 6k,k,, lak,ai,]-6k,k･,

(26)

(27)

を満たす｡｢テイルダ付 き｣ と ｢テイルダ無 し｣演算子 は､互いに可換であ

る｡本講演では､演算子 a,at,etc.の､運動量やその他の自由度を区別す る

ための添え字､k､を簡単のため省略するが､散逸す る量子場を常に扱 って

いることを念頭 においていただ きたい｡

さて､(23)と(24)の表式 は､次の基本要請か ら導 き出 された 【9,10]:
a)熟的真空のテイルダ不変性 ;

[0>～- JO>, <1[～- <1t･

b)相互作用表示の定義 ;

a(i)-含~1(i)aB(i), aW(i)-含~1(i)aIS(i),

(28)

(29)

ただ し､

d診(i)--ihtS(i), (iht)～-ihf, (30)ノヽ
である｡時間推進演算子 Hfは､テイルディアン ･- ミル トニアンと名付 け

られた｡ これは､必ず しもエル ミー ト演算子ではない｡

<1lht-0, (31)

を満た し､確率ゐ保存 dt< 1IO(i)>-0を保証する｡相互作用表示での熟

的 2重項表記を a(i)P=1- a(i),a(i)P=2.-㌦(i)､a(i)P=1- aW(i),a(i)P=2-
-a(i)で定義す る.

C)熟状態条件 ;

a(i)lO>-I(i)a廿(i)lO>, <1Ia廿(i)-<1Ia(i), (32)

ただ し､I(i)-n(i)/(1+n(i))である.

生成消滅演算子 7(i)P=1 - 7(i),7(i)P=2- 早(i)､お よび砕)p=1-

早 (i),砕)p=2--碑 )は､

7(i)p-B(i)Pya(i)U, 砕 )p-a(i)vB-1(i)yP, (33)
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により導入 される｡ただ し､｢時間に依存するボゴ リュボフ変換｣*:

B(i,- - (1'-1;下り -nl'i') ,

を定義 して用いた｡生成消滅演算子は､

ry(i)LO>-0, <1げ(i)-0,

なる性質を持つ｡

2点関数 G(吊I)lLV は､

G(t,I,)Py三一i<1ITla(i)Pa(if)レH0>

- lB-1(i)g(t,i')B(i/)]Py,
で与え られる｡ただ し､

Q(t,iI)FW- -i<1lTh(i)Pl(i')レ=o>

- (GR'.t,t')請 )),

である｡ ここに､

(34)

(35)

(､36)

(37)

GR(t,iJ)--iO(H ,)expf,tdsLid(Sト K(S)], (38)

GA(t,iJ)-iO(iI-i)expL,tdsl-iw(S)･a(S)], (39)

を定義 して用いた｡

ボルツマン方程式を書 き下す ことで､Jモデルを特定することがで きる｡本

講演では｣減衰調和振動子のモデルを用いる｡それは､ボルツマ ン方程革

dtn(i)--2J<ln(i)一札 (40)

で特定 され る.ただ し､剛ま､(5)で定義 される｡ボルツマ､ン方程式 (4=0)を

非摂動 テイルディアン･- ミル トニアンの一般表式.(23)に代入す ると､(ll)
を得 る[6,7,8]｡

*時間に依存するボゴリュボフ変換の規格化の定義【6,7,8】を､やや変更した｡この変更
により､Q(i,i')FLy の表式がより簡単になる｡また､本講演で導入された確率リウヴィユ方
程式の｢股表式において､この変更は本質的である｡
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このモデルのマスター方程式 (シュレデ ィンガー方程式) は､(10)で与

え られ､その解は､

)o(i),- exp[【n.(i)-n(0)]押 目0,,

となる｡ケ ッ ト熟真空 tO>-lO(0)> は､

(41)

αlO>-J叫 o>, (42)

で定義 され る｡ただ し､f-n(0)/(1+n(0))である｡ 1987年 に兄いだ

された [41]興味深い表式 (41)は､場の量子論における ｢自発的対称性の破

れ｣との類推で､｢自発的散逸 の発現｣ とい う概念の可能性を思 い付かせた

[9,10,42,43,44】｡ この概念 の研究 は､今後の課題の 1つである｡

- ミル トニアン(ll)は､

h -W(dtd-atd).2K宛 (43)

-W(7♀Tt一再fト iK(7♀Yt+西 t+2ln(i)一 句西♀), (44)

と表すこともできる｡ただし､dP-1=d,dP=2=孔 dp=1=df,dp=2- -ぬ ､

dP-Q~1pレaレ, dp-aレQ叫 ,

で定義 される｡ ここに､

Qpp - 1+元
(45)

(46)

を定義 して用いた｡生成消滅演算子 TP=1- 7t,TP=2-や ､今P=1-7与,iP=2-

-年tは､関係式

7(i)p- 含~1(け再 (i), 碑 )p-含~1(岬 S(i), (47)

を通 して定義 される.対角表現 k,(43),により､ただちに

d(i)-含~1(i)dg(i)-de一片t,

av(i)-含~1(i)銅 (i)-Ldt e尺t,

-447-

(48)



研究会報告

を得る｡一方､ノーマル積表現 k,(44),によりただちに

<lIh-0,

の成立がわか る｡なぜな ら､生成消滅演算子 は､

･両 0>-0, <11ヂ -0,

(49)

(50)

を満たすか らである｡ノヽ
H を対角的にす る演算子 と､ノ-マル積を定義す る演算子が違 うことは､

従来の場の量子論では見 られないN ETどD特有の ものである｡これは､非

平衡現象を扱 っていることの現れである｡

B 不可逆性

ここで､いま考えている系の､不可逆性を調べてみよう｡系のエントローピーは､

S(i)--tn(i)Inn(i)-[1+n(i)]ln[1+n(i)]), (51)

で定義 される｡一方､系の熟 の出入 りは､

d'Q-LLJdn,

で与え られる｡ 熱力学 によると､

dS-dSe+dS.･, dSe-d/Q/TR,

dSi≧ 0,

(52)

である｡(54)は､｢熱力学の第 2法則｣を表す｡(51)と(52)を､それぞれ (53)
中の dSとdSe として用 いると､｢エン トロピー生成率｣の満たす関係式 [45]

dSt･ dS dSe

di di di

-2Jtln(i)一 句ln

≧ 0,

γ申)[1+司
hl1+n(i)]

李得 る｡表式 (55)が不等式 (56)を満たす ことは､す ぐに確かめ られ る｡等
号 は､熱平衡状態 n(i)-宛か､準静的過程 FC- 0の ときのみ実現する｡
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