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田崎 晴明

1はじめに

これは､1990年の物性若手夏の学校のサブゼミで､2日間話をしたときの講義録です｡

量子力学の基礎はしっか り身に付けたマスターくらいの人達に､量子スピン系の最近の

トピックスを紹介 して､もし面白がっていただければ幸いと思って話しました｡

そのときの話を､世話人の筑波大の渡辺浩志さんが､丁寧にノー トにとった上に､講

義を録音したテープをもとにして加筆を行ない､立派な講義ノー トにしてくださいまし

た｡それを妻がワープロに打ち込んだものに､私が手を入れてできたのがこの講義録で

す｡最後のステップにやたら時間がかかってしまって､もう 1992年です !すっかり遅

くなってしまったことを､渡辺さんをはじめ､この講義に関心を持ってくださった皆 さ

んにお花びいたします｡また学習院大学の島田宗嗣さんは､卒業研究の過程で､この講

義ノー トに様 々なアイディアを捷供 して くれた上に､最終的な原稿のCridcalreadingを

行なってくれました｡このノートをまとめるのにお世静になった全ての皆さんに感謝 し

ます｡

FractalS,chaos,conformalfieldtheory,anyonといったポップな用語の飛び交う今日の統計

物理､物性物理の世界で､ ｢量子スピン系｣､あるいは ｢量子反強磁性体｣の問題など

というと､どうも地味そうな雰囲気がしてしまいます｡しかし (少なくとも今は)これ

はとても面白くて､生き生きとした研究分野です｡私はアメリカに出稼ぎに行っている

ときにこの分野に手を出しはじめたのですが､その後は純粋に面白いので続けています｡

そろそろやめにして他のことをやろうと時々思うのですが (そし-てちょっとは他のこと

もやりましたが)､どうも量子スピン系で面白いことが次々でてきてやめられずにいま

す｡

この講義の内容は､基本的には私が最近興味を持 っているHaldanegapという現象が

中心になっています｡聞き手 としてはマスターの学生の人達を念頭においていますので､

なるべく予備知識や周辺の関連する話題にも時間を割 くように努めました｡といっても

教科書ではなく､講義のスタイルをそのまま文章にしたものですので､self-containedで

ないところもあるかもしれません｡実際に講義をしているのであれば､中断して質問 し

ていただければよいのですが､このように印刷メディアに乗ってしまうとそうもいきま

せん｡何かおかしなところがありましたら､何 らかの形でご一報下さい.

当然ながら､夏の学校が終わってから今 日までに､この講義に関連 した内容について

も少なからぬ進歩がありました｡それらの新 しい話題を次々とこの講義ノー トに盛 り込

んでいくと､当分の間はこれを完成することはできそうにありません｡残念ですが､最

近の進歩については､ごく軽 く触れるだけにとどめました｡

また名古屋大学に集中講義に行った際に､高野健一さん (現在は豊田工大)と量子ス

ピン系や電子系について色々と議論 していただきました｡そのときに､無限自由度系 の

取 り扱いの微妙 さが話題 になったので､ここではAppendixでそのテーマについて少 し

詳 しくまとめてみました｡
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｢量子スピン系の理論｣

2スピンの定義など

今更スピンとは何かなどというお話しをすることもないでしょう｡スピンとは､量子

力学における偉大な､偉大な､偉大な発見の1つです｡昔の人が､電子という大きさを

持たない点状の粒子が､磁石の様に撮る舞 うことをみつけたわけです.電荷を持った大

きさのある球が､地球のように自転していれば､そこに電流が流れて磁石のように振 る

舞うのは当然ではないかとも思うのですが､そういう説明では色々と困ることがありま

す｡

その1つが､ご存じのように角運動量の大きさの開港です｡古典力学でもお馴染みの

軌道角運動量というのを､真面目に量子力学で取 り扱うと､量子力学の角運動量の表現

論ができます.ここでは､角運動量の大きさは力の整数倍 という限られた催しか取るこ

とができません｡ところが驚いたことに電子のスピン角運動量というのは力/2だったわ

けです｡電子のスピンというのは､普通の意味での回転運動とは考えることのできない

回転連動だったということになりますo (角運動量の大きさがカの整数倍に限られるか､

力βの整数倍かということは､数学的にはSO(3)とsU(2)の違いということになります.

我々の住んでるのは3次元の空間のようですから､そこでの回転を表す群 so(3)が物理

にでてくるのは当然のことといってよいでしょう｡ sU(2)というのはSO(3)よりちょっ

と (2倍ほど)大きいことを除けば､とてもSO(3)とよく似た性質を持った群です｡だ●●
からsO(3)を考えるのなら､ sU(2)も考えるというのは数学的た止極めて自然なことで

す.しかし現実の吻痩せもやはりSU(2)が顔 を出してくるというのはとても面白く不思

議なことです｡)

いずれにせよスピンというのは､基本的には角運動量の一種ですO一般に物がグルグ

ルと回っている様子を定量的に表そうとすると､回転軸の方向と､回転の速さを指定す

ることになります｡すると方向と大きさがあるので､ベクトルができることになります｡

こういう精神で､スピンはSという3次元のベクトルで書きます｡

S=(SX,Sy,SZ)

各成分は量子力学的な演算子になっていて､次のような交換関係を満たしています｡

lSX,Sy]=iSZ,【Sy,SZ]=iSX,lSZ,SX]=iSy

簡単のために力が 1になる単位を使っています｡これからずっとこれで行きます｡スピ

ンの大きさと呼ばれているのは､次の式にでてくるSという量です.

S2=S(S+1)

ここで左辺はoperatorですが､右辺はただの数ですOこれが素直にS2=S2七ならない
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田崎 晴明

ことも昔の人には驚きだったわけです｡

こういった性質 を持つ演算子は全て､具体的に行列で表現できます｡先ず基本的な S

=1/2の場合は､ご存 じのように

sx-i (? 去 I sy=f (用 s z-封 Ho1)

とできます.このようにSZを対角化するような表現をとるのが業界の習わしです.け

れど別にZ軸を特別扱 いしているわけではあ りません｡このような表示を取ることを

｢量子化軸をZ軸に取った｣ということがあります.これは明らかに悪い用語です.軸

を決めなければ ｢量子化｣できないわけではないし､ ｢量子化軸｣を変えたからといっ

て物理が変わるわけでもないのです｡ (悪い用語といえば､そもそも ｢量子力学｣とい

うのはよくないですね｡ ｢量子｣-｢とびとび｣というのが､この理論の本質というわ

けではないですから｡)

あとスピンの上げ下げ演算子というのを次のように定義しておくと､なにかと便利で

す｡

S士 =sx±iSy

これらの演算子が作用するのは､2次元の (複素)ベクトル空間です｡普通は基底ベク

トル (basisvectorです｡日本語はbasisstateもgroundstateもどちらも ｢基底状態｣にな

ってしまうので､とても不便です.)として､次のupstateとdownstateを取 りますo

up stat e :汁, - (三 ), do-nshte:止,-(:)

この2つの状態の任意の線形結合が､∫=1βのスピン1つの系の状態ということにな

ります｡

∫=1位のスピンが 1個だけの場合などは､なかなか試験問題にもなりませんが､これ

でも直感的にはわか らないことだらけです｡たとえば上の2つのbasisv∝torsの線形結

合で､

lT>+ll>,IT>-ll>,I†>+ilJ>,lT>-iIJ>

などなどの状態を作ることができますが､ これらがどういうスピンの状態を表現 してい

るかわかりますか｡答えは少し計算すればわかるはずですが､その答えを直感的に納得

することができますか? (私はなかなか納得できない｡)

電子の間蓮を考 えると､あくまでも∫=1β が基本ですが､電子が 2個あれば､結果

的にもっと大きなSの表現がでてくることがあります. (次の節で議論 します.)今回
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｢量子スピン系の理論｣

の話ではHaldanegapというのがでるためにS=1が大事になってきますので､特にこの

場合の表現を書いておきましょう｡

baisivcctorsは3つあります.

up state･. 汀> ≡ 21erOState: K> =

0

1

nU i downstac ･･ b l oi )

一般にスピンの大きさ∫を大 きくする極限を取れば､量子効果が消えて､いわゆる

｢古典スピン系｣になるといわれています｡しかしこれはかなり微妙な話で､私にはよ

くわかりません｡
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田崎 晴明

3スピン2つの系 :ウオーミングアップおよび何故量子反

強磁性体が面白いかというデモンス トレーション

3.1どういう問題を考えるか

まずとても簡単な練習問題を考えます｡電子が2つあって､何 らかの理由でそれらの

軌道運動の自由度は固定されてしまっているとします｡すると2つのスピン (大きさは

1β)の自由度だけが残ることになります｡ (もちろんスピン系の一般的なd)ゆで､

｢スピンが2つあって相互作用している｣ と言ってしまっていいわけですが｡)これら

のスピンの演算子 をSl,S2と書 くことにします｡ (この場合 の状態は､ 4つのbasis

vectors

什>1什 > 2 , l†> llJ> 2, lJ>11†>2, lJ>llJ> 2

の任意の線形結合です｡ケツトの1とか2とかいうのは､スピン1､2の状態という意

味です｡一般にスピンがⅣ個あっても同じようにスピン1個ずつの状態をずらりと並べ

て､全系の状態を作 ります｡だから表現空間の次元は2〝です｡)

2つのスピンの相互作用の形として､最 も基本的なのは次のような回転対称なもので

す｡

Hfqr｡=-Sl･S2, H机dfc..｡=Sl･S2

ここで内積の前にマイナスがついていると､ 1と2のスピンがそろったときエネルギー

を得しますCこういうのを強磁性的 (ferromagnetiC)な相互作用 といいます｡逆にマイ

ナスがないと1と2が反対向きのときエネルギーを得 しますが､これが反強磁性的

(antiferromagnedc)な相互作用です｡

以下これらのハ ミルトニアンについて基底状態 (groundstate､一番エネルギーの低い

状態です)を求めていきます｡基底状態というのは要するに絶対零度で実現 される状態

のことです｡なぜ有限温度をやらないかというと､絶対零度だけ見ても難 しくかつ面白

い問題があるからです｡

3.2古典的スピン2つの系

まずスピンを lsJ=Isd=1を満たす (古典的な)ベク トルだと思うことにしまし

ょう｡すると上のハミルトニアンの基底状態を求めるのは全 くの朝飯前です｡

強磁性の場合 1と2のスピンがそろっていさえすれば､後はどうでもよい｡2つがそ

ろったまま､どちらを向いても構わないので､基底状態は無限にあります｡反強磁性の

場合は､S2う-S2とでも変換してやると､強磁性のときとまったく同じになってしま

います｡特に面白くありません｡ (図を見よ)
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｢量子スピン系の理論｣

密 葬 密 葬

ferromagnet antiferromagnet

3.3量子的スピン2つの系

ところが､量子系では基底状態において強磁性と反強磁性の間に違いがあります｡特

に最も基礎的な∫=1/2の場合を考えてみましょう｡まずハ ミルトニアンをちょっとい

じると､

H-±Sl･S2-iff(sl･Sカ2-号‡
と書けます｡ ((sJ2=∫(∫+1)を便いました｡)するとハミル トニアンの固有状態を求

めるのは､合成角運動量の固有状態を求めるのと全 く同じだということになります｡そ

こで各々の場合について基底状態を求めると､次のようになります｡

強磁性

基底状態は無限個あります.次の3つの状態 (巾plet)の任意の線形結合が基底状態で

す｡基底エネルギ-は-1〃です｡

I†,1.lT,2, IJ,I'1,2, i (I†,1Ji,2山 ,1J†,2)

3つめの状態は1と2のスピンが反対向きになっているみたいに見えますが､実は全体

として横向きになっているのです｡この辺 りも量子力学のワナですね｡

あと､上の3つの状態に演算子 S=Sl+S2を作用 させてみると､まさにS=1の場

合のスピンの表現ができたことが分かります｡これが合成角運動量ということの意味で

すね｡

とにかくこれらの基底状態では､2つのスピンはそろっていて､ある特定の方向を向

いていることが分かります｡これだけです と､なんだ量子スピン系 と特に断ってみても

古典とほとんど変わらないじゃないかと思われるかもしれません｡しかし､反強磁性に

なると話は全然違います｡

反強磁性

古典のときのようにS2うーS2という変換をすると､スピン演算子の交換関係が目茶

苦茶になってしまいます｡あくまで真面目に基底状態を探さなくてはなりません｡
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田崎 晴明

角運動量の合成を考えれば､基底状態は次のようないわゆるsingletで､基底エネルギ

-は-3〟です｡

を('†,1ll,2-帖 †,2)

ここでこれまでと､決定的に違うことが 1つあります｡それは､

ということです｡2つのスピンが逆を向いていればよいという古い考えでは､基底状態

は無数にあるはずです｡それでは､このひとつ以外の反対向きの連中はどこへいったの

かという問題になります｡実はもう少 しよく調べてみるとわかることなのですが､この

基底状態はどこにも いていないので ｡実際

(sl+SJ(L†'111'2一山'll†'2)-0
となっていますoスピンを α軸 (α=x,y,orz)のまわりに角度 0だけ回転する演算子

は､

exp(i0(Sla+S2a))

ですから､上の状態が任意の (スピン空間で)回転について不変であることがわかりま

す｡このように回転対称な状態を俗に ｢まるい｣ と言うようです｡

以上のことを表にまとめますと次のようになります｡2つのスピンの系の基底状態は､

量子系 古典系

強磁性 まるくない､無限個 まるくない､無限個

反強磁性 まるい､ただ一つ まるくない､無限個

です｡こうして見ていくと､反強磁性一量子系 というのだけが､他 と際だって違ってい

ることが分かります｡

反強磁性一量子系だけがなぜ他 と違うのかと言うと､実はそれが､ ｢量子ゆらぎ｣ に

よるのだということになっています｡他の3つは､量子ゆらぎが小 さいので､ハミル ト

ニアンの命令 したとおりの方向に向 くわけです｡でもこれだけは､量子ゆらぎが大きい

ため､色々な方向を向いた状態がグチャグチャに混ざって､結局 ｢まるく｣なるのだ と

思うことができます｡

もちろん ｢グチャグチャ混ざってまるくなる｣などといっても何のことやら全 く分か

りません｡しかし回転対称な基底状態がでてくるというのは､数学的な事実です｡だい
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｢量子スピン系の理論｣

たい量子力学というのは､こういう直感を越えたことがいっぱいでてきます｡電子の2

重スリットによる干渉実験なんかでも､電子が 1つのスリットを通ってくる様子は容易

に想像できるけれども､同時に2つのスリットを通ってくる様子なんて想像できるわけ

がない｡しかし､ちゃんと干渉じまはできてしまうのです｡

スピンがたった2つだけでも量子ゆらぎの大きいところでは､人類の直感にそぐわな

い現象が起こるのだから､これがスピンが もっと多 くなったら､もっととてつもなく面

白い事が見られるんじゃないだろうか?というわけで､これから量子反強磁性体の問題

を真剣に考えていくことになります｡
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田崎 晴明

41次元の反強磁性スピン系 :Be山eansatzと Haldane

予想

4.1強磁性の系

今度は1次元の格子を考えて､格子点の上に大ききざのスピンがのっているとします｡

(もちろん現実の物質は3次元なのですが､"quasi-onedimensional"と呼ばれる一連の

物質は､ある方向の相互作用だけが特に強いのでかなり1次元的に振る舞います｡ (日

本では､低次元系の研究は実験､計算機､理論ともども非常に盛んです｡)もちろん理

論は面白いからやるので､実験があるかどう中を気にする必要はないのですがo)各々
のスピンを表現する空間の次元が2∫+1ですから､格子点が エ個あれば､全体の表現

空間の次元は (2S+1)LになりますO格子点をi=1,2,...,L,という整数で指定 し､格子点

iの上のスピン演算子をS.･と書きます.

これからは､隣り合う格子点にあるスピンどうLが相互作用 し合っているような系 を

考えます｡

先ずは前座の強磁性の問題を考えます｡簡単のたり､S=1/2としますOハミルトニア

ンは､
エ

H--∑sL･S.･.1utj門

です｡ (これは強磁性ハイゼンベルグモデルと呼ばれています｡)ここでは周期的境界

条件を取 り､エ+1は 1に等しいことにします｡強磁性の場合､励起状態はとても面 白

いのですが､この講義の主題である基底状態では非常に簡単になってしまいます｡

とにかくそろっていればいいので､

Ial1up> ≡ IT>11†>2lT>3- IT>L

というように､全部上を向けてやれば基底状態になりそうなものです｡ここでハミル ト

ニアンを

エ

H-一言は(slsこ1･SlSil)･SFfsil)

と書き直 しておきます｡この形で Hをtallup>に作用させてやると､明らかに上げ下げ

演算子の方は0になります｡それで lallup>はハ ミル トニアンの固有状態になっている

ことはわかりましたdこれが実際に基底状態であることを示すのは後一歩ですので､気

になる人は証明を考えてみてください｡ヒントは､さっきやった2つのスピンの問題の

結果を使うと楽だということです｡

今考えているハミル トニアンは回転対称で､今作った基底状真削事上を向いていますか
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ら､当然他の方向を向いた基底状態もあるはずです｡これを探すためには､基本的には

スピン空間での回転をIallup>に施してやればいいわけです.またS~=∑klSl-という

演算子がガと交換することを利用すると､もう少し楽に全ての基底状態を求めること

ができます｡

というわけで､相変らず強磁性の基底状態というのはスピンが同じ方向にそろって､

どちらか特定の方向を向いているのです｡あまり ｢量子的｣ではないということでしょ

う｡

4.2∫岩1/2の反強磁性の系

いよいよ反強磁性の問題を考えましょう｡ハミル トニアンはいうまでもなく

i L

H-∑S･･･S･･･1-..Elを(sls左1'SlSkl)'SfS左1u:}‖

です｡ (これは反強磁性ハイゼンベルグモデルです｡)

対応する古典系 (スピンをただのベクトルと思う)の基底状態は､隣り合うスピンが

互い違いに逆の方向を向いた状態です｡基底状態は無限個あって､いわゆる長距離秩序

(longrangeorder)を持っています｡その意味は､もし仮に原点でのスピンがどちらを

向いているかを知っていたとすると､どんな遠 くにあるスピンについても､その向きが

(正確に)予言できるということです｡

念のために､量子系では当たり前の状態が基底状態にならないことを確認しておきま

しょう｡反強磁性では､隣り合うスピンが逆を向きたがっていることを考慮 して､次の

ような基底状態の候補を考えます｡

IN6el>=l†>llJ>2I†>3止>4-I†>L_1lJ>L

ここで Nielというのは､昔この手の事を考えた人の名前です.先程 と同じように､H

をこの状態にかけてみます｡すると今度は上げ下げ演算子がちょうどうまいところにか

かると

sls左1･･･1†>i_1It>.･JT>L.1LJ>Lr2- ≡-l†>LIJT>LLt>L.1Ji>L.2-

のように､欲 しくもない状態がでてきます｡つまりINiel>はハミル トニアンの固有状態

ではないのです｡この辺が量子系で強磁性 と反強磁性が圧倒的に違うところです｡

というわけで､反強磁性の場合基底状態を求めるのはそう簡単ではなさそうです｡こ

の間題を最初にきちんとやったのは､あのBetheです.多分 Betheansatz (ベ-テ仮設)

という言葉は皆さん聞いたことがあるのではないでしょうか｡これは､Be血eがこの間

題を解いたときに ｢ハミルトニアンの固有状態はこのような形をしているに違いない｣

といって持ち込んだ作業仮設のことです｡
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作業仮設 というのは､単なる仮定や仮説 とは違います｡はじめは作業仮設を仮定 しそ

理論計算を進めるのですが､答え (この場合は固有状態の候補)が出た段階で､それが

本当に正しい答え (真の固有状態)になっているかどうかを､ (はじめの仮定には拠 ら

ずに)厳密にチェックするのです｡このチェックがうまく行けば､得られた答えは厳密

に正しいことになります｡チェックに合格 しない場合は､仮設を建て直すところから再

出発です｡ ｢仮設｣というのは､建物を建てるときの足場の様なものです｡建築中には

足場に頼っていますが､工事が終われば足場を取 り払っても建物はしっかりと立ってい

ます｡逆に ｢仮説｣に依存 した理論 というのは､足場の骨組みの上に作ってしまった建

物のようなものでしょう.建物ができて､人が住んでいても､足場の骨組みを外すと.ガ

ラガラと崩れていきます｡

最近はBetheansatzの専 門家も ｢ベ-テ仮説｣という訳語 を用いているので､ちょっ

とひっかかりますOたしかに最近ではasym ptoticBetheansatzというのも使われていて､

これはどうも ｢漸近ベ-テ仮説｣と呼ぶべきもののようですが｡

Betheansatzは､量子スピン系の問題に限らず､場の量子論や統計力学の問題にも (う

まくいく場合には)頻繁に応用されていますO今で もBetheansatzで飯を食っている人

はかなりいます｡やっぱり偉い人は偉いのですね｡

Be也亡は､∫=1ノ2の場合に上のハミル トニアシの固有状態を (おそらく)全て求めて

しまいましたo これは実に 1930年代の仕事です.そこで Bethe (及び後の人々)のや

ったことから､ 1次元の∫=1/2反強磁性ハイゼンベルグモデルについては､以下のこ

とが (全てが完全に厳密 というわけではないけれど)わかっています｡

1.基底状態は､ (無限体積極限で)唯ひとつである

2.基底エネルギーの上にエネルギーギャップはない (つまりいくらでも小 さな励起エネ

ルギーを持った励起状態がある｡)

3.基底状態での相関関数は､ゆっくりべき的に減衰する

(具体的にはくS,･･Sj)-li-A-1という具合に (遠方で)減衰 していくとされていますo
ただしこの-1乗の前に対数の補正がつくのではないかという説もあります｡)

1は､この 1次元系の場合にもやはり量子ゆらぎが とても強いことを示しています｡

古典系の場合には基底状態は長距離秩序を持って特定の方向を向いていたわけですが､

ここでは基底状態はまた ｢まるく｣なってしまったのです｡2,3の性質は､場の理論 に

通 じた人なら "massless"と､相転移の話を知 っていれば …Critical… (臨界点っぽい) と

いいたくなるようなものです｡ (たとえば2次元以上での強磁性イジングモデルでは､

臨界点 ㌔ 直上に限 り相関関数がべ き的に減衰することが知 られています｡)量子ゆ ら

ぎは､ (古典的な)長距離秩序を破壊してしまったわけですが､まだスピン達の間には

秩序への未練が残っているのでしょう｡ (なにしろここは絶対零度ですから｡)ちょう

ど秩序 と無秩序の境目ともいえるmassless=CritiCalな振る舞いを示しているのです0
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4.3Universah'ty信仰の話

突如話は変わるようですが､統計力学の世界 には"universalityM (普遍性) という信

仰があります｡信仰なので､明確な定義はありませんが､ここでは

ある種の 物理現 の本質は､モデルの詳細には依存 しない

とでも表現 しておきましょう｡こ'5いう考 え方が最も華々しく成功したのは､おそらく

臨界現象の理論でしょう｡たとえば強磁性体の (有限温度での)相転移の問題 というの

を考えると､先ず面白そうな量 として相転移温度 T｡というのがあります｡ところが こ

の㌔ という量は､全 く普遍的ではない｡交換相互作用やら飽和磁化やら様々なパラメ

クーの影響を微妙に受けて値が決まってくる｡こういうものを扱うためには物質のパ ラ

メタ-を色々持ち込んで､何かちまちました計算をしなければならなくなる｡ところが､

㌔ よりももっと面白そ うな量 として､相転移点近傍での特異性を表す臨界指数という

一連のものがあったわけです｡こちらは､ じつに普遍的な量になっていて､モデルのパ

ラメタ-をちょっとやそっと変えてやっても値は変わらないらしい｡これは大事なこと

で､イジングモデルなどという数学のおもちゃみたいなものを研究していても､鉄の相

転移ででてくるのと同じ指数が現われてくるというのです｡

ランダムさのない強磁性の相転移の問題では､スピンの対称性と､系の次元だけを決

めてやれば､臨界指数は一意的に決･まってしまうのではないかということが主張され､

今でもだいたいにおいて信 じられています｡ (といってもたいした根拠はまだありませ

んが｡)他にも相転移のあるなしなど定性的な問題には､普遍性が成 り立つと (漠然 と)

信 じられてきました｡

4.4Haldaneの予想

ここで､やっと量子反強磁性体の問題 に戻 りますoBetheが解いたのはS=1/2の場合

で､その他のSについては何 もいってはいません.でもmiversalityの敬慶な信者なら､

他のSで物事が変わるなどとは想像 もしないでしょう. (別にuniversalityが嫌いでも､

何かが変わるなんて思 う理由はないですね｡) ところが､1983年にHaldaneはとても面

白いことを言いだしましたo(F.D.M.Haldane,Phys.Left.93A(1983)464,Phys.Rev.Lett.50

(1983)1153)

まず､S=1β,3/2,5R,..という半奇数スピンの場合については､Betheの話 とほほ一致

しています｡基底状態は､上の 1,2,3を満たす と言います｡ ところが∫=1,2,3,..という

整数スピンのときは全 く話が違って､次のようになっているというのです｡

1.基底状態は唯ひとつ

2･基底状態のエネルギーの上にエネルギーギャップがある田aldanegap)
(つまり基底状態から励起 してやるためには､ある有限のエネルギーを加えてやらなけ
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ればならない｡)

3.基底状態での相関関数は指数関数的にすばやく減衰する

(つまり特徴的な長さ号があって､くSE･Sj)#eXP(-トJl/号)という具合に相関が減衰す

るということ｡)

3の性質は､まるで強い熱的ゆらぎで秩序を壊された高温領域にあるイジングモデル

のようです｡ところが今考えているのは基底状態です !ゆらぎの原因は温度ではなく､

量子効果なのです｡

2,3のような振る舞いを場の理論的に解釈すると､…massiveMであるということがで

きます.統計物理的には､乱れている("disorderedM)とでもいえるでしょうか.

以上のようなHaldaneの主張をHaldaneconjectureと呼びます｡物理の理論は､ほとん

ど全てが数学の目から見れば"conjecture…ですoそれなのにわざわざHaldaneの話だけ

conjectureよばわりされるのは､これを信 じない人が多かったからです.Haldaneの論文

が極めて難解であるというだけではなく､その結果が従来の常識とは大きくかけ離れて

いたことがその理由だと思います｡Haldaneの話のどこがそんなに驚きだったかを考え

てみると､次のようなことが挙げられます｡

驚き1 整数スピンと半奇数スピンの系の性質が､定性的に違う｡これは mi veISalityに

反する｡なにかCritiCalなSの値を境目にして性質が変わるというのならまだ馴染みがあ

るが､ S=lP,I,3β,2,5P,3,...とスピンを大きさの順 にに並べたとき､ひとつおきに性

質が行ったり戻ったりして変わるなどというのはきちがいじみている0

驚き2 整数スピンの方は､これだけでも不思議｡無限系であってハミル トニアンが回

転対称であるにもかかわらず､ギャップがある｡ (回転対称なら､基底状態を (スピン

空間で)ゆるやかに ｢ね じって｣やれば､非常 に波長の長い励起状態 (=spinwave

excitadon)が作れそうに思うからです｡5.2節を参照｡)

驚き3 SpinWaveTheoryでは整数スピンと半奇数スピンのちがいはみえない.

HaldanCがどうやってこの予想を尊いたかをまだ話していませんでした.量子スピン

系でのSぅ 00の極限がtopologiCalterm付 きの nonlinearsigmam∝lelになるという議論な

のですが､これに深入 りする気はありません. IanAmeckの書いたreviewの中の説明が

比較的分か りやすいので､興味のある人はそっちを覗いてみてください.OanAffleck,

QuantumSpinChainsanddieHaldaneGap,J.Phys.Condensed.Matter.1,3047(1989).)

その後 Haldaneconjectureはどうなったか というと､S=1の系 についての膨大な数値

計算や､CsNiCl,､NENPといった擬 1次元系の実験が､彼の結論 と-敦することが分

かって､今では多 くの人に信 じられています｡ (計算機の方はやればできるというとこ
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ろがありますが (失礼 !)､実験の人たちがJ=1の捉 1次元系を素早 くみつけてくる

というのは驚異的ですね｡)しかし理論的にはまだまだです｡最も面白そうな∫=1の

反強磁性ハイゼンベルグモデルの場合にHaldaneの言ったことが本当だという証明はま

だありません｡私 も､とにかくこれを証明 してやろうと思い続けているのですが､どう

もうまくいきません｡かといって､何 もできていないというわけではなくで､理論的に

も面白いことがどんどん分かってきました｡そういう話をこれからします｡

- 1 37 -



田崎 晴明

5日aldaneConjeCtureの理論的な理解に向けて

5.0個人的な意見

寺田寅彦の文章の中に､ある生物の会議か何かにでていたら､ ｢この結果は未だに定

量的なものに過ぎず､定性的な理解はこれから｣というようなことを言っている人がい

て､寅彦は大変感心したという話があります｡ (どうもこんな風に書 くと格調がなくな

るので､皆さん原文に接 してください｡全集の第3巻です｡)物理屋は､先ず ｢定性｣
的な研究があって､それが ｢定量｣化 されていくというパターンを盲信 しているところ

があるけれど､これが逆転することもかな りある｡中身がろくにわからないのに､数値

だけ出しで悦に入っているというケースも多いしなあというわけです0

現在の ｢理論｣物理というのは､圧倒的な ｢定量｣先行型になっています｡とにか

｢理論｣と称 していても､コンピューターをがんがん回して作 り上げた美 しいグラフ

く

と

膨大な数値のいっぱいのっている論文がやたら出回っています｡こういうのを見ても､

何が起きているか外面的に分かるだけで､物理現象のス トーリー (定性的理解)はちっ

ともわかりません｡

もちろん ｢実験｣がなければ､事実そのものも分からない場合が多々ありますから､

私 も計算機 ｢実験｣そのものは極めて重要なものだと思っています｡特にカオスの発見

みたいなことは (ある意味では)コンピューター上での実験がなければ不可能だったわ

けで､現代 と未来の科学にとってコンピューターで見える世界 というのが重要な研究対

象になってくるとも思います｡しかし実験はあくまで ｢見る｣ことが最終目標であって､

科学する人間は見えたものを ｢理解｣したい､背後にあるス トーリーを自分のものにし

たいと思わなければいけないはずです｡ (別に実験家と理論家を分業 しようといってい

るのではありません｡自分で ｢見た｣ことを自分で ｢わかる｣のが最高なわけです｡)

最近分野を問わずコンピューターに依存 して仕事をしている ｢理論｣物理学者が実 に

たくさんいます｡そういう中で､本当に優れた理論家はちゃんと自分の頭を使って理論

もやっています｡たとえば人類の理論の能力でできるぎりぎりのところまでを全て厳密

にやっておいて､最後どうしようもないところをコンピューターに渡すというやり方｡

(これを数学でやる場合 には､いわゆるcomputeraidedproofにもっていくのが最終日標

になります｡)あるいは､現実世界の理解 されていない物理現象の本質をじっと見据 え

て､新 しいコンピューター上のモデルを構築するというやり方､などなどがあります｡

こういう一流の人々はよいのですが､そうでない人もいます｡本人は自分は理論物理

をやってると主張 してますが､要するに頭 を使 うのはアルゴリズムの最適化 とかメモ リ

ー領域のなんたらとかばかり.自分で物理 を考えるよりは､先生に言われた (あるいは

世間で流行っている)モデルのシミュレーションをしたほうが (楽だし)なにせ論文 も

いっぱい書ける｡うまくあてれば有名になれる｡

計算機実験家も必要だと認めた以上､だからどうした何が悪いと反論 されるかもしれ

ません｡確かに何 も悪いことはない｡こういうのは趣味の問題ですよね｡またダイアグ

ラム計算なんかはコンビュ-タ-とは違うけど､特に粟を使わないでも闇雲にできて し

-138-



｢量子スピン系の理論｣

まう点は似たようなものでしょう｡でも敢えて年寄に徹 して言わせてもらえば､若いこ

ろに頭を使わないと､歳を取ってからも使 えるようにはならないということはあるん じ

ゃないでしょうか｡大学院で研究したことを一生研究 し続けるなどというのは､全 く愚

かな考えですが､大学院で本当の研究をしなかったら､その後 (就職 してから)本当の

研究を突然始めるなんていうのはかなり困難だと思うのですが｡

計算機で論文を書 きためて､学位を取るというのは ｢理論｣の院生にとってかなり安

全性の高い選択です｡下手にハードな理論 に突っ走って論文が 1つも書けないくらいな

ら...という発想が頭に浮かぶ気持ちは分かります｡でもね...

というあたりで､歳よりの愚痴は終わりにしておきましょうC (夏の学校のコンパの

ときには､もっと過激なことを言ったかもしれないけど｡)

などと､本来の話から大きく逸れてしまいましたが､これか らやっとHaldane予想 の

話に戻 ります｡前にもいったとり､Haldaneの話がみんなに受け入れられるようになっ

たのは､彼の結論を裏付けるようなコンピューターシミュレーションがいっぱいでてき

たからです.人によっては､コンピューターシミュレーションで出れば､それでいい じ

やないかとも思うでしょうが､しつこく言っているように ｢出る｣のと ｢わかる｣とい

うのはやはり違います｡おまけに (これは好みの問題ではなく)計算機で取 り扱 うこと

ができるのは､有限の大きさの系だけです｡我々が今興味を持っているのは無限系の問

題ですから､計算機だけでは決して本当の答えは出ません｡やっぱり理論としてもうす

こし深 く探っていきたいわけです｡

この節では手始めに､従来の理論でなんとかなりそうなところからつつき初めること

にしましょう｡ (Haldanegapの話だけが知 りたい人は､5.1,5.2を軽 く眺めてから5.3

に進んでもいいと思います｡)

5.1反強磁性ハイゼンベルグ模型の基底状態の一般的な性質

- Perron･Frobeniusの定理とMarshalI-Lieb.Mattisの定理

先ずは､Marshau-Lieb-Matiisの定理の話をしましょう｡ (昔 Marshallが､ 1次元の場

合をまだるっこしく証明 したのを､その後 (といってもやっぱ り昔だけど)uebと

Mattisが､ずっと一般的にずっと簡単に証明したものです｡)これは､Haldaneの話と

は直接のつなが りはない結果です｡ただし反強磁性の場合の基底状態の基本的な性質 を

教えてくれるので､知っているとそれなりに重宝 します｡ただし後で言いますけれど､

この定理の意味を誤解 して不必要なことで悩んでしまっている人も少なからずいるよう

ですので､その辺は気 を付けましょう｡

さてこの定理を話す前に､数学で Perron-Frobeniusの定理 と呼ばれているもの くの最

も簡単な場合)を紹介 しておきます｡これを知っていれば､目指す Marshall-Lieb-Madis

の定理も簡単に証明できますし､他にも役に立つことがあるかも知れません｡
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perron･Frobeniusの定理 (対称行列の場合)

次のような性質を持 ったNxN行列 H ≡ thG)を考えます｡ (当然物理への応用では

これはハミル トニアンになります｡)

i)hg=kV･で､全ての成分は実数

a)i≠jならばhg･≦0

iH)任意の i≠jは､ hgの 0でない成分でつながっている｡ もう少 し正確 にいうと､

il,i2,-,iMがあって､ il=i･i2=jおよびh払 l≠0が k=12,...,M-1について成立す

る｡

すると行列 〃の最低固有値に属する固有ベク トル (つまり基底状態 !)は (定数倍

を除いて)唯一つで､その成分は全て正にとることができる.

証明 :

1)まず次のような事実を証明します｡

ベクトルu=(u.･)が Hの固有状態で､uE≧0(forani)を満たすならば､a.･>o(foralli)

が成立する｡

逆を仮足 します.つまりu.･=0(forsomeL)とします.これを固有値方程式

cu.･-∑hl,･uJ
∫

に代入すれば､性質 ii)から､h.･J･≠0となるjについて uJ=0でなければならないことが

わかりますoこの論法を繰 り返 し､かつ性質hi)に注意すればu=oとなり､矛盾です｡

2)続いて､ Hの最低固有値に属する固有ベクトル u=tu.llは､u.･>0(foralll) (あるい

は叫 <0(foranl))を満たすことを証明します.

また逆を仮定 します｡つまり〃の最低固有値に属する固有ベクトルⅤ=(γ̀)が､適当

なt,JについてvL>0,vJ<0を満たすとしますOここでu=tuii=tlvitIと置 くと､性質 ii)
から,

Eo-‡ V.･h.Jvj ≧ ‡ u.･hlJuJ
∫.ノ l,∫

が成立します.E｡はHの最低固有値ですので､不等式の右辺もE.に等 しくなければな

らないことになります｡つまりu も〃の最低固有値に属する固有ベクトルです｡1)の

結果から､u.･>o(foral日)であること､および性質i),iii)から､上の不等式は､

E｡-∑V.･hlJv,.,≡ a.･hIJuJl,) J.]

のように等号を含まない形に強めることができますoしかし､これはE.がHの最低固

有値であることと矛盾します｡

3)最後に､最低固有値に属する固有ベクトルが 1つしかないことをいいます｡

2つ以上あったとすれば､直交する2つの固有ベクトルu,Yを取ることができます｡
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｢量子スピン系の理論｣

ところが2)から直ちに(u,V)≠0となり矛盾です.

証明終わり

応用に入る前に少 し注意すべ き事を言っておきます｡上の定理ででてきた行列やベク

トルについての条件は､どれも線型空間の基底の取 り方に依存 した性質です｡だから具

体的な問題に応用するときに､演算子の行列表示をひとつ作って上の性質が満たされて

いないといってもあきらめてはいけないのです｡別の表示を取ればうまくいくかもしれ

ません｡

この定理は使えない状況では当然何の御利役 もありませんが､たまたまこれが威力 を

発揮する状況 というのもありまして､そういうときにはこれを知っているかいないかは

大 きな違い にな って きます｡何 か量子力学の問題 を考 え始 める ときには､先 ず

perron-Frobeniusが使えるかどうかを試してみるべ きで しょうO基底状態についてかな

り強力な情報が得 られることになります｡

少 し前にHubbardm∝lelの ｢長岡の定理｣ というのを一般化する論文 (H.Tasaki,Phys.

Rev.B40,9192(1989))を書 きましたo これはたいしたことのない許なのですが､長岡先

生が結構長い論文で延々と計算 して証明している内容を (かなり一般化 して)雑誌のペ

ージ裏表 1枚で証明 したというのが取柄です｡この論文の唯一のポイントは､長岡先生

の証明の本質はpem n-Frobeniusに尽 きていると気づいたことです｡ (といっても最初

からperron-Frobeniusだ と狙いをつけていたわけではありません.ごちゃごちゃやって

いるうちに､自分のやっているのはpe汀On-Frobeniusだと気づ くわけです｡)

ではようやく本題の Marsha11-Lieb-MattiSの定理に入 ります｡本当はもっと一般の場合

ができているのですが､必要以上に一般化 してもややこしいのでここではほどほどに一

般化 したものを紹介 します｡(E.H.Lieb,D.Matds,∫.Ma仙.Phys.3,749(1962).)

Marshall･Lieb.Mattisの定理

ここでは､ 1次元格子に限らず一般の有限の大きさの格子を考えます｡格子点全体 を

A,Bという2つの部分格子に分けておきます｡2つの部分格子の格子点の数は等 しいと

しておきます｡ (1次元格子の場合は､偶数番目の格子点 と奇数番目の格子点に分けま

す｡)各格子点の上に大ききざのスピンを置きます｡ハミル トニアンとしては､かな り

一般的なハイゼンベルグ型のものを取 ります.

H -∑Jg･S'SJ･, Jg≧091J
ここで相互作用のJglは､i,jが同 じ部分格子 に属するときには 0であると仮定 します.

また0でないJg･だけを辿って格子全体を歩き回ることができるとします｡

定理の主張は､この系の基底状態は唯一つで､合成スピン0を持つ
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(∑S,･)2G.S.)-0I
ということです｡さらに基底状態を展開したときの係数の符号までわかってしまいます｡

(証明を参照｡)

以前の言葉でいえば､上のようなハ ミル トニアンの基底状態はいつでも ｢丸 くて､ 1

つ しかない｣ということです｡

ただし､この主張から直ちに反強磁性ハイゼンベルグ模型では次元によらず対称性 の

破れがなく唯 1つの基底状態がでてくると結論するのは性急です｡上の定理が扱ってい

るのはあくまで有限の大 きさの格子での基底状態の性質でしかあ りません｡ここで無限

体積の極限を取るとどうなるか というのは､また全然別の話です｡ 2次元以上では､無

限体積の格子での基底状態は対称性 を破るのが普通だと思われています｡ (かなりの場

合に厳密な証明があ ります｡)このあたりの事情 をもう少 し理解 したい人は 8.1節 と

Appendixを見て ください.

MarshalI･Lieb･Mattisの定理の証明

sz=∑lSfはハ ミル トニアンと交換するので､H とsZの同時固有状態を考えます.

szの固有値 をM と書 きます｡エ ネルギーの固有値 E､SZの固有値 M>0を持つ固有状

態 Jqx,があったとします.H とS-=∑.･slが交換することを使 うと､

Ht(SつMlqz,)≡(S-)MHゆ =E((S-)Mlqz,)

となるので､エネルギーの固有値 E､SZの固有値 M=0を持つ固有状態があることがわ

か ります｡そこで以下 〟=0の状態にのみ注目することに します｡この空間での基底 を

次のように取 ります｡

ImlPZ2,･-)ニト1)∑･･̀▲(mrs)lml)1lm2)2･･･

ここで ト1)の肩の和は部分格子 Aの格子点についてです. また m.･=i,-S+1,...,Sで､

各スピンについての固有ベク トルは､

S.fEm).～-mlm)i,i(mJ(Sl)tn-m.Im').･,0

を満たすように取ることにします｡ (これは､普通のや り方です｡)

この基底は次のような性質を満たします｡ (証明は少 し計算すればできます｡)

i)任意の2つの異なった基底ベク トルについて (mlld2,-lHJml,m2,-)≦0となるo

ii)任意の2つの基底ベク トルは､ハミル トニアンの0でない行列要素でつながっている｡
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｢量子スピン系の理論｣

つまりperron-Frobeniusの定理が使えるわけです.その結果､M=0の空間では基底

状態は唯一つで､

IG.S.> - ∑ 伽 ,n%...h l,m2,･･t>, PnM h ...> O

ml,桝あ-･

と書けるということになります｡

この状態が合成スピン0を持つことを示せば証明は終わ ります｡そのために

Ho-(..EASt･)･(..PBS･')
というおもちゃのようなハミル トニアンを考えます｡このハ ミル トニアンの基底状態

旧.S.●>はかなり簡単に求めることができて､

(≡S̀)2lG･S･-)-01
を満たす事がわかります｡

ところでハ ミル トニアンH｡もMarshal1-Lieb-MattiSの条件を満たすので､基底状態

IG.S:>も ImlJn2,...>に正 の係 数 をつけた線型結合で書 くことがで きます｡ よって

<G..S.lG.S/>≠0がわかります.IG.S.>は∝iS.I)2の固有状態ですから (理由は考えてみて

ください)､結局その固有値は旧.S.'>と同様に0でなければなりません｡

証明終わり

5.2Lieb･Schultz･Mattisの結果

- 1次元の半奇数スピンの系では､ギャップがないのが自然であるという定理

いよいよHaldanegapと密接に関係のある話に移 ります｡前の節の最後で､回転対称

な系ではエネルギーギャップがないと考えるのが普通だと言いましたが､これからその

常識をもう少 し真剣に数学にしてみます｡常識の背後にある思想は､回転対称な系であ

れば､基底状態をゆるやかに ｢ねじって｣ やれば非常にエネルギーの低い長波長の励起

モー ド (スピン波)が作 られるだろうということでした｡

しつこいですが､念のために思い出 しておくと､Haldaneは整数スピンの 1次元ハイ

ゼンベルグ模型はエネルギーギャップを持つと主張して､波紋を巻き起こしたのです｡

Haldaenが正 しければ､上の考え方は (少なくとも整数ス ピンについては)どこかがお

かしいということになります｡

これからの話は､昔 Lieb,Shultz,Mattis(An n.Phys.16,407(1961))が S=1/2についてや

ったものを､Haldaneの話 との絡みで Afneck,Lieb(btt.Math.Phys.12,57(1986))が一般

のSに拡張 したものです.ただし同じような事に気づいていた人は結構いたようです｡

- 143-



田崎 晴明

たとえばRolb(Phys.Rev.B31,7494(1985))にも同じ事が書いてあるようです｡

ここではスピンSの1次元反強磁性ハイゼンベルグモデルを考えますo格子点の数 L,

は有限で偶数､後の都合上格子点にはi=-LP,...,U2と番号を付け､周期的境界条件で

両端を同一視 しておきますoMarshal1-Lieb-Mattisの定理 により､この系の基底状態 10>

は唯一つに決まって､回転対称である事がわかっています｡

次にr(く上々 )という数をとってきて､-rからrの範囲で基底状態をゆるやかにね じ

ってやることを考えます｡もともとの基底状態が回転対称なので､ゆるやかな ｢ねじり｣

によって非常に低いエネルギーの励起状態が作 られるのではなかろうかというのがねら

いです.ねじるために次のようなmi taryoperatorを作 ります.

′
U,-exp(∑iOJ･Sj), 0,･-(巨1)刀tJ:垂h

このoperatorは､j番 目の格子点のスピンを0,だけ Z軸の回りに回転 します.0,は-Tか

らrのところで丁度 1回転するようにつくってあります｡ となり同士はのほんのわずか

の回転 (1/rのオーダー)にすぎません｡こうして

LTwist,>=U,Kh

は､ r程度の波長をもった励起状態の候補 となるわけです｡ (この候補 と言うところが

ミソです｡)rを充分に大きく取れば､望むだけ低いエネルギーの励起状態がでてきそ

うに思われます｡この ｢ねじれ｣によってどれくらいエネルギーが上がるかを評価 して

みましょう｡エネルギーの期待値の差は､

<Twist′IHITwist,>-<OIHKh

-<oJ(U;lHU,-H)Kb

です｡ここでハ/ミル トニアンのユニタリー変換を真面目に計算すると (これはそれな り

にやりがいのある計算です)これは更に､

′
-を.I<olt(れ 1)SfSLl･h･C･)KhJ=イ r
-を(cos亨-1)∑<OISfSLl･h･C･KhE=ィ
=qr2)qr)=qrl)

と (厳密に)評価することができます｡
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ここでrを大きくしていけば､エネルギーの差はいくらでも小 さくなります｡格子の

長さLを無限にとばした極限では､ rの方 もいくらでも大きくできますから､任意のス

ピン ∫に対 してギャップが な くなっているようにみえ ます｡実際にこれだけか ら

Haldaneconjectureは死んだと思った人もいました0

しかし､ここにはまだ落 とし穴がありますo上のようにして作った状態JTwist>は､

必ずしも励起状態になっているとは限らない､もっと正確に言えば基底状態と直交 して

いるかどうかはわからないということです｡古典的直感では､ぐるりと ｢ねじれば｣新

しい状態になるのは自明なような気がしますが､これは量子力学の間塩ですから直感 を

盲信するのは危険です｡この直交性の問題を真面目に考えてみましょう｡

そのために､次のようなユニタリー変換を考えます｡

R(Sf,SI,SDR~1=トS;,S与-S;.)

これは､格子全体の空間的な反転とスピン空間でのy軸のまわりの7Fの回転の組み合わ

せです｡基底状態は唯 1つですから､

RK> =Kh

となります. (R)0>=-10>の可能性もありますが､そのときにはRの定義にマイナ

スの符号を付けてやれば､上のようにできます｡)一方

RrrwistP = RU,R-1RK♭′
= exp(-∑iejS射 >

hrF･5
LJ

= exp(-2n'∑sj)rrw ist～
EZ5Ei

-IITwu:tiSP 言…lin荒 d_integer

という風にねじった状態の方はスピンによって､パリティが変わってきます｡そこでこ

の話の結論はスピン∫が半奇数か整数かによって違ってきます｡

Sが半奇数の場合には､JO>とITwist>は､異なるパリティに属 しているので必然的に

直交 します｡つまりITwist>は (ハミル トニアンの固有状態であるはずはありませんが)

励起状態ゐみの重ね合わせでできているのです｡よって長さ上の系のエネルギーギャッ

プについて､

AEL ≦const･r-1
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という上限が証明されたことになります｡ここで r=上々 とでもして上を大 きくしてい

けば､右辺はいくらでも小 さくなります｡

こうして､この系はエネルギーギャップを持ちえない事が結論できそうに思えます｡

これはほほ正しいのですが､よく考えてみるともう1つ可能性が残っています｡無限系

で起こり得るのは

A)基底状態は唯 1つでエネルギーギャップはなし

ち)対称性が破れて､基底状態は2つ以上ある

の2種類です｡今の場合にはAが起きると倍 じられているわけですが､どちらが実際に

起きるかを､このようなsoftargumentだけから決めることはできません｡.(Bが起 きる

ような例もあります｡6.3節やAppen血xを見てください｡)ただし次のことが鹿とちな

了､ことだけは厳密に断言できます.

C)基底状態は唯 1つでエネルギーギャップあり

これはSが半奇数の場合の話ですから､Haldaneの言ったことと完全につじつまがあっ

ています｡つまりHaldaneconjectuueの半分は厳密に証明されたのです.

問題のJが整数の場合 にはどうなるかというと､残念なが ら､なにも言えません｡

10>とITwist>は同じパリティを持っているので､これらが直交 しているかどうかはわか

りません｡ITwist>が 10>に励起状態 をほんの少 し足 しただけのものなのかも知れないわ

けです.もしそうであれば､ITwist>とJO>のエネルギーの差 を見てもギャップについて

は何の情報も得 られないわけです｡

こうして､決戦は∫が整数の場合に持ち込まれたのです｡

5.3Ameck･Kennedy･Lieb-Tasakiの結果

- Haldnaegapに関連 した定理

いよいよ整数スピンについて何か言うことにします｡全 く残念なことに､本来のハイ

ゼンベルグ模型 についてはHaldaneの主張を裏付けるような厳密なことはまだ何 も言 え

ていません.これは完全な openproblemです.私は一時量子スピン系の話は一先ずやめ

にしようと思っていたのですが､これが解けないのがしゃくで､ついつい舞い戻って し

まった りしています｡未だにこの最大の課題は解 けていないのですが､幸いなことに

Haldanegapの陰に潜んでいた面白いス トーリー-構造が色々とわかってきました｡

それでも整数のスピンについて言えていることはあります｡ ∫=1の次のようなハ ミ

ル トニアンを持つ 1次元スピン系を考えます｡
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｢量子スピン系の理論｣

H -∑S･･･S h l･を (st･･s in )2I

第 1項が支配的なので､このハミル トニアンは反強磁性的性格を持っており､さらに回

転対称性もありますo我々(I.Afneck,T.Kennedy,E.H.Lieb,H.Tasaki,Phys.Rev.Left.59,799

(1987),Commun.Ma血 Phys.115,477(1988).)は､次のような結果を厳密に得ました｡

1.基底状態は唯ひとつ

2.基底状態のエネルギーの上にエネルギーギャップがある田aldanegap)

3.基底状態での相関関数は指数関数的にすばやく減衰する

実際相関関数は正確に計算できて､(SL･SJ･)≡(-1)り434メ

こうしてHaldaneが言いだした室数スピン系の変わったふるまいが実際に現われ得 る

ことがはじめて厳密に示されたのです｡ (我々の扱ったハミル トニアンも回転対称性 を

持っていますから､前節で述べた ｢驚き｣はここでも通用 します｡)

上のモデルは､基底状態をあらわに書き下すことができるという意味で正確に解ける

モデルです｡7節ではこの厳密解 (vBS状態)について説明します｡ vBS状態はただ

単に特殊な解けるモデルの基底状態であるばかりではなく､Haldanegapが出現するよう

な状況の本質的な特徴を調べる重要な鍵にもなります｡ (9章参照｡)

- 1 47 -



田崎 晴明

6Valen(e-BondStates

6.1Valence･Bondとは何か

Afneck-Kennedy-Lieb-Tasakiの定理に深入 りする前に､Valence-bondを使 って量子反強

磁性体の基底状態を作るという話をしておこうと思います｡これは､もちろん我々の定

理の背景にはこういう･アイディアがあるからなのですが､このアプローチは量子スピン

系の問題にパターンの統計力学的な視点を与えてくれるという意味でとても面白いもの

です.Valence-bondという用語は一頃高温超伝導で騒がれた (そしてその後すたれた)

Resonating-Valence-Bond(RVB)などで耳にはさんだことのある人も多いのではないでし

ょうか.ここでは (ついでといっては何ですが)RVBとは何か という事 も教養のため

に許しておきましょう｡

Valenc e -Bondというのは元来化学用語で､価電子結合 とかそういう意味だそうですo

量子スピン系でこの用語を用いるときには､2つの電子のスピンの状態がこの結合の よ

うになっているときに､Valence-bondができているといいます.これは前にでてきた言

葉で言えば､単に2つのS=1/2のスピンがsingletpairを作っているという事です. (だ

からRVもじゃな くてResonatingSinglet-Pairsなんかでもよいわけですが､ どういうわけ

かValence-bondというのがかっこいい恒 ､うことになったようです.)

3節と同じように2つのS=1/2の女ピンを考え､それらをi,jと呼ぶことにしますo

valence-bond=smgletは､

i一 十｢ -ゆ-k('T,i-↓'j-[↓'･'"'j)

と定義します｡これは2つのスピンが合成スピンを最低にするように結合 した ｢丸い｣
状態です｡

左側のダイアグラムは､スピンiスピンjが pairになっている雰囲気を何 となく線 で

結んで表したものです｡こういう図はこれからいっぱい用います｡また線に央印を付 け

たのは､上の valence-bondstateの定義で iと jをひっくり返すと符号が変わるので､そ

の非対称性を表現するためです｡つまり

" .=-" .I
q aR ∫

ということです｡但 しこの矢印が不必要でわずらわしい場合には､省略することにしま

す｡

6.2RVB

valence-bondstatesを使 って､あるハミル トニアンの基底状態を正確 に書き下すことが
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できるでしょう･か｡3節で既にそういうことが可能な例をひとつ見ています｡2つの∫

=1βのス ピンの反強磁性ハイゼンベルグモデルの基底状態は､その ものず ば り

valence-bondです.

もう少 し当たり前でない例 として4つの ∫=1βのスピンが正方形状に並んでいる系

を考えますo 十十 千

ハミル トニアンは､隣り合うスピンが反強磁性的に相互作用するハイゼンベルグ型のも

のを取 ります｡

H =∑sl･Sj
HJq

固有状態ではないのはわかっているけれども､まずNeelstateについてエネルギーの期

待値を調べてみましょう｡

INiel>=JT>llL>2L†>3IJ>4

とすると､
<NiellHIN6el>=-1

です｡-1とい値はだいたい低いですが､もっと低い固有値 もあります｡実際にvalence

-bondstateを用いると

<vl2l<V341HhJ12>h'34>=-1.5

と更に期待値 は下が ります.しかしこのValence-bondstateもまだ基底状態ではありませ

ん｡

一般にvalence-bondstateにハイゼンベルグ型の operatorが作用するとどうなるかを見

てみましょう.先ず既に知っているようにValence-bondにもろにかかるときは､

si･Sf･i4 1=-i i + i

という風に固有状態になります.ところがValence-bondsがないところにかかると､
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という具合に新 しくValence-bondが作 られてしまいます. (この式は､Valence-bondの定

義に戻ってひたすら計算すればでます｡ RVBの心を肌で理解 したい人は是非やってみ

てください｡実はこの式の右辺に現われる2つのValence-bondstatesは互いに直交 してい

ません｡その辺 も実は色々注意が必要です｡)

この結果を見れば､どうやって〟の固有状態を作ればよいかがすぐにわかります｡

JRVB>=

と置いてやれば､上の式から

ト +

1= 〉 こ2

4= く =3

H【RVB>=-2RVB>

となり､エネルギーはかなり下が りました｡実は IRVB>は単に固有状態であるだけで

はなく､基底状態になっています｡この事を厳密に示すにはガを必死で対角化 しなけ

ればいけないような気がしますが､実はもっと賢い方法があります｡前の節で証明した

Marshal1-Lieb-Matdsの定理を用いればよいのです｡どうやるかは考えてみてください.

このような基底状態の構成の仕方には､ 2つの大切な考え方がこめられています｡ 1

つめは､Valence-bondsを基本要素として状態を書こうという思想です.Valence-bondに

は既に反強磁性的な相互作用 と量子ゆらぎが取 り入れられているので､これは量子ゆら

ぎの強い反強磁性の問題を扱うにはかなり有望なやり方だと言えそうです｡

もう1つのポイントは､2つのvalence-bondstatesをちょうど良い係数で足 し合わせて

いるというところです.上の定義で十の代わりに-を用いてもハミル トニアンの固有状

態にはな りますが､固有値はもっと高 くなってしまいます. つまり2つのValence-bond

statesが巧みにresonanceL合って､エネルギーを下げているというわけです｡

というわけで､上のようなタイプの状態をResonating-Valence-Bond(RVB)Stateと呼ぶ

わけです｡ときどきRVBというのはAndersonが導入した概念だと書かれていることが

ありますが､これはどうも違うようです｡Valence-bondsを用いて電子の状態を記述 しよ

うというアプローチは､ 1930年代に有名なpau血gをはじめとした化学の人達によって

発展 させられていました｡昨今用いられているテクニックの多 くも当時発見されたもの

です｡RVBという用語もこのころから用いられていたようです｡
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今の話はRVBで厳密に基底状態が書ける特殊な問題でしたが､いわゆるAnderson's

short-RangeRVBというのはもうちょっといい加減な話です.

(有限の大きさの) 2次元の正方格子を考えます.格子上のdimercoveringというの

は､各々の格子点がちょうどひとつのdimer (=格子間隔と同じ長さの線分)に属する

ように格子上にdimersをばらまくことですoたとえば

という具合｡よく考えてみると､これは日本間を畳で敷きつめるやり方に対応 していま

す｡

各々のdimerにValence-bondを対応させれば､ひとつのdimercove血gから量子スピン

系の状態 (dimerstate)を作ることができます. (Valence-bondの央印をどうとるかとい

う不定性があります｡これは､常に部分格子Aから部分格子Bに矢印を向けることに

しておきます｡)Anderson'sShort-RangeRVBとは､

LRVB,- ∑ . ldimer,
dinT00Vq岬

のようにありとあらゆるdimercoveringを考え､それらに対応するdlmerstateをresonate

させたものです｡上で考えた4つのスピンの系の基底状態は､ちょうどこの形の特殊な

場合になっています｡ (この場合は2畳の部屋の畳の並べ方に対応 しています｡寂しい

ことですが､2畳間の畳の並べ方は2通 りしかありません｡)

Andersonはこの lRVB>が正方格子上のハイゼンベ ルグ反強磁性体の基底状態の良い

近似になっていると主張したのです｡ (元来AndersonがRVBを言いだしたのは､3角

格子上のハイゼンベルグ反強磁性体の問題についてでした｡)この主張そのものは､結

局それほど的を得た予想ではなかったわけですが､RVBの思想はその後様々な方向に

発展 (?)していきました. (随分多 くの人が､一般化されたRVBだの色々な事を言

って､色々な論文がでました｡しかし､はっきり言うと､量子スピン系関連のこの事の

仕事のレベルは余 り高いものではなかったようです｡特に困ったのは､1930年代以来

の蓄積で周知の事実を再発見して論文にしてしまうというのが､結構あったことです｡)

RVBの話になるとついつい言ってしまうのですが､ (酸化物超伝導体みたいに)電
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子がぴたりとhalf-filledではなくholesがいる場合には､resonanceがおこる原因に､上で

解説 したスピン系の交換相互作用 と､holesの運動 との2種類があることを正確に認識

する必要があります｡以前これ らの2つのメカニズムの作 り出す RVBは､実は本質的

に異 なった性質を持つ ということを指摘 したことがあ ります.(H.Tasaki,M.Kohmoto,

phys.Rev.B42,2547(1990))これは､holesの入った系-のRVB的なアプローチを行なう

上では､かなり重要な指摘だと思うのですが､あまり評判はよくな く､おまけにほとん

ど誰もRVBを本気で考えないのでいよいよ出番がないままに忘れられてしまいました｡

こういった話ではK.Takano,K.San°,Phys.Rev.B39,7367(1989)などが着実で好 きです｡

6.3Majumdhar･Ghoshmodel

次のようなハ ミル トニアンを持つ 1次元の∫=1/2の系を考えます｡

H-∑S･･･Shl･is･･･Sh2I

このように通常のハイゼンベルグモデルに次近接相互作用を付け加えると､Betheansatz

など使わずに簡単に解けてしまうのです｡ハミル トニアンを少 し変形すると､

∑･-∑･･-一41一4
((S
.･･
s
kl.Sk2)
2
-
号i

t3P:;177i,2-i)
ここでP言霊?.･.2 は､ 3つの格子点上 のス ピンの合成が最大の 3r2になる空間へ の

projectiOnoperatorですo (つまりpf;‰ LS-3/2, -LS-3/2,,

pf;lrk2ば-1か -0ということですo)エネルギーに定数を足 しても定数を掛けても
物理は全 く変わりませんから､これからは

H-∑pf;1rh2I

がこのモデルのハ ミル トニアンだと思う事にします｡

この系の基底状態はValence-bondsを使って次のようにきれいに書 くことができます｡

lGroundState>=

n Lv2m,2m.1,〝一

n lv2m_iDn>〝1
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私の趣味に従って図で表すと､●一一-●-●●一･一●･→●-
i-2 i_1 l i+I i+2

というのと､

i12 i-1li+1 i+2

というのです｡ちょうど格子間隔 1つ分だけずれた2つの状態があるわけです｡

なぜこれが基底状態になるかは､すぐにわかります｡先ずprojectionoperatorの性質か

らpf;‰ ≧ooこれを足 したのがハミル トニアンだから

〃 ≧0

つまりガの固有値 は全 て0以上です｡そこでもし固有値 Oを持つ固有状態があれば

(必ずしもある必要はないけれど)､それは基底状態です｡

さて上の2つの状態で､格子点 i,L'+1,i+2に注 目してみると､いずれの状態でも3つ

の格子点の内の2つは Valence-bondを構成 していますOということとは､これらの2つ

の格子点の合計スピンは0です｡今注目している3つの格子点の合計スピンはというと､

既に2つが0になってしまっているので残 り1個が頑張ってSTgrA=1m という事になり

ます.よってprojectionoperatorP指節十2(そしてハミル トニアンH)がこれらの状態に

かかれば､oがでるというわけです｡

これらの基底状態は､明らかに並進対称性を破っており､しかも2つ存在 しています｡

前述のLieb-Shultz-MattiStheoremの2番目の選択肢が実現されていることがわかりま

すoさらにAfleck-Kennedy-Lieb-Tasakiの論文の中で次のような定理も証明しました｡

基底状態は2つだけ

この系は有限のenergygapをもつ
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7Valence-Bond-SolidⅣBS)状態

7.1VBS状態の構成

さてそろそろ､Afneck,Kennedy,Lieb,Tasakiの定理の証明について､出発点だけで も

お話ししておきましょう｡証明の出発点は､ハ ミル トニアン

HⅦ S-∑ S.1･Si.1･i(S.･･shl)2I
の正確な基底状態を書き下すことでした｡この基底状態はvBS(Valence-Bond-Solid)状

態 と呼ばれています｡

先ずJ=1のスピンを表現するために､∫=1/2のスピンを2つ用意 しましょう｡ (覗

実の物質でも､2つの電子のスピンがHund'sruleとかいうもので合成されて∫=1にな

っています｡)まず､便宜的にこれ ら2つのスピンを区別することにして､格子点 iに

は(iJ),(i,R)というラベルのついたS=1mのスピンがのっている とします. (L,Rは

lefLrightの頭文字.)vBS状態の一歩手前 として

'p托-VBS)-∩ Iv(iR- L,)-平喜 ('T)iR'1)kl･L-'1)iRJT)hl･L)I

という状態を定義 しましょうO これは､隣り合う格子点どうLをValence-bondで結んだ

状態で､これまでと同じように図で表すと､

L 良 L 良 L 氏 L 良 L 氏-●●･･一･一一･●●ー●ー●･ー ●一･･.･.I
i-1 li+1 i+2 i+3

と措けます｡

pre-vBS状態では､同じ格子点上にある2つのS=1/2のスピンの間に全く相関がなく､

このままではS=1の系の状態にはなっていません｡そこで格子点 iの上の2つのス ピ

ンを対称化する演算子

sym.･(Ia) iLlb)iR)-を(la)i L lb)iR･ Lb)iLIa)iR ) , qb-ト

を用いて､

JVBS)=(rISym,･)lpre-VBS)l
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という状態を作 ります｡これが VBS状態です｡図で表す と､

害鷺 書 芸驚 喜
i-1 J i+1 i+2 i+3

一秒 -与{一･･一 ･/′モ / }

となります｡新 しい記号ですが､2つの点 を囲む丸は､ 2つのスピンの対称化の操作 を

表 しています.この図の ように､Valence-bondsが格子を完全に覆い尽 くしていることか

ら､この状態をvalenc6-Bond-Solid(VBS)と呼んだわけです｡

実は､対称化の演算子 Symは､2つのスピンの合成が 1になる空間-の射影演算子

になっていますosU(2)の表現論 に明るい人にとっては､これは当たり前のことでしょ

うが､そうでない人はちょっと計算 してチェックしてみて下 さい｡この事実は､vBSの

構成の際に最も本質的な点の 1つです｡そういうわけで､VBS状態 というのは､各格子

点 に ∫=1のス ピンがの った状態 にな っているのです｡pre-vBS状態 は､独立 な

Valence-bondsの積だったのですが､対称化を施 して作 られるVBS状態は､ もはや独立

な状態の積にはなっていません｡この事はじっくり納得 しておいてください｡

それでは､なぜ vBS状態が問題のハ ミル トニアンの基底状態になるのかを見てみ ま

しょう｡すでにMajumdhar-Ghoshmdelの話をしたので､ネタは割れていると思います｡

我々のハミル トニアンも､

HvBS-∑ 2PE;12-号∫

というように射影演算子で書 くことができるのです｡ここでPf;12は､格子点 … 1の
上のスピンの合計が 2になる空間への射影演算子です｡

vBS状態は､

p琵 12LVBS)-0

という関係を全 ての iについて満た しますoすると前 と同じ様 にp琵12≧Oであること
から､vBS状態が我々のハミル トニアンの基底状態 (の 1つ)であることが結論できま

す｡

上の関係 を示すのは簡単です｡格子点 い +1の上にある4つの ∫-1/2のスピンの内

の2つは､既に合計スピン0のsingletを組んでいます｡だから全体の合計スピンは高々
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1にしかなれないというわけです｡ここでSymが単にスピンを入れ替えるという演算子

であることは､本質的です｡ ●もしここにもっとややこしい射影演算子がかかっていれば､

この話はだめになってしまいます｡

vBS状態では､比較的簡単に相関関数を計算することができます0 (実はこれにも色

々やり方があります.An Tの論文を書いた時点で､2つの計算法があったのですが､

この うちの 1つはあま りにも面倒だったので､簡単な方が書 いてあ ります｡その後

Am vas,Auerbach,HaldanePhys.Rev.Lett.60,531(1988))が賢いことに気づいて､計算が ぐ

んと楽にな りました｡ きわめつけの 4つ日の計算方法 は最新 のものです.Kennedy,

Tasaki(Phys.RevBinpress)が作ったnonl∝alumitarytransfomtaionを使 うと､びっくりす

るほど簡単に計算できます｡)vBS状態では､任意の相関関数が指数的に減衰すること

がでてきます.これはVBS状態が､Valence-bondの担っていた強い量子的ゆらぎを受 け

継いでいるためだと解釈することができるでしょう｡

さらにAfneck,Kennedy,Lieb,Tasakiでは､VBS状態がこのハ ミル トニアンの唯一の

基底状態であること､この系がエネルギーギャップを持つことを証明しています｡ただ

しここに書いてある証明は､今から思うと悲惨なもので､J読みたいと思えるようなもの

ではありません｡幸いその後､もっときれいな証明が得 られています｡有限系の基底状

態は､VBS状態に限られるということを示す部分は､Kennedy,Lieb,Tasaki(J.Slat.Phys.
53(1988)383)でずっと一般的にしかも簡単に証明 し直しました｡ギャップの方は､S.

Knabe(J.Staモ.Phys.52(1988)627)が面 白い証明を作 りましたO これは一種の computer

aidedpr00fになっていて､有限系のギャップについてのある情報が得 られれば､無限系

のギャップについて厳密な定理が証明されるという仕掛けです｡なかなかよくできてい

るし､あくまで初等的な数学 しか使っていないので､一度覗いてみてください｡

最近かなり数学 っほい人たちが vBSをネタにして仕事 をしているようです.相関関

数のしつこい計算､ギヤプの存在の別証明､モデルの一般化などをやっているようです｡

7.2一般の VBS状態

同じような思想 で､一般の整数のスピンの系についてVBS状態 と､対応するハミル

トニアンを作 ることがで きます.前 と同じ様に大きさSのスピンを､2S個のS=1/2の

スピンの対称化によって表現 します.一般化されたVBS状態は､

IVBS,-(讐symi,可nil･V('n,,(H.-S,,)
と書 くことができます｡ ここで格子点 iの上にのっている 2S個のS=1βのスピンに､

(iJZ),n=12,...,Sと名前を付けました｡今度 は隣 り合う格子点をS本のValence-bondsが結

んでいるわけです｡たとえばS=2のときのVBS状態を図示すると､
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となります.ちなみにこの一般化 されたVBS状態は､

4!
HvBS -∑ ∑ Lb･藍 1, 句･, 0

J' S'=2S+1

というハミル トニアンの基底状態になっています｡ここに出てきたのは､2つの格子点

の合成スピンが J′になる空間への射影演算子です｡この状態でも､相関関数は指数的

に減衰します｡

ところがぶが半奇数のときには､事情が全 く変わってきます｡今までのように長さが

1のValence-bondsを組み合わせて､並進不変な状態を作ることはできません.たとえば

S=1/2の系で､長 さ 1の Valence-bondsから作 られるのは前節で見た2つの dimerized

statesです.S=30なら

みたいな状態になって､やはり並進不変にはできません｡

このような違いを考えてみると､何故整数スピンの系 と半奇数スピンの系のふるまい

が本質的に異なっているのかというミステ1)一にも､ある程度直観的に答えることがで

きます｡

Sが整数のときには､とにかくvBS状態という並進不変で､しかもゆらぎの強い乱

れた状態があ ります｡ハイゼンベルグハ ミル トニアンの正確な基底状態は､決 して

VBS状態ではありませんO しか し真の基底状態が､vBS状態 になんらかの Shortrange

の摂動を加えたものになっている可能性はあるわけです｡

他方∫が半奇数のときには､そのような乱れた状態はありません｡残された可能性は､

並進不変性を破って乱れた基底状態をとるか､長いValence-bondsを次々とつけ加えてい

って並進不変性を達成するかの2つで しょう.後者の選択をすれば､長い Valence-bond

が比較的長距掛 こわたる相関を生み､系はもはや ｢乱れ｣てはいないことになるでしょ

う.これはLieb-Schultz-Matdstheoremの許す選択肢 と完全に一致 していることに注意 し

てください｡
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8高次元の問題

8.1長距離秩序

この節では､高次元の量子反強磁性体の基底状態の問題に簡単に触れることにします｡

今回の講義は､Haldanegap関連の話が主になってしまったので､この辺の話はちょとし

た寄 り道と行った取 り扱いになります｡もちろん重要で､面白い問題です｡

何 と言っても､中心になる問題 は､d次元の正方格子上に定義されたスピンSの反強

磁性ハイゼンベルグ模型

H-∑S.･･SJ
くiJ)

の基底状態の性質ですO特 に注目するのは､Neelorderと呼ばれる長距離秩序があるか

ないかです.Neelorderの有無は､次のようなN6elorderpa柁meterm をはかることによっ

て､判定できます｡

(-1)りくSi･Sj)→m2, aslり l→-

もちろんd次元の反強磁性ハイゼンベルグ模型などは､誰にも解けませんから､mの

正確な計算などできません｡昔の人はスピン波近似 というので一生懸命計算 しましたし､

最近の人は計算機 を回したりします｡

しかし､正確に解けなくても厳密に何かを言うことはできないわけではありません｡

たとえmの正確な値 は知 らなくても､mがある有限の値 より大 きいと言えれば､N6el

orderの存在は証明できるわけですoこういう事は､言 うは易 く､行なうのはとても大

変なのですが､この間題の場合は幸いにもある程度の結果が得 られています｡

昔､古典スピン系の相転移に関する数理物理学 と､構成的場の量子論 とが､緊密に相

互作用 し合いながら､驚異的な発展を遂げた時期がありました｡ (これは､70年代 か

ら､80年代中半まででしょう｡これか ら述べるinfraredboundsなどは､比較的初期の素

晴 らしい成 果 の 1つ です. 80年代 の成 果 は､AiZenman,Fr8hlichの p4血vialityや

Gawedzki,Kupiainenらの厳密なくりこみ群などで しょうか.)その中で､古典的な Xy

模型やハイゼンベルグ模型など､回転対称性をもったスピン系の相転移の存在を如何 に

示すかという大問題が､Fr61ich,Simon,Spencerによって解かれました. 彼 らはreflection

positivityという場の量子論に端を発する概念-道具を巧みに用いて､infraredboundsと

いうスピン波のアイディアをある意味で厳密化するような不等式を導きました.infrared

boundsは､単独の不等式 としてほ､極めて多彩で重要な応用を持っていました｡その 1

つが､3次元以上の殆ど一般の古典強磁性スピン系についての､有限温度での相転移の

存在証明だったのです｡

この仕事を量子スピン系に拡張 したのが､Dyson,ueb,S血onです｡これは､随分昔の

話です｡Dyson,ueb,Simonの論文は､あまりにもごちゃごちゃしていて読みにくいせい

もあって (古典スピン系の方の論文は､とても美 しい)､それほど読まれることもなく､
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歳月が流れていきました｡

ところが最近になって､急にこれが復活 します｡突如襲ってきた酸化物高温超伝導騒

ぎの中で､2次元のS=1/2の反強磁性ハイゼンベルグ模型の基底状態がN6elorderを拷

つか否かが､重大な関心事になったからです.少 し前の JordaoNeves,FemandoPerez

(これで2人です｡たとえばJordaoの方が父親の名字で､こっちが子供に受け継がれま

す｡Nevesは母親の名字ですO決してJ.Nevesとやってはいけません.)による2次元

の基底状態-の拡張に続いて､Kennedy,Lieb,Shastryが新 しいアイディアを用いて､

Dysonらの結果を拡張しました.日本でも､Kubo,Kishiや Ozeki,Nishimoriらが Dyson,

Lieb,Simonの結果の拡張に取 り組みました｡その結果d次元の反強磁性ハイゼンベルグ

模型の基底状態については､次のことが厳密にわかっています｡

d≧3,Sは任意で､m>0 (この結果は有限温度にも拡張されるo)

d=2,S≧1で､m>0

酸化物超伝導で最も騒がれたd=2,S=1/2の場合は､未だに証明がありません｡これが､

確かに (2次元以上では)最も量子ゆらぎの強い系ですから､もしかしたら秩序が破壊

されている可能性があったわけです｡今のところ､計算器実験などの結果から､この系

にも反強磁性的な長距離秩序があると考えられています｡だから酸化物の話が即座にど

うにかなるというわけではありませんO超伝導のでる系は､holeが入っていたりして､

全 く別のものです｡

8.2高次元のVBS状態

前節で解説 したVBS状態の話は､ 1次元に限らず､一般の格子 にもある痩鹿拡張す

ることができます｡たとえば2次元の正方格子上にJ=2のスピンを置き､次の図のよ

うなvBS状態を構成することができます｡

例によって4つのJ=1/2のスピンの対称化で､J=2のスピンを作っています｡線分 は
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Valence-bondですOもちろん､これが基底状態になるようなハ ミルトニアンを書 くこと

はできます｡

この状態でも､2点相関関数が指数関数的に減衰することは､証明しました｡ (前出

のKennedy,Lie♭,Tasakiの論文.)ただし､これは1次元の場合の様に簡単ではありま

せん｡この2次元のVBS状態では､相関関数を具体的に計算することは (今のところ)

できないのです｡

このように､2次元で回転対称なハミル トニアンを持つ系でも､強い量子ゆらぎのた

めに､基底状態が無秩序状態にな り得ることはあるのです｡これは､ある意味 で

Haldanegapの高次元版 ということができるでしょう｡さらに3次元以上の格子でも､一

部のものについては､同様の無秩序 な基底状態を持つモデルを作ることができます｡

mi versautyの漠然たる教えによれば､3次元以上の回転対称なスtt.ン系は､十分低温で

は長距離秩序を持つはずでした｡しかし､何事にも例外はあるのです｡

2次元で量子ゆらぎのために秩序を破壊された反強磁性体の系があるかという問題は､

酸化物酷との関連もあって､注目を集めています｡私 の知るかぎり､この2次元 vBS
m∝lelが､そういう事がおこると証明されている唯一のnondvial.な例です.

2次元のVBSm∝lelで､我々が最も強い結果を持 っているのは､6角格子上 にS=
3βを置いた系の場合です｡ハミル トニアンは､

HyBS-∑pfJF3くもJ)
です｡和は隣り合う格子点の組について取 ります｡もちろんこれだってスピン演算子の

組み合わせで書 くことができます｡しかし唐突に

H-∑〈S,･･S,･豊 (S.･･sj)2･藷 (sE･Sj)3)
(iJ)

なんていうハミルトニアンを書いて､ ｢これを解きます｣と言うのも何か悪趣味ですね｡

さてこの系については､

1.無限体積極限での基底状態は､ただ1つで､これはVBS状態である0

2.この基底状態では､任意の相関関数が指数関数的に減少する｡

ということが証明されています.残念なが らエネルギーギャップの存在証明はできてい

ません｡証明には､convergentclusterexpansionという厳密統計力学の恐怖のテクニック
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を使います｡しかもこの場合には､展開の収束を保証するために､小さくできるような

パラメタ-が 1つもありません｡ 収束の証明には､計算機も少し使っています｡

さて､このように見てくると､vBS状態というのは､いつでも ｢乱れて｣いて指数関

数的に減衰する相関関数を持っている､と思い込みがちです｡ところが､ところが､世

の中そう単純ではありません｡次元が高くなると､たとえvBS状態といえども､無限

体積橿限では､反強磁性的な長距牡秩序を持ってしまうらしいのです｡このあたりの話

については､元祖 ARTの論文を見てください.

要するにたとえvBS状態のようにコンパクトに状態の表式が書 き表されても､その

状態の性質 (ギャップの有無､相関関数のふるまい､など)は単純には決まってこない

ということですolsingmodelの定義式を知っても､与えられた温度でmdelがどういう

性質を持つかを決定するのはとても難しい-ということと似たような状況だと言うこと

ができるでしょう｡

8.3擬 1次元系の問題

高次元の乱れた基底状態の話がでましたので､ついでに､VBSとは無関係ですが､捉

1次元系の問題というのに触れておきましょう｡実験でHal血neg叩 が観測されたとい

う場合に､本当に1次元の実験をしているわけではありません｡実際には､擬 1次元系

といって､本当は3次元なんだけれども､ある一方向の相互作用が他の方向に比べて十

分に大きいような系を扱っているわけです｡

従来の常識では､こういう捉 1次元系 というのは､ある程度温度が高いと､弱いほう

の相互作用が無視できてまるで 1次元系のようにふるまうけれど､温度が下がってくる

と､次第に弱いほうの相互作用も効いてきて3次元系としてふるまいはじめるはずでし

た｡沓速め3次元系は十分低温で長距離秩序を持つことになっています｡実際､

Haldanegap系 として最初に注目を集めたCsNiCl,という物質の場合には､冷やしていく

と長距離秩序を持つようになります｡

ところが､次の世代のHal血Iegap系のNENPという物質は､非常に根性があって､

1.2Kまで冷や しても長距離秩序を示さないそうです｡極めて1次元に近い擬 1次元系

だということができます｡ここで疑問になってくるのは､たとえばNENPをもっともっ

と低温にしたとき､長距離秩序がでるのかどうか､ということです｡このモデルは先程

の六角格子などとは違い実現可能なモデルなので､特に意味があります｡

これは実はかなり微妙な問題で､普通に漠然と考えたり近似 したりしていても､説得

力のある答えはでてきません｡私 (H.T.PRL64,2066(1990))は､この間麓を非摂動論的

に扱って､3次元方向の結合が十分に弱ければ､基底状態でも長距離秩序は出現しない

という結果を得ました｡
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9Ha]danegap系の隠れた構造

9.1隠れた秩序と量子スピン液体

さて､いよいよ最後のセクションになりました｡ここでは､もう皆さんにお馴染みの

1次元のS=1のVBS状態をもう少しじっくり調べてみますOするとどうも尋常でない

性質が (大 きく分けて)2つでてきます｡これらの性質については､我々も最初の

AR Tの論文を書いたころから気づいてはいた (論文にも書いた)のですが､当時は､

これは解けるモデル特有の変態なふるまいなのかもしれないという気もしていました｡

ところが､その内､vBS状態でみつかった変態な性質は､Haldanegapが出現 している

ときにはいつでも現われる普遍的な構造を反映していることがわかってきたのです｡

ここでは､vBS状態から出発して､特異な性質を導くところだけを話します｡なぜそ

ういった性質が普遍的なのだろうかという辺 りの話は､参考文献を見てください｡私 自

身は､夏の学校でVBSなどについて講義していた頃､Haldanegap系の隠された構造に

ついて必死で考えていました｡ (そして夏の学校が終わった後の夏休みに､これからお

話しする ｢隠れた反強磁性秩序｣が､Haldanegap系の本質と見倣 し得ることにとうとう

気づきました｡量子スピン系を経路積分で2次元系に書き直し､そこでパーコレーショ

ンなどの幾何学的なアイディアと手法を目一杯使って､こういう結論に到達したのです｡

この話が出来上がったときはかなり興奮 して騒いでいたのですが､実は少し前にden

NijsとRommelseという人達が､結晶の界面の問題からアプローチして本質的に同じ措

像に連していたことが､後でわかりました｡)

さてVBS状態は､ 7節でやったのようにValence-bondsを使って表現すると､とても

簡単な状態に見えます.けれど､表示を変えて､通常のように各格子点でS.fを対角化す

る基底で展開すると､その様子はかなり変わってしまいます. o;･=O,±1をとる数の集ま

りO-(qLiに対 して､ 桝 をsLZIq)-qjlJ)を満たす基底ベク トルとするoすると
vBS状態 は､

lVBS)-∑(-1)iq)2仰 lJ)
(一

のように展開することができます.ここでZ(q)は 6.･=0である奇数の格子点の総数､

A(o)はoTi=士1である点の総数です｡さらに上の和に寄与するスピン配位 qからOを取

り去ると､残 りは+と-が正確に交互に並んでいなければならないのです｡たとえば

+-0+- 0+0-0十一0+0-00十一 +00-+0-
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といったスピン配位が許されますが､

十一十一000-十一

ほだめです.上のVBSの展開には､このような条件を満たすJが全て寄与するのですO

このように表現するとvBS状態は少しも…solid''には見えません.むしろ0という背

景の中で+,-という粒子が高密度で激しくゆらいでいるHliquidMの様相を呈 しています｡

しかもこの液体には､+と-の粒子が (0を間にはさみつつ)交互に出現するという

｢隠れた反強磁性的秩序｣が内在 しているのです !

このような ｢隠れた反強磁性秩序 を持った量子スピン液体｣というvBS状態の側面

は､Haldanegapを伴った基底状態の普遍的な性質であることが明らかになってきました.

話は変わるようですが､∫=1の

H -∑sLXs.･X.1.S.･yS,･y.1+AS.･Zs.･Z.1･D(SEE)2
I

という一軸異方性を持ったハミルトニアンは､Haldanegapの話によくでできますO

基底状態の相図は､数値計算や近似理論か

らかなりよくわかっていて､この図のよう

になると思われています｡ここでD とい

うのは､large-Dphaseと呼ばれる相で､ こ

こでは基底状態はただ1つしかなく､基底

状態での相関関数は指数的に減衰し､エネ

ルギーギャップも有限です｡こう書 くと､

Haldahegapのある状況と変わらないような

気がしてしまうでしょう｡しかし､これか

Nー ら述べるように､両者の間には決定的な違

Å 諾 諾 這言こ農 ybYivH,alFoefiaP,系ご覧

large-DphaseとHaldanephaseの本質的な違

いについて考えていたからでした｡)N と

今回の話には､直接はでてきませんが､

書かれている領域は､Nielphaseです｡ こ

こでは反強撒性的な長距離秩序があります｡

当然H というのは､Haldanephaseです｡

Fというのは強磁性の長距離秩序を持った

Ferromagneticphase､ⅩYというのは (私には)訳のわからないXYphaseです｡Haldane

phaseとⅩYphaseの境目では､例のKosterlits-nouless転移が起きているそうです｡その
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ために､この境界線を計算器実験で確定するのは極めて困難だということです｡

denNijs,Rommelse(Phys.Rev.B40(1989)4709)iTasaki(Phys.Rev.Lett.66(1991)798)

は､この相図を､経路積分を通した幾何学的な観点から諌諭 しました｡その話のさわ り

だけをお落 しすると､次のようになります｡ (こういう ｢話｣の部分だけを見れば､私

がやったのは､denNijs-Rommelseの再発見に過 ぎません｡しかし私の仕事には､量子ス

ピン系でこのような描像が成立するというかなりしっかりした状況証拠が挙げられてい

ます｡)

まず …large-DphaseMは"gasMであると解釈 されますo基底状態に寄与する典型的な

状態は､

000+- 000-0+0000-00+00000十一0
というように､0の海の中に十と-の粒子が､低濃度で2つずつ対になって現われるよ

うなものだからです."N6elphaseHは…solid"です｡基底状態では､

十一00十一十0-0十一十十一一十00-十一十一十一
のように十と-が交互に並ぶNiel状態の間に､ 0が2つずつ対になって現われます.

=HaldanephaseMは､もちろん"liquid…です｡基底状態では､

+-0+-0+0-0十一0-0+00+一十00-+0-
のように +と-は激 しくゆらぎながらも､隠れた反強磁性的な秩序を保っています｡

(ただし局所的に偶数個の+,-が反転することは許されます｡)これらの3つの相は､

経路積分の時空間でのパーコレーションというアイディアを用いて､明確に区別するこ

とができます｡

｢隠れた反強磁性的秩序｣の存在は､Haldanegap系のふるまいを理解する上での重要

な鍵になります.たとえば､Haldanegap系の磁化過程の実験をすると､磁化曲線に激 し

い立ち上が りが現われます｡これは､ ｢隠れた反強磁性的秩序｣が破壊される相転移で

あることがわかっています｡田.T.,J.Phys.C3(1991)5875) denNijs,Rommelseは､隠れ

た反強磁性秩序は､ stringorderparameterと呼ばれる量によってはかることができると指

摘しました.最近stringorderparameterに関する精力的な計算機実験が行なわれていますO

(S･M.Girvin,D.Arovas,PhysicaScripta,T27(1989)156,Y.Hatsugai,M.Kohmoto,Phys.Rev.B

toapfCar,K.Hida,prepnnt,K.Kubo,unpublished,N.Ichikawa,M.Kaburagi,Ⅰ.Harada,T.

Tonegawa,unpublished)

9.2有限系での擬似 4重縮退

vBS状態には､他にも尋常でない性質があ ります｡前に述べたように､無限系での

VBSハミル トニアンの基底状態は唯一つしかありません.また有限系でも､周期的境界

条件をとれば､基底状態は1つしかありません｡ところが両端が切れている有限系では､

(2)の基底状態は4重に縮退しているのです !というのも､有限系でVBS状態を構成す
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ると､

匡 逼 岩 室還 証 書 逼 監 書 芸 = ≡書 ∃

というように両端のS=1/2のスピンが 1つずつValence-bondを組まずに余ってしまい ま

す｡ (ここで人間関係 にたとえたりすると､ばかにされるので､止めておきます｡) こ

れらの∫=1/2のスピンが upでもdownでも､最終的に作 られる状態はハ ミル トニア ン

(2)の基底状態 になります｡ (なぜだかわからない場合は､ もう1度 7節を見 てくださ

い.)この場合の VBS状態は両端に自由に動 くことのできるS=1βのスピンの自由度

を持っているということができます｡

もちろんこれ らの自由なぶ=1/2のスピンも､同 じ格子点上のもう1つの∫=1/2のス

ピンと対称化 されな くてはいけません｡ ですから､余分なぶ=1/2のスピンの自由度は､

図から受ける印象とは違 って､両端の格子点に完全に局在 しているわけではないのです｡

実際に(1,2,3,...1という半無限の格子で､端 (i=1)にS=lr2の upのスピンを置いた 場

合のVBS状態で､スピンの期待値を計算すると､

くS.f)≡(S.?)≡ 0, (S.7)≡- 2(-3)-～

となります｡余分な upのスピンの影響は､格子の端か ら離れるにつれて小 さくなって

いきますが､決 してi=1に局在 しているわけではあ りませ ん.ここで上の期待値 を全

格子点について足せば

∑(S.f)--2∑ト3)～.=iJ=l ∫;1 2

と､ちょうど1/2がでてきます｡余分なぶ=1/2のスピンは､こういう具合に､格子端 の

近傍にしみたしそ存在 しているのです.

このような端のある有限系での基底状態の縮退は､解けるモデルの特殊性ではあ りま

せん｡Kennedyは､ S=1ハイゼンベルグモデルなどHaldanephaseにあるモデルは､端

のある有限系では､ ｢撮似 4重縮退｣を示すことを指摘 しました｡エネルギーの最 も低

い4つのレベルはほ とんど縮退 していて､それらと残 りのレベルの間に大 きなHaldane

gapが開いているというのです. (前節で述べ た量子スピン液体の措像か らも､このよ

うな現象 を説明することができます｡)格子を大 きくしていくと､4つのレベルのエ ネ

ルギーの差は指数的に0に減衰 し､4つの (捉似)基底状態は1つの (無限系の意味 で

の)基底状態に収束 します｡この場合にも捉似 4重縮退の原因は､格子の端に現われた

∫=1β のスピンの自由度のためであると考えることができます｡

驚 くべ きことに､HagiWara,Katsumata,Ameck,Halperin,Renard(Phys.Rev.Lett.65,3181
(1990))は､この ような擬似 4重縮退 を実験的に観測 したと報告 しました｡撮似 4重縮

退は､Haldanegap系以外 では全 く見ることのできない極めて特異な現象なので､この実
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験結果は重要な意味を持っています｡いったいどうやって実験では測れる有限系を作 る

のだろうと疑問に思われるかもしれませんが､これは意外に簡単ですoHaldanegap物質

のNENPの中に不純物を混ぜていったのです｡するとNENPの磁性を担っていた Niの

代わりに不純物の原子 (この場合は Cu)が入 り､そのあたりだけスピン系 の結合の様

子が変わってきます｡この場合には､Cuのためにスピンの間の相互作用が極端に弱 く

なって､有限で端のある 1次元格子に近いものになります｡このような系 での ESRの

測定結果 (エネルギーレベルが見えると思 ってよい)が､まさに擬似 4重縮退の存在 を

反映したものになっていたのです｡

既に強調 したように､擬似 4重縮退は vBS状態のみの特性ではなく､Haldanegapを

示す系で普遍的に出現します.HagiWaraらの論文には ｢vBS状態の存在を確認した｣と

いう書き方がLでありますが､これは少し言い過ぎです｡というより､彼 らが観測した

といっているのは､ 狭義のVBS状態ではなく､vBS状態と本質的に類似 した ｢量子ス

ピン液体状態｣のことだと解釈すべきなのでしょう｡

上の実験で不純物 として用いられたCuはそれ自身S=1/2のスピンを持っているので

すが､端のある1次元格子を作 り出すためには､このスピンはどちらかというと邪魔 に

なります｡最近は､スピンをもたない (業界用語で言えば､nonmagne血 な)不純物 を

用いた同様の実験が行なわれています.(S.H.Glarumetal.Phys.Rev.Lett.67,1614(1991))

このようなサンプルがあると､ESRだけではなく､弱い磁場での磁化過程を見てやると

面白いはずですO不純物のないNENPは Haldanegap物質なので､ (HaldaJle由pより)

弱い磁場 を加えて も磁化は0です｡ここに磁性を持たない不純物 (znなど) を加えて

いくと､ (端に現 われる∫=1/2の自由度のために)弱い磁場でも磁化が現われるよう

になるはずです｡なんと磁性を持たない物質に､磁性を持たない不純物を混ぜると､磁

性が現われてくるという不思議なことがおきるのです｡

9.3さいごに

Haldaneは､室数スピンの 1次元ハイゼンベルグ模型が新 しいタイプの乱れた基底状

態を持つことを予言 しました｡当初人々が思い描いたのは､ ｢量子ゆらぎ｣によってこ

とごとく秩序を破壊 された荒涼たる砂漠のような世界だったでしょう｡ところが様々な

道を辿って砂漠に分け入っていくと､そこは無味乾燥であるどころか､複雑で精妙な構

造を持った豊かな世界だったのです｡

最近 Kennedy,Tasaki(Phys.Rev.B45,304(1992)andCommun.Math.Phys.toappear)は S

≡1の系でのHaldaneg叩 をめぐる不可思議な現象が､全て ｢隠れた対称性の破れ｣の帰

結 として趣 く自然に理解できることを兄いだしました｡我々の導入 した非局所的なユニ

タリー変換を用いると､標準的なハミル トニアンは､Z2XZ2という離散的な対称性を持

ったハミル トニアンに変換 されます｡そ して変換を施 した系で､Z2XZ2の対称性が自発

的に破 られると､変換前の系に､エネルギーギャップ､隠れた反強磁性的秩序､擬似 4

重縮退が必然的に現われるのです｡ (この仕事は､前に私がやった経路積分の話 (H.T.
PRL66(1991)798)よりは､文句な く1ランク上のできだと私は思っています｡ しかし

同じ雑誌に出したところ､強烈なrefereeが登場して､とうとう引き下がらざるを得ませ
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んでした｡これが､世間でPRLはPhysicalReviewI.otteriesだといわれる所以でしょうo)

｢隠れた対称性の破れ｣の発見によって､Hal血Ieの兄いだした ｢砂漠｣の様相は､

かな り見通 しの良いものになってきたと私は考えています｡ しかし､決 してこれで

Haldanegapの問題に終止符が打たれた訳ではありません｡ 1より大きい整数のSを持つ

系や､高次元の量子スピン液体については､ ｢隠れた秩序｣や ｢隠れた対称性｣の特定

は完全には成功していません｡∫=1の系についてでさえ､ さらなる隠された構造があ

ることを示唆する結果が得られつつあります｡また励起状態の構造については､計算機

実験と現象論があるのみで､微視的な理論は全 く展開されていません｡より根本的な問

題は､いくら隠された構造が明らかになってきたところで､我々はそのような構造が出

現する理由を本当には理解 していないということです｡ハイゼンベルグ模型における

Haldanegapの存在が未だに厳密に証明されていないのは､単に数学的なテクニックが不

足 しているということではなく､この現象についての物理由な理解が未だ不完全だとい

うことを意味しているのです｡

これまでのHaldanegapの研究は､実験､計算機実験､ (数理物理 さえ含んだ)理論

の3種類のアプローチが､積庵的に相互作用し合うというほほ理想的な状況の中で進ん

できました｡これまでの研究の成果は､単に社会学的な成功に留まらず､いくつかの新

しい視点やアイディアを物理学に付け加え得るレベルに達していると言っていいと思い

ます｡しかし将来この間題が､単に面白いが特殊な例 として扱われることになるのか､

それとも､より普遍的な物理的､数理的構造の理解-到る出発点になり得るのかは､現

時点では全 くわか りません｡近年 Haldanegap系 と分数量子ホール効果や界面の問題 と

の数学的な類似性が指摘されているのは心強いことです｡

天然のあるいは人工の ｢世界｣の中から､様々な ｢面白い｣ス トーリーを兄いだして

いくのが物理のとても大事な側面だと思います｡特に物理全体を支配する使命感みたい

なものの希薄になった現代では､なるべく広い分野の人々の間で面白さを分かち合える

ような ｢普遍的な面白さ｣を持ったストーリーたちをできるだけたくさん集めておくべ

きなのではないか､それが次の世代の物理 (という名前じゃなくなるかもしれないけど)

が生まれる為のとてもよい土壌になるのではないかと私は思 っています｡どうやれば

｢普遍的な面白さ｣に到ることができるのかは､̀私ごときにはまだまだわかりません｡

さしあたっては､自分にとって最も面白い個々のストーリーを追及することによってこ

そ ｢普遍的な面白さ｣に到る道が拓けるという楽観的だけれど健全な夢を倍 じ続けてい

たいと思います｡

この (かなりまとまりを欠 く)講義録を最後まで読んでくだきってどうもありがとう｡

-167 -



田崎 晴明

Appendix無限自由度系の取 り扱いについて

A.1無限系の状態

通常､物理のコースで習う量子力学や統計力学は､基本的には有限自由度の問題を扱

ったものです｡ところが､相転移､HaldaJlegaPなどなどの現代的な ｢面白い｣問題は､

ほとんどが無限自由度の系で起きるとされています｡ (もちろん現実の物理系でスピン

の数が無限個などということはあり得ません｡ ｢無限｣というのは､ ｢非常に大きな数｣
の理想化です｡)有限自由度で培った直観 と方法論で､無限自由度の問題に立ち向かう

と､たまに思わぬ落とし穴に落ちてしまうことがあります｡実際､量子スピン系の専門

家でも､どこかで足を取られて､自己矛盾 に陥っていたり､意味のない問題で悩んでい

たりすることがあります｡小口先生の有名なスピン系の教科書の中にも､無限系 と有限

系の違いに気づかずに､Marshal1-Lieb-Matdsの定理の物理的な意味を誤解 している部分

がありますQ

そこで､ここでは無限自由度系の取 り扱 いの要点を簡単にお話ししておきます｡基本

的なアイディアだけをまとめますので､詳 しく知 りたい方は､何 らかの文献に当たって

下さい｡手頃なところでは､岩波講座の ｢量子力学Ⅱ｣ (古いのを持っていれば､ⅠⅡで

す)に江沢先生が明快な解説を書かれています｡ (しかし､この講座 ももはや絶版だと

いうのですから､世も未です｡みんなで､岩波に抗議の署名でも出すべきかもしれませ

んね｡)こういうことを扱うC*algebraという数学を知 りたければ､0.Bratteli,D.W.

Robinson,"OperatoralgebrasandquantumstadsdcalmechanicsI&ⅠⅠ"(Springer,1981)という

本が出ていますが､これはどうしようもないほど ｢数学｣ですから､お勧めはしません｡

(またDomb-GreenのPhaseTranstionsandCriticalPhenomenaのシリーズの1巻にEmchと

いう人がC*algebraの解説を書いています.これはちょっと古いですね｡但 し同じ巻の

GriffithSの厳密統計力学についての解説は､古 くなっても色槌せない名作ですO)

なお以下の説明で埠､.数学的な詳細にはこだわらないことにしますから､ (数学者の

意味では)完全に厳密でないところもあります｡

いうまでもなく､有限系の量子力学的状態は､Hibertspaceの1つのベクトルで表現さ

れます｡しかし無限自由度では､状態をベクトルに対応させようとすると様々な問題が

でてきます.ここではnlbert空間を用いない定式化を解説しますo

先ずl∝alop∝atorというのは､有限個のスピン演算子をかけたり､線形結合を取った

りして作られる operatorであると定義 します｡元になるスピン演算子は､有限個であ り

さえすれば､何個でもいいし､どれほど離れた格子点から取ってきてもかまいません｡

こんな演算子は少 しも1∝山に見えないかもしれませんが､無限個のスピンが係わるよ

うな量に比べれば1∝出だということです.

無限系の状態 Wとは､任意の 1∝aloperatorAに対 して､その期待値 a(A)を対応させ

る汎関数で､次のような性質を満たすもののことです｡
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線形性 a(AA+vB)=AaXA)+va(B)

正価性 a(A*A)≧0

規格化 aX1)= 1

ここでA,Bは任意の1∝aloperators､A,Vは任意の複素数です.有限系であれば､規格化

された状態ベクトル Ip)を用いて､OXA)=くpIAゆ)のように汎関数 a)を作 ることがで

きます｡

いうまでもなく､ 2つの状態 叫 とabが等 しいというのは､

a)I(A) =a)2(A)

が全てのl∝aloperatorAについて成立することです.この定義はとても ｢物理的｣だ と

いうことを強調しておきましょう｡ 2つの状態が同じか､異なっているかを判断するた

めには､可能なありとあらゆる観測を行ない､その結果が完全に-敦するか､不一致の

点があるかを調べようというのです｡

A.2基底状態､エネルギーギャップ

m bert空間を持ちだきず､期待値の汎関数 a)だけを用いて､基底状態やエネルギーギ

ャップといった概念を定式化することができます｡ある無限自由度のスピン系のハミル

トニアンを〃 とします｡普通考えられるハミルトニアンは､無限個の項 の和ですから､

Hは当然 1∝aloperatorではありません.ですから基底状態を定義するのに､安直に

｢aXH)を最低 にするような a)｣などというわけにはいきません. そもそも無限系での

エネルギーの期待値 叫H)はほとんどの場合無限大で､考えでも意味はありません.

ところが､Hが l∝alでなくても1∝aloperatorAとのcommutatorlH,A]は1∝a=こなりま

す｡ (具体的に考えればわかります｡)このことを利用 して､基底状態を次のように定

義 します｡

定義 期待値汎関数 a)がハ ミル トニアンHの基底状態であるとは､任意の localoperator

Aについて､

叫A*【H,A])≧0

が成立することである｡

この定義の意味は､仮に有限系を考えて､期待値汎関数を具体的に状態ベクトルで書 い

てみればわかります｡つまり状態ベクトル lo)が基底状態なのは､任意のoperaorAにつ
いて

(甲IA*HAIp)-(pLA*AHIp)≧0
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となること｡仮 に Ip)が固有状態 で そのエネルギーが E.であ る とし､ さらにIv)≡

と書けば､これは､

く叫HIy)

く叫y)
≧ Eo

ということです｡つまり状態 ゆ)に任意の1∝alな変形を加えてやっても､エネルギーは

上が りこそすれ下がらないということです｡つまり有限系では､上の定義は通常の基底

状態の定義 と一致するわけです.

同じような思想で､エネルギーギャップを定義すると次のようになります｡

定義 ハ ミル トニアンHの基底状態 a)がエネルギーギャップ m を持つというのは､

叫A)=0を満たす任意の1∝aloperatorAについて

a)(A*【H,A】)≧ma)(A*A)

が成立するこ.とである｡

この定義を､有限系の場合に吟味して､通常の定義に-敦することを確認するのは､読

者におまかせ します｡

さて､ここで当然でてくる疑問は､このようなまだるっこしい定式化が本当に必要な

のだろうかということです.有限系で､基底状態やエネルギーギャップを求めておいて､

適当に系のサイズを大きくしたのでは､いけないのでしょうか?私の理解するかぎりで

は､やはり新 しい定式化は必要です｡もう少し言えば､無限系では期待値汎関数を元 に

した定義の方が､より吻塵的なのです｡ これは､以下 A.3とA.4で挙げる例を見てい

ただければ納得できると思います｡

A.3簡単な例

やや人工的な簡単な例を用いて､上のような定義がどういう意味を持つかを考えてみ

ましょう｡次のようなハミル トニアンを持つ 1次元の∫=1/之のスピン系を考えます｡

H -∑siZsニ1-∑sLZ∫ ∫

反強磁性のイジング模型に､上向きの-様 な磁場がかかっていて､たまたま交換相互作

用の大きさと､磁場の大 きさが等しくなっていますoSLZを対角化する表示で､このハ

ミル トニアンは対角化されます｡ (これはどちらかというと古典スピンの問題です｡)

基底状態を求めるのは､とても簡単です｡各々のスピンは､2つの交換相互作用と､

1つの磁場の相互作用を感じるわけですから､結局交換相互作用の方が擾勢になります｡

無限系での (偶数格子点分の並進について不変な)基底状態は､
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というNiel状態と､スピンを全て反転した状態の2つだけですOこれらが､無限系の

意味での基底状態になっていることを確かめるのは簡単です｡ (実は､並進不変でない

状態の中にも基底状態になるものがでてきてしまいますが､今はそれについては考えま

せん｡)

無限系の問題はできたわけですが､ここで敢て有限の系を考えてみましょう｡偶数個

の格子点を持った両端のある鎖 (-L+1,-L+2,,..,Lrl,LIの上で､先程のハミル トニアン

を取 り､基底状態を探 します｡当然､

十一十一十一…十一+一十一
と

一十一+-+...一十一十-+
の2つが基底状態だと言いたくなります｡ しかしよく考えてみると､鎖の端にあるスピ

ンは､交換相互作用を1つ分しか感 じていないので､これに作用する磁場 と交換相互作

用の大きさが等しくなります｡そこまで考えれば､この有限系の基底状態は､

q)l +-+-+-...+-+一十-

qT2 +一十一十一...十一十一++

q?3 -十一十一十...一十一十-+

p. +十-+一十...-+一十一十

の4つであることがわかります｡

このように､端のある鎖の上の系では､基底状態は4重縮退しています｡しかもこの

事情は､Lをいくら大きくしてやっても変わりません.そこで

(無限系の基底状態の個数)- lim (有限系の基底状態の縮重度)
L1)～

という (多 くの量子スピン系の専門家に愛用されている) ｢公式｣を使えば､無限系 に

は4つの基底状態があるという誤った答えがでます｡先ほど得た基底状態は2つという

結果と全 く矛盾 しています !

この例はかなりtrivialなものですが､ここで何がおこっているのかをじっくり理解す

るのは､無限系に慣れるためには大切なことです｡上の plと鞄の基底状態は､右端の

スピンが upか downかという点で異なっています｡どんなに上が大きくても､この 2

つの状態は (mlbert空間のベクトルという意味で)直交しています.

これら2つの状態を元にして､無限系での状態を次のように定義します｡
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oJl(A)= lim くplL4Ipl)
L)～

a)2(A)= km (p2IAIp2)
L一 cHE'

foranylocaloperatorA

pl と俄が任意のL,について直交 していたことを考えれば､ 叫 とabも ｢直交｣ してい

るのではないかと思いたくなるでしょう.しかLq とabはもはやHnbert空間のベク ト

ルではないのですo真面目に定義 を眺めて､ 叫 と叫 にどのような違いがでてくるかを

吟味 しな くてはいけませんO上の極限操作では､l∝aloperatorを1つ固定 して､Lを無

限大にとばしていることに注意 してください｡ope artorAが､如何 に多数のスピン演算

子の組み合わせで書かれていても､I,がどんどん大きくなって行 けば､いずれ問題の右

端の格子点は､Aの及ぶ範囲よりもずっと外側にでてしまいます｡つまり上の橿限で定

義 される叫(A)とah(A)の値は､ どのようなl∝alofXBratOrAについても､全 く等 しいので

す｡つまり叫 とahは､同じ1つの状態を表 しているのです !結局､ 4つの有限系の基

底状態の内､2つずつが同じ無限系の状態 に収束 し､無限系の状態は2つしかないとい

うことになります｡

こうしてパラ ドックスは回避 されたわけですが､どうも居心地の悪いような感 じが残

っているという人は多いと思います｡実際､ここまで丁寧に説明 して､納得 してもらっ

ても､再び ｢でも2つの状態は直交 してるわけでしょう…｣とや り始める量子スピン系

の専門家はたくさんいます｡我々は､有限系の量子力学の線型代数的な定式化に､あま

りにも深 く馴染み過 ぎているのだと思います｡ここで再び2つの定義の違いを考え直 し

てください｡そして (もっと大切なことですが)この間題の無限系での基底状態を2つ

であると定義するのと､4つであると定義するのとどちらが ｢物理的｣かを､自分な り

に考えてみてください｡ (私はときどき､ q)lと俄 をそれぞれ4.000...0000と3.999...999
という長さL,ケタの有理数に喰えて説明します.Lを無限大にすれば､どちらの数も4

を表 していて､これらを区別する理由はありません｡)

同じハミル トニアンを使って､少 し別のデモンス トレーションもできます｡有限系 を

考えるときに､奇数個の格子点を持った端のある鎖 trL,-L+1,...,Lrl,L)を取 ります.

すると今度は基底状態は

というの 1つしかあ りません｡おまけにこの基底状態はエネルギーギャップ (大きさは

2)を持っていて､その大きさはLによりません. ｢基底状態はただ 1つで､エネルギ

ーギャップを持つ｣という何か聞き慣れた状況になってしまいました｡いったい何が ど

うおかしくなっているのかを検討するのは､読者におまかせ します｡

ー 172-



｢量子スピン系の理論｣

既 に強調 してきたように､ここで取 り上げた例 はあ くまでも血vialな ものですOあ る

程度物理の見えている人ならば､この間題 では偶数個 の格子点 を持つ閉 じた (周期的境

界条件の)鎖 を考 えるはずです｡そうすれば､目新 しい無限系 の取 り扱 いなど知 らな く

ても､ ｢基底状態 は2つある｣ という正 しい答 えにす ぐに到達できます｡

だからといって､我々が上で見てきた困難が うわべだけの技術的なものだ と考 えては

いけません.全 ての問題 で aprioriに ｢物理が見えている｣ということはあ り得 ないの

です｡表面的止はまっとうに見える手続 きか ら ｢基底状態は4つある｣､ ｢基底状態 は

1つで､その上 にはエネルギーギャップが ある｣ といった全 く矛盾する答えがでて しま

うというのは､おそるべ き事実です｡

さらに (これぞ重要なことですが)､次 の節で見 るように､量子ゆらぎが効いて くる

問題 になると､境界条件の取 り方 を変えた程度では､問題は解決 されな くな ります｡ こ

うなると無限系 の期待値汎関数による定式化 は避けて通れないものにな ります｡

A.4対称性の破 れのある場合 一 例

いよいよ専門家で も間違いをおかす微妙 な状況 を考 えることにしましょう｡一般論 を

展開するかわ りに､ 1つ比較的わか りやす い例 を中心 に静 を進めます｡次のようなハ ミ

ル トニアンを持 った ∫=1/2の 1次元ス ピン系 を考 えます｡ (この例は､5.2節で挙げた

Afneck,Liebの論文か ら取 りました.)

H-∑ S.･Zs.･11.8(S.･Xs .･X.1･SLySL l )
∫

ここで､ ∂は 1よりも充分 に小 さな正の定数であるとします｡つまりこれは反強磁性 の

イジング模型に非常 に弱い (量子的な)摂動が加 わったものです｡

まずこの間題 を有限鎖の上で考えます｡偶数個 (L個)の格子点 を持 った鎖 を取 り､

境界条件は周期的で も､自由端でもよいことにします｡するとMarshall-Lieb-Mattisの定

理 とLieb-Schultz-Mattisの定理 の拡張 により､次の事実が証明できます｡ (具体的な証

明は､ A刑eck,Liebの論文 を見て くださいO)

定理 偶数個の格子点 を持 った有限鎖上では､ (任意 の ∂>0について)ハ ミル トニ ア

ン〃の基底状態 は､ただ 1つで､

∑S.･zlp)-0I
を満たす｡ さらに基底状態の上のエネルギーギャップは､1仏 以下のオーダーである｡

ところが､無限系 では､次のような事実 を証明することができます0
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定理 無限系では､∂が充分に小 さければ､ハミル トニアン〃の (偶数格子点分の並進

について不変な)基底状態はちょうど2つある｡ これらの状態を ol.ahとする.Pを全

てのス ピン を x軸 の周 りに 7rだ け回転す る演 算子 (ス ピン反転) とす る と､

a)1(A)-̀曝PAP)が成立するOさらにこれらの状態は次のような意味で長距離秩序 を

持つ｡

(長距牡相関) hm
h'jl一00(-1)L'jlb)I(SJ･ZsjZ)> o

(自発的対称性の破れ) (-1)ta,1(S.･Z), 0

このような定理は､厳密な摂動論を用いて証明することができます｡数理物理の方で

は､そういうテクニ ックはかなり発達しています.例 えば､Kennedy,Tasaki(Commun.

Math.Phys.toappear)には､量子スピン系の厳密な摂動論が､かなり一般的に展開 され

ています｡この論文は､証明の中身を知らなくても､厳密な摂動論の結果だけは使える

ようにと､ ｢実用的に｣書いてありますので､必要になった人は覗いてみてください｡

再び､有限系 と無限系 との結果に食い違いがでました｡しかも今回は､反強磁性の問

題に最も適 しているはずの偶数個の格子点 を持つ周期的境界条件の鎖を使っているに も

かかわらず､変なことになったのです｡ (奇数個の格子点を持つ系を考えても､ややこ

しくなるだけで､不一敦は解消 しません.)

ここで､有限系ででてくる唯一の基底状態というのが､どういうものかを調べてみ ま

しょう｡ (technicalな理由で､格子点の個数L,は4の倍数であるとします｡)6=0の と

きの基底状態である2つのNielstatesを

pl=J+-+-- 十一一 ),P2=ト+一十･･･-+一十)

と書 きます｡∂が (1に比べて)充分小さな正の数であるときには､ (有限系の)基底

状態はこれらの線型結合で､

IGroundState)-育(pl+P2)'(SmauCOm tion)

と書けます｡1/Lのオーダーのギャップを持つという第 1励起状態は､

JIstexcitedsate)-育 (911 2)'(SmanCO-Ction)

になります.つまりSの付いた項が ｢量子ゆらぎ｣ を産み出 し､ 2つの N6elstatesが

resonateしてしまったわけです.

無限系で現われる2つの基底状態 というのは､言 うまでもなく上の2つのNeelstates
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にわずかな摂動を加えたものですOつまりL.が無限大になる極限では､有限系の基底状

態と第 1励起状態が再編成されて､JGroundstate>±llstexcdedstate>の2つ (の檀限)が

基底状態になるのです｡しかし上が有限であるかぎりは､このような再編成は決してお

こらず､基底状態は唯一つしかありません｡

3.2節でLieb-Schultz-MattiSの定理の応用を話 したときに､有限系のエネルギーギャッ

プが 1/Lのオーダーである場合､無限系では ｢基底状態は唯一つで､エネルギーギャッ

プはなし｣という素直な可能性のほかに､ ｢対称性が破れて､基底状態は2つ以上ある｣
というケースがあり得ると言いました｡今の例が､この2つ目の可能性が実現 している

典型的な状況です｡

A.5PureStatesへの分解

たとえば計算機実験から､有限系は唯一つの基底状態を持ち､エネルギーギャップが

1仏 のオーダーであることがわかったとします｡ しか し､これだけでは､無限系で許さ

れる2つの可能性の内のどちらが実現するかはわかりません｡計算機実験から得られた

基底状態についての知識から､どちらが実現するかを判定することはできないのでしょ

うか｡

この間題を考えるために､前節の例をもう少 しいじってみます｡仮に我々が有限系の

基底状態しか知らずに､無限系の問題にアプローチしたとします｡する●と有限系の基底

状態を用いて､

a)O(A)=lim (GroundStatelAIGroundState)i+～

のようにして無限系の状態を構成することになるでしょう｡状態 ahが (無限系の意味

でも)基底状態であることは､すぐに確かめられます. しかし状態 abは全 く対称性 を

破っていませんから､このハミル トニアンの基底状態としてはunphysicalなものに思 え

ます｡ 叫,の何 らかの性質を調べて､これがunphysicalであるという兆候をみつけるこ

とができないものでしょうか?

状態 ahが次のような性質を持つことはすぐに証明できます｡

(長距離相関) lim (-1)Fjlab(S.･ZsJZ)>o
b'jl一00

(対称性を破らないこと) (-1)talo(S.･Z)千o

この2つは､物理屋の常識からして､なんとなくアンバランスです一｡特にこれらを組み

合わせると､次のように､truncatedcomlationfunction (ゆらぎの相関)が､2つのス ピ

ンが離れても0に減衰しないことがわかります｡
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晶 Iuo(S･･zsjZ,-udS･･Z,ab(S,･Z,I≠o

短距離の相互作用 を持つ物理系では､ゆらぎの相関は減衰するのが普通です｡ どうも

叫 はこの辺 りから責め始めれば､ほろを出しそうに思われます｡

ここで突如として一般論に移 りますo無限系の状態は､purestateと呼ばれるものと､

そうでないものに分けられます｡詳しい話はしませんが､物理的に意味があるのは pure

stateであるとされてい草すO (御存知のように､有限自由度の統計力学にもpurestate,

mixedstateというのがでてきます. しかし､今導入 したpureという概念は､通常のもの

とは区別して､無限系でのみ意味を持つものと思ってください｡ (もちろん両者に関係

はあります.))ある状態が purestateであることは､任意の localoperatorsA,Bについ

て､

aXABl･)一叫A)dXB)う 0, asb'lぅ00

というclusteringpropertyが成立することと同値です. (実はこの辺も超厳密にいうとや

やこしいのですが..) ここでB.･は､operatorBを格子点 iの ところまで平行移動 した

ものです｡

忙 しいですが､再び例題に戻って､検討 してみましょう｡ 上で見たゆらぎの相関のふ

るまいは､状態 叫 がpurestateではないことを表 しています.ここで､

IGroundState)-青 (pl'P 2H smauco灯-don'

という表式を用いて､状態 ahの定義を具体的に

a,o(A)-⊥血 ((pll.く92I)A(lq,1)+lp2)).(COrreCdon)
2 L)"

-ihl(q,llAlq,1)･(q･2LA戦)･2Re(くpIIAゆ2))･(COrreCdon)
2 L一 軸

と書き直すことができます｡注目したいのは最後の行の第 3項です｡ plと俄 が2つの

Neelstatesであったことを思いだせば､行列要素 (pllAIp2)が 0でないためには､Aは

エ個のスピンを全て反転 させる演算子になっていなくてはなりません｡ところが､上の

極限では localoperatorAを固定 して､Lを大きくするわけですから､この行列要素は必

ず消えてしまいますo (このような状況を標語的に ｢Lが無限大の系では､状態 pl と

仇 は異なったsuperselectionsectorsに属する｣ と表現することがあります｡有限系の選

択則(selectionmle)は､ハミル トニアンの持つ何 らかの対称性からでてくるわけですが､
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起選択則 (superselectionrule)は無限自由度のために生じるものですO異なった super

selectionsectorsの間を結ぶ1∝aloperatorは全 く存在 しないという極めて強い選択則にな

っています｡)結局

ol(A)≡lint (q)lIAlq)1)+(COrreCtion),ab(A)=bm く921AJq)2)+(COrreCtion)
L.)～ i,I+～

という状態を用いて､状態 abは

oo(･)-⊥ta,I(･).a,2(.))2

のように分解できることになりますOここに現われたwlとabは､前節で議論した無限

系の2つの基底状態に他なりませんoもちろん叫 とabはpurestatesです｡

一般にpureでない状態 a)は､

叫 )-∑p.･a)I.), pi,0
1

のようにpurestateSの線型結合に分解できることが知られています｡ (ここでの和は､

無限和､あるいは積分になることもある｡)

以上のことを標語的にまとめておくと

1 物理的に意味のある無限系の状態はpurestateである.purestateでは､ゆらぎの相

関が距離とともに減衰する｡

2 pureでない状態は､purestatesの和に分解できるO

ということです｡

有限系の計算機実験の結果から如何に無限系での情報を引き出すかという始めの設問

-の答えは､ ｢基底状態での相関関数の挙動 を調べることで､その無限体積極限が

pureになるか否かを調べよ｣ということになりますO多 くの計算機実験家は､言われな

くても､こういうことを実行しています｡

連続的な対称性が破られる場合にも､事情は (より複雑で難しくなりますが)同様で

す｡たとえば2次元の正方格子上の標準的な反強磁性のハイゼンベルグ模型では､∫≧

1の場合 に長距離秩序の存在 が厳密 に示 されています｡ (8.1節参照｡) しかし

Marshal1-Lieb-Mattisの定理によれば､有限の大 きさの正方格子 Vの上に定義されたモデ

ルの基底状態は唯一つで､一切の対称性を破 りません.この基底状態をIOv>と書 くこ
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とにしましょう｡長距離秩序の存在の厳密証明によってわかっているのは､Vによらな

い定数C>Oがあって､任意のVについて

(-1)ILj'暮<ovJ(SrSJ.)JOv>≧ C, foranyl･J

が成立するということでうす｡

ここで無限系の状態 αを

a(A)= 血 <OvIALOy>
Wlぅ00

と定義すると､上の関係 と叫S.･)-(0,0,0)からa)がpureでないことがわか りますoです

からoJはpurestatesの和に分解 されることになります. mixedstateである a)は､回転対

称性を破 りませんが､分解によって得られたpurestateは､対称性を破るはずです｡

この場合の分解は､立体角をパラメタ一にして､

a(.)=i47rdftald･)

となると期待 されます｡ここで ah は､スピンが ft方向に向いた様な状態で､

ah(Si)=COnSt･(-1)Jf)

を満たします｡残念ながら､この事実の証明はまだないようです｡さらに上の分解に登

場するpurestateahは､

HQ -∑S.･･S]-h∑S{f2くJ,♪ 1

という磁場の入った系の (無限系での)基底状態で､ (無限体積極限の後に)磁場 hを

Oにする極限を取ったものと-敦すると予想 されます｡このような極限で得られた状態

(おそらくはpurestate)が､対称性を破ることが証明できれば望ましいのですが､これ

もまだできていません｡
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