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1.非平衡熱力学1

まず､平衡熱力学を非平衡系に拡張する.濃度勾配､温度勾配などのある系は､系全体としは平

衡状態にないが､部分においては熱力学変数が定義できると考えられる. つまり､エネルギー密度､

エントロピー密度､質量密度､温度､圧力などが空間的に変化 しているものと考える｡非平衡系と

して流体を考える｡ 流体は流れをもつ ｡流れを含む不可逆過程として粘性現象がある｡ 粘性現象 も

熱力学の枠組みで捉えようとすると､運動量密度も熱力学変数として加えておく必要がある｡

Gibbs-Duhem関係式

C C
sdT-dp-∑podpa,Ts=e+p-∑p｡paQ=1 Q=1

において､さらに､流体の質量流の効果を考慮する.時刻tにおいて､考える系の内部の位置rに

ある質量流の流速の場をu(r,i)と表す.この部分系は運動エネルギーを持つ.また,外場によるポ
テンシャルエネルギーも存在する｡よって内部エネルギー,運動エネルギー,ポテンシャルエネル

ギーを足した全エネルギーの密度 u2
e≡e+pす+pO

が保存量の密度となる｡口は単位質量当たりのポテンシャルエネルギーであり､

po=∑ paLJa
(I

と表される.waは成分αの単位質量に働 く外力のポテンシャルである｡すなわち,成分αの単位質
量に対しては,外力は

Fcl--∇uα

となる｡

上の関係式を書き換えると､

u2a C
Ts-8-pT-∑paua+p-∑papQα=1 α=1

となる｡ 両辺を微分 し,Gibbs-Duhem関係式を用いると,

ds-;de-(;)･d(pu,-a$1妄 (pa･UQ一書)dpQ-Qfl告 dwa

が得られる｡E､pu､pαは､それぞれ全エネルギー密度､運動量密度､質量密度であり､｢保存量｣

の密度であることに注意する｡この微分式は次のような意味を持つ｡

一般にエントロピー密度 βが保存量密度αJの関数であるとき､エントロピー密度 βの微分

ds-∑ Eidαi
I

1Ⅰ･prigogine,EludeThermodynamiquedeSProceSSuStrre'versI'btee(Desoer,1947)‥S.R.deGrootarid
P･Ma-I,Non-equilibrium Thermodynamics(NorthHouarLd,1962;Dover,1984).
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の係数 F.･を ｢熱力学的力｣と呼ぶ.隣合う二つの部分系A,Bにある保存量αの移動が起こるものと

する｡AからBに∂αだけ移動 したとすると全系の単位体積当たりのエントロピー変化は

lsA(αA-∂α)･sB(aB･6a"-lsA(αA)･sB(αB)】巴(一監 ･監 )6α-(-FA･FB)6α･

ここでsA､SBはそれぞれ部分系A,Bのエントロピーを表す.熱力学第二法則によると､変化の後

にはエントロピーは非減少であるから､6α>0が自発過程として起こるためには､FA<FBでな
ければならない｡つまり､保存量の移動は熱力学力が増大する方向に起こる｡保存量の輸送は熱力

学力の勾配に沿って起こる｡ よって､例えば､αがェネルギー密度であるとき､これに対応する熱

力学的力は､温度の逆数 1/TとなるOしたがって､1/Tの勾配方向に熱が流れる. 粒子の拡散の場

合､-(pa-pu2/2)/Tが熱力学的力であり､その勾配によって粒子拡散が起こる.
しかしながら､エントロピーは非保存量を独立変数としてもっていても良い｡例えば､電気双極

子モーメントや磁気双極子モーメントなどは生成消滅できる｡このような非保存量の密度をβtとし
て､エントロピー密度を

ds-∑Fidὰ+∑GidPi一 t
と表すことにしよう｡そうすると非保存量の変化6β>0が自発過程として起こるためには､ds-Gdβ
においてG>0でなければならない.よってβ∝Gということになる｡

熟力学変数の微分式

ds-;de-(芸)･d(pu,-a41妄 (pa･ua-誓)dpa-差 1告 duQ

で表される変化は部分系における状態変化を表現するものと解釈される｡E,P,u,Pαは時間tと空間

rの関数であり､各部分系の状態を記述する｡部分系は流れに乗って動いているが,熱力学関係式

における微分は､動いている部分系内における時間変化と見なされる｡よって､

ヱ)

d一 面

という読み替えが可能となる｡そうすると,Gibbs-Dllllemの関係式は物理量の時間変化を表すも
のとして

DT

sl汀

C

芸 -∑ pQ箸
Q=1

となる｡また､エントロピーの微分式も､時間変化を表す式として

Ds_1DeuD(pu)Di-TDtTDia=1-i.手筈
C
∑α=1
pQDLUaTDt

となる｡ ここで
u2

pニ≡pa+ua一丁

と略記 した｡

エントロピーの時間変化が保存量の時間変化で与えられたから､あとは保存量に対する発展方程

式 (保存則)と組み合わせれば良い｡

質量保存則は

告.divJQ-∑-QVa,WriJ
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と表される｡pdは成分αの質量密度､Jαは成分αの物質流束である｡すなわち､物質の流れの方向

を向き､大きさは単位時間に単位面積を通過する質量である.右辺は化学反応を表す.W ,は反応 r

の進行速度､vQ,は成分は化学量論係数である..例えば､反応 Tが

2∬2+02- 2∬20

の場合､

uH,--2,L'03--1,Z/a ,0-+2

である.叫 は､単位時間に物質αが〝Q,W,モル生成されることを表す.maは1モルの質量 (すなわ

ち､分子量)である｡

成分αについての和をとると､

C C
緩 pa･div∑ JO-∑∑-aレ血,Wrα=1 α=1r

となるが､反応の前後で質量が保存するので､

C
∑m aya,-0α=1

である｡各成分の質量密度を加え合わせたものを質量密度pと定義する.

p-云pa
α=1

また､流速場uは質量流束全体を質量密度で割ったものとして定義される｡

u-三去lJa

以上より質量に対する連続の式が得られる｡

芸 +d iv(pu )= o

また成分αの拡散流束jαは相対的な質量流束として定義される｡

●
JQ-Ja-pan

実際､Ja-pQu｡と書 くと､uQは成分αの質量流の流速であるから､上で定義される拡散流はjα-

pa(uQ-u)と表される｡つまり､相対速度△tla≡uQ-uに密度p｡を乗 じ,たものであるO
運動量保存則はいわゆるNavieTIStokes方程式である.空間方向成分i-2;,y,Zについて

響 ･∑
3=31y,I

∂(puiuj+PSi,I-可,･)
aTj

C
pF-∑pQF｡

a=1
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である｡また,空間方向の成分jについての和をとるが,以下では､和の記号は省略する｡Pは静水

圧､J.Ljは粘性応力テンソルであるQ ベクトルで表すと､

等 し ∇ :(puu･pl-U,)-pF

となる｡ここで,

(∇:AB)i-∇jA,･Bi-孟 AjBi

の意味である｡いま,外力は時間に依存 しないものとする｡

坐巴=｡
∂t

そうすると, C C C
∑pQ箸-∑pQ(u･V)ua--∑pa(u･FQ )--P(u･F)Q=l Q=1 α=1

となる｡

エネルギー保存則は

芸+div(Eu･Pu･je)-0

と表される.Eu+Puは対流によって質量とともに運ばれるエネルギ-であり､jeはそれ以外のエ
ネルギー流束を表す｡

これらを用いると､結局エントロピーの変化に対 して

芸 +divj,-qlS]

という形が得 られる.j,はエントロピー流束である.

Js=Su+

Jsi=Sui+1チ

C
+u:q'+∑ILニjaa=1

(jè
C

i+u,.Cr:,･+∑府Qia=ユ
空間方向成分で表すと

となる.またcrlS]はエントロピー生成速度を表し､

qls,-∇(妄)･je+∇(;):U,一差1∇(辛)･ja･写告wr
と表される｡エントロピー生成速度が保存量の輸送に関しては

(熱力学的力の勾配)x(保存量の流束の不可逆部分)

という形に書かれていることに注意されたい｡また､化学反応については､親和力と進行度の積に

なっている｡ここで､親和力は､ a
A,--∑m｡va,jLaa=1

で定義される｡

よって､熱力学的力と対応する不可逆的流束を表にすると以下のようになる｡
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保存量 輸送に対する熱力学的力 不可逆的流束

エネルギー ∇(享) Q(熟流)

運動量 Ivv('i ') -q'(粘性応力)

通常の文献では

je-Q-u:q '

と書いて熟流 Qを定義する｡そうすると､エントロピー生成速度は

qls,-∇(妄)･Q･芋 :ql-去1lv(%)-; ]･ja･宅診 wr

となる｡

2.線形熱力学

以上のようにして､現象論的方程式は,保存量密度

に対する保存則を､流量Ji､生成速度crlcyi】を用いて

筈 +divJ.･-qla.･]

と表すoj≡puは質量の流量であるO さらに,流量を二つの部分に分けて,可逆部分Jtと不可逆部
分J:rrに分けることにができる｡ 可逆部分は上の定義から

J;-(pun(嘉 7)
である｡ 不可逆部分は

J{r-(-jOT l)
である｡ 熱力学的力を

E.･=

p+
T

ll

T

1

チ

と表すと､保存量の輸送に対する力はその勾配である｡

Ⅹ.･-∇Fi-
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線形熱力学においては､J:･汀とXi-∇Fiとの間に線形関係を仮定する.

ここで

(Ji･rf)7--g左t-LkL･in(孟Fjn)･LkL･i(孟ES),
(J皇rr)i-Li･k(孟Fe)ILiJd(孟F,･L)

L il,kL-Tq (6iL6,.A I 6ik6jL一言 ei,･8kL)･TE6t･,･6kL

Li,jk-Ljh,i-LJ･k,iLuL

Li,i- 入6ij+Li,3･kuk

とおくと,現象論的発展方程式となる｡ つまり､現象論的方程式は､運動量密度jも熱力学変数と

含めると､線形熱力学の枠内で完全に表現できる｡つまり､不可逆流は熱力学的力の空間勾配の線

形関数である｡

さらに,

J…rr-≡ /d3r/Di,･(r,r')Fj(r'))

と表すことができる.D.･j(r,r')は次のような形になる｡

DJ･t,.L'r,r/'-孟LihJIL(r)a (r-r')

こ こで､

L t･k,jL(r)-Tn ( 6iLe ,･kI 6i,･6kL一 言6ik6,･L)ITC6擁

同様にして

D,･ke(r,rI,-孟 Lt･k･jL(r,uL(r,a (r-r/,-孟 Lt･k･j(r,a (r-r/,

となる｡ここで

Lik,i(r)=Lik,jL(r)uL(r)

また､

Dee'r,r/'-孟Li･3･'r'和 r-r/'

となる｡ここで､

Li,i(r)-A(r)6.･j+Lib,3･(r)uh(r)

と表す｡

以上のように表すと､例えば,

/d3r'DjA,･L'r,r')GjL'rI'-/d3rJGJlL(r''孟 Lik･jL(r,和 r-r''

孟 Lik･jL'r'/d3r'GjL(r',和 r-rI)--a Lt･k･jL(r)% GJlL(r,
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などとなる｡

3.熱力学揺らぎ現象論2

本節では､質量密度､運動量密度､エネルギー密度など場の量に対するFokker-Planck方程式を

求める｡その際に､Fokker-Pla.nck方程式が漸近的にi- ∞ で平衡分布を与え､かつ平均値 (一

次のモーメント)に対する方程式が通常の流体方程式となるようにする｡この二つの条件によって

Fokker-PlarLCk方程式の形がほぼ決定できるo

我々は巨視的保存量の集合(α)を考えることにする0時刻.tにおいてこれらの物理量が実現する

確率汎関数をP((α),i)とする.平衡状態においては

Peg((可)咲exp
となる｡ここで∫は全系のエントロピーで

S-/d3rs(r･i)

と表される｡

ここで､一般の非平衡状態において確率汎関数は関数空間におけるFokkeトPlanck方程式に従う

ものとする｡

£p((α,,i)--/d3r写志 【Gi(r)P(iαい)】

･/d3r;読 /d3r,Di,.(r,rJ,ト品 . kBB ]p({α,･t)

Gi(r)や Dt･}･(r,r/)はlα)の汎関数でもある.また,6/6cyi(r)は汎関数微分を表す3.

もし,

/d3r;lS ･ kBGj(r,& ]-0

でかつ､DiJ･(r,r')が行列として正値であれば､FokkeトPlanck方程式が漸近安定性をもつことを示
すことができる.そのためにH関数を導入する.

H(i,≡ /Da P({a},i,h (Peg(iα)))-/DaP({α,･t,lhP({α,･tト 響 ]

とおく｡ここでIDαは汎関数積分を表す｡すなわち､Feynmanの経路積分のように､a-ごo<3;1<

･･･<xN-bとしてα(xo)-αO,α(xl)-α1,･･･,α(CN)=αNに対する多重積分IdαoJdcrl- IdαN
と見なす｡

筈-/Da [=(lnP一差)+笥-/Da 針 孔p-孟)
2L.D.Landa.bandE.M.LifsLitz,FZuidMechanics(Pergamon,1959),Chap.17;W.varLSaarloos,D.

Bedea･uxandP･Mazur,PhySicalO7A(1981)109,147.;K･Ktahara,K.Miyazaki,M.Malek-MansotLrand
G･Nicolis,Nol'seinPhysicalSystemsand1/IFtuciuaifons(Eds･,T.MtLSha,S.Sato弧dM.Yamamoto,
OLmsha,1991)p.611･

3Ⅰ･M.GelfarLdandS･Ⅴ･Fomin,Calculusofyarfatf'onS(PrenticeHah,1965).
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ここで､規格化条件

/DOP((α),i)-1

を用いたoよってFokkeトPlanck方程式より

筈 -一宇/Da(& lGt･(r,P])(lnP一差 )

･yDα[志 Di,･(r,r,,(一品 ･kB志 )p](lnP一芸)
ここで部分積分を行 うと､

筈-;/Da (G直)P)(去蒜 一志品)

誉/DaDij(r,rI,[(-3 ･kB古志)p](;品一志品)･
よって

筈 -写 /DalGi(r,蓋 一等 志 ]

う/D a驚 針 誌 p･ kB品 目kB蓋 一品 p]

罪-項は上の条件を使うと

/Da;/drB lG"r'P]

という形にまとまり､汎関数積分で落ちる｡第二項は二次形式になっているからDijの正値性によっ
て負である｡ よって∬関数は単調減少関数である｡

dH

l訂 ≦0

-万､
1

1m∬≧1--∬

を用いると,

H-/ムα ph孟 ≧/Da P(- 普)-/Da (P⊥peq)-1-1-0･

よって別 まLya,punov関数であり,ある値に漸近する.

次に,実際

となることを示そう｡

/d3r郭等+等量1-0
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先ず,第二項が0になることを示そう｡ここでG,I(r)として

G.(r)-

-∇･j

-∇(ptlu)-∇p

-∇【u(E+P)I

とおく｡ただし､j-puとおいたoGi(r)は､流体方程式において可逆な変化を表す部分であるO
具体的に計算すると,

;/d3r Gi(r,蕊

--/d3rl(∇･増 +∇:(普.pl)筈+∇･(u(E･P))筈]

-/d3 r[(∇ ･j,;(p一言)-(∇･(puu･pl"芸-【∇･(u(e･p,,];]

-/d3rl(∇妄)･u(pp･p誓-6-P)･pu･(妄∇p)-;･vp]
ここでGibbs-Dt山em関係式

u2

Ts=い 仰+P-Pす
を用いると､

;/ d3rGi(r ,a - / d3ru･LTsV (; )･f∇ p 弓 ∇p]-/drr･lsVT･ p∇p-∇P';

さらに､

sdT-pdFL+dP

より

sVT+pVp-VP-0

を用いて求める結果を得る｡

害 - 0

より

芸 :I- ¢

また､
6G3㌧(r)

6jk(r')

6G3･i(r )

よって

-- 6ik(普)孟6(r-r'ト 書芸 6(rJ )

- (i ) & 6 (r-r'),=/ f & 6(r-r')
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同様にして

-'_g_:.I- 0

も示される｡

次に､方程式の解として平均値の周 りでシャープな分布をしているとして､

P((C弓,i)～exp
申((C号,i)

kB

とおく｡kBを微小パラメータ-としてWEB的な近似をしてみる｡そうすると､車に対 して

芸 --/d3r写 (古志 )G̀(r,

･/ d3r; (器 ) / d3r,Di,.(r,rl,[- (蕊 ) +( 古志 ) ]

というIIamilton-Jacobi型の方程式が得 られる.

｡-塞 ?/d3r/d3r/lai'rト 5i'r･t']Oij'r,rl,t'【αj'r''-5j'r',i']+-･

とおく05.･(r,i)は時刻 tにおいて最大確率を与えるα,I(r)の値である｡Hamnton-Jacobi型方程式

をαi(r)-5i(r,i)について展開すると､

£5i(r,i)-Vi(r,(覗

V ･･'r,{α}'≡Gi'r,{α}'+?/d3r'Dij(r,r'･{a}'蓋 世 }'

となる｡これが､現象論的発展方程式と同一視すべきものである｡

現象論的発展に伴 う全エントロピーの増加は

芸 - ;/d3r
∂αi(r,i) 6S

at 6αi(r)

-; /d3rGi(r,品 +≡/d3r/d3r'DiJ･(r,r/)還 す有蓋i,∫

である｡第二項は正値二次形式である｡また､先に示 したように可逆部分はエントロピー生成を伴

わない｡

;/d3rG"r'& -0

であるから,全エントロピーは増加する｡

次に､散逸的部分が現象論的発展方程式 と一致するようにDiJ･(r,r/)を選ぶのであるが,これら
は既に,前節で与えられている｡

揺 らぎの相関関数を

く6cri(r)6α}･(r'))-kBqiJ･(r,rl,i)
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と表すと､上のWXB近似で

£qt･,.(r,r',t,-;/d3rlI蓋誤 聞 )qkj(r"･rI･i,

･;/d3r"芸 諜 (何 ,qik(r,r〝,小 2Dij(r･r',{鞘

となる｡

[IJangeVin方程式との関連]
揺らぎを導入した流体方程式を

誹 ･孟 (pukuL)･芸 -孟 qLL･Rh(r,i)

∂.

孟e･孟 luk(eI P)]I∇入∇(妄)-孟 (uLqih)IRe(r,i)

と表すと､これがFokker-Planck方程式と矛盾 しないためには､

くR,･k(r,i)R,･L(r',tI))-2D3･上3･L(r,r')6(i-i')

(Re(r,i)Rs(rI,i'))-2D"(r,r')6(i-tI)

くR,･A(r,i)Re(r',i'))-2Dj上e(r,r')6(i-i')

となることが要請される｡

Djk,･L(r,r,,-哉 [6iJ･6kLq I6ik6y(<一言n)T･6iL6jhnT]6(r-r,,

とも表現できるので､運動量密度jに対する揺動力Rj上(r,i)を

Rjk(r,i)-孟 skL(r,i)

とおくことができ､これは

(S.･k(r,i)S}･L(r',i'))

-Tト(eiJ･6kL+61･L6,･k一言St･kS,･L)IESik6jL]6(r- )6(i-tl)

と仮定することに等 しい.S.･k(r,i)は ｢揺動応力｣と呼ぶべきものである.

エネルギーの揺動力の性質を見るためには､全エネルギー密度に対する方程式を内部エネルギー

密度に対する式に変換する｡

芸+div(eu)･Pdivu･∇入∇(妄)一語q3･i-RC(r,i)-ukRj.(r,i)

となるから､内部エネルギーに対する揺動力は

Re(r,i)-Rs(r,i)- ukR3･上(r,i)
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となる｡この分散を

(Re(r,i)Re(r',i'))-2Dee(r,r/)6(i/-i)

とおくと

Dee(I,r/)=Dce(r,r′)-uk(r)D,･.e(r,r')-De,I.(r,r')uk(r')+uk(I)DkL(r,r')uL(r/)

だから

Dee(r,rI,-品 6̂(r-r,,･Tq:,･%6(r-r,,･

これは

Re(r,i)≡ -divq(r,i)+a s3･i(r,i)
とおいて

(qk(r,i)qL(r',t'))=2人6kL6(r-rl)

とおくことに対応する｡つまり､qは揺動熟流である｡ 通常

人=KT2

とおく｡このとき

芸濃 (妄)ニーK△T
で､Kは ｢熱伝導率｣と呼ばれる｡

[例 :温度揺 らぎ]

平衡熱力学では､ある物理量のゆらぎXの実現する確率は

p(x)咲es/kB

で与えられる.このことからエネルギー揺らぎ6Eの分布が

P(eE)C<exp

となることが導かれ

((eE)2)-kBCvT2

が導かれる｡温度揺らぎに書き換えると､

((6T)2)-壁Cy

が得 られる｡これを連続体に拡張すると､温度は巨視的には一様であるが揺らぎは空間依存する｡

平衡状態では,

く6T(r)6T(r,))=壁 6(r-,,)
Cv

ここでcyは単位体積当たりの熱容量である｡

系の境界条件を変えて､高温の熟浴と低温の熟浴との間に系を置くと､系内に熟流が流れ､系は

非平衡状態となる.このような場合､非平衡状態の揺らぎを評価する一般原理はないが､平衡から

あまり隔たっていなければ､熟力学的に扱うことができる｡系を部分系に分けて､それぞれの部分

系は局所的な温度やエネルギー密度で表される平衡状態にあるものと考えるのである｡エネルギー
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｢非平衡系の統計物理｣(その1)

は保存量であるから､揺らぎかたとしては､ある部分系での増加は別の部分系での減少を意味する

ということになる｡

簡単のために､流れがない状態におけるエネルギー密度の揺らぎを考えることにしよう｡

く6e(r)Se(r'))-kBqee(r,r′,i)

とおくと､

£qee(r,r,,i)-/d3r〝宅課 (if"gee(r",r,,i)I/d3r"器 (伺 - r,r"･i)･2Dee(r,r,,伺 )

ここで､

甘e(r)-fC△T(r)

であるから,

言誤 -KAi 6(rイ ′), 霊湯 ((覗 - K△,i 6(r/-r")･

よって ∂
訂 ee(r,r/,i)-K(AI△')吉Jee(r,瑚 +2∇KT2∇′6(r-r')

次のような恒等式が成 り立つ｡

2Vf(r)V/6(r-r/)-lAf(r)]6(r-r')-(A+A/)I(r)6(r-rl)

よって
∂
訂 ee(r,r',i)-a(A+△')igee(r,r',… △KT2]6(r-r/)

となる｡ここで

gee(r,r′)≡qee(r,r')-CvT26(r-r')

はエネルギー揺らぎの平衡揺らぎからのずれである｡

いま､温度勾配が一定という条件のもとで定常的な揺らぎ相関を求めると､上の式から

(A+△I)gee(r,r′,i)--2cv(∇T)26(r-r′)

となり､非平衡条件 (∇T≠0)によって誘起される長距離相関gee(r-r')が現れる.

よって次のようなシナリオが考えられる｡平衡状態では拡散による空間的相互作用はあらわに出

てこないが､系が非平衡状態に置かれるや否や長距離空間相関が現れるのである｡これが､反応の

不安定化と結合して増幅されると､散逸構造が現れる｡
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