
高次元系のハミルトン ダイナミックス

新上 和正(A.TR光屯汲通信研究所)II

多滋子系は,様々な粒子配置を時間的に変えなが
ら運動して行く.この際に生じるダイナミックス

を,特に安定な粒子配直に相当する領域 (basin)
を拠り所にしながら,領域の内部の運動と領域の
間の運動に分けて基礎由な性質を諌冷しよう.

1.始めに

(保存ハミルトン系の)高次元系のダイナミッ
クスについて,特に安定領域間の運動に関する基

碇的(rubik-ishlgecubeを含む)な考え方を議冷
しよう.1この研究の動掛 土,多粒子系のガラス状
態のダイナミックスを理解したいという思いに

端を発して,ダイナミックスの全体像を(統計力
学の相図で端的に代表されるようにバラメタ-
をいろいろ変えてダイナミックを分類するとい

うのではなく)そのままの形で理声したいという
厭いから来ている. その際の具体的な問題意鼓

は§2.玉=こ述べてあり,その節までがこの報告の序
論である.

特にここで述べたいのは,ダイナミックスを
ダイナミックスの形で理解するために運動に 強̀
度'なる考えを導入する点と安定領域間の防音の

仕方の複雑さ,即ち,琴路の複雑さを考える点で
ある. 経路の複雑さを理解するためのトイ モ

デルとしてルービックーイシダ キューブ(rubik-
ishigecube)を導入する.以下が各節の項目であ
る.

§2.モデルと幾つかの問題
A.モデル

臥写像と運動の分類
C.安定領域間の運動
D.安定領域内の運動
E,幾つかの開港

§3.運動の強度
A.トートロジー

B.二つの時間スケ-)i,と強度
C.運動量と位置座標空間での拡散

§4.TypeⅡⅠの運動
A.幾つかの性質
B.保存系と散逸系での違い

C.TypeI,ⅠⅠとの違い:経路の複雑さ
Dノ ミヽルトンルービック.イシダ

キューブ(Eami1tonrubik-ishigecube)
§5.終りに.

高次元系のダイナミックスに関するモデルと記

号の約束と幾つかの性質を,又,何を問題にしよ

｢複雑系｣

うとしているのかを鋭明することから始めよう.

高次元系は,自由度の致,サイズ依存性に注視す
るのが出発点である.2

§2.モデルと幾つかの開度
A.モデル

次の多起子系のモデルを考よう.3

〟

Ebi,qt･】-∑ p!/2+(1/2)Vtqi]･ (2･1)I

･V【q.･】=∑ ,･V(qij),(qij:iと3'昔日の粒子の位置座
標間の駐推).t1(q)は粒子間相互作用である･以
下考えようとする系の空間の次元数は3である.
空間の次元性はダイナミックスや力学的性質に

大きく影響する.例えば,Lennard-Jones型4や
バネで6-7-8相互作用する一次元系は,ただ一つ

の棟遭的に安定な滋子配置 (局所安定点と呼ぶ)
を持ち,且つ,力学的にはEAM トーラスが現れ
易い系である. 他方,空間の次元性が高 くなる

と,沢山の局所安定点が現れ,且つ,EAM トー

ラスは非常に現れ妊くなる.(現れ易いとか難し

いとかは,人間にとって意味あるパラメータ領域
に現れるかどうかを指す. この性質は,例えば,

サイズ依存性,示量性があるかどうかなどと関係

する.) pi,q.･はi番目の粒子の三次元空間の運
動量と位置座標である.V【q.･]の空間の次元数は

(3〃-3)(〟:粒子致)である･ 次元数は,空間の
次元致(3)に粒子数を掛けたものから全粒子に対
して一棟な変位の自由度(3)を引くことで与えら
れる. 系の空間のように三の次元数を持つもの

とV【q.･]のような多数の次元数を持つ空間があら
われ紛らわしいので,以下では区別して系の空間
を単に実空間と呼ぶことにしよう. 多次元空間
のポテンシャル面を平面に無理に措いたのが図1

である.安定点は(3〃-3)次元位置座標空間のポ

テンシャル面Vlq.･)の点である. 実線が等高線,
破線が稜線を表わす.安定点は,周 りを破線で囲

まれた･で示してある.安定領域(basin)は･を
含み周りを破線で囲まれた領域をいう.

以下で述べる動的性質は,主に三次元実空間
のLennaJd-Jones型で相互作用する系で調べら

れたが,より広いクラスの相互作用 (ポテンシャ
ルの深い所と高い所が系のサイズに比例するよ

うな)系でも成 り立つように思える. (この条
件については,§5でまとめておく.) 以下では,
Vlqi]=Vlqi+naL当(na:任意の整数;α=x,y,or
I)の周期的境界条件を課す･また,(i)V(q)>-∞,

(ii)V(q)は大きいqでq~d(dは実空間次元数,こ
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こでd=3)より速 く洩裳するとしよう･ この時,

Vlqi]/N>-∞ となり,失空間で偏った粒子分布
は排除され大体一様な滋子の配置が安定に凍れ

ることになる.また,様々な安定な粒子配位の間
でポテンシャルエネルギー値の比牧で出来るよ

うになり図 1のポテンシャル面が意味を持つよ

うになる.

図1.多次元空間のポテンシャル面

B.写像と運動の分類

保存ハミ)t'トン系の代表点 (phasepoint)の
運動は2(3〃･3)次元の位相空間内の軌道を措 く.

軌道は,運動方程式を解 くことによって時剛 に

連続なtp.･(i),q,･(i))で得 られる. 多粒子系がい

ろいろな粒子配置を変えながら運動するとき,局
所安定領域 と隣凍する安定領域の間の運動に注

目するのは自然であろう･ (何故ならば,配置を
変化させるた捌 こは運動 して行 くためにはいろ

いろな安定領域を運動 して行 く必要があるから

である･) このような運動を取 り出しかたにいく

つかの方法がある.9一つの方法は一定時間間隔

A (A に任意性があるが最も運動の違いを取 り

出すようの選ぶ)でtp̀(n△),q̀(n△))(n=1,2,..)
の代表点がどの安定領域 (basin)にいるかで番号

を割 り塩る･ 安定領域の番号 (i,2,...)q)付け方

は,最初に弟われたものを1とし次に現われた(i
と違った)安定領域を2とし,次々に番号を増や

す･ (ポテンシャル面V【q.･]が沢山の安定点があ

ること,又,ポテンシャル面はそれらの安定領域

領域によってオーバーラップなしに分割される

という事実を使っている.) この方法によって時

系列 tpt･(i),q.･(i))-fnl,n2,n3,..)(n.･:正整数),
つまり,

n(.･+1)≡¢ini (2.2a)

を定義するシフト写像 id･.I)を得る.また,n,･を
安定点での相互作用エネルギ一億 Ⅵ で置き換え
れば同様に

明け1)=¢;Ⅵ (2.2b)

のシフト写像 tQilを得る.

C.安定領域間の運動

tp.･(i),qi(i))を実際に計算するとエネルギー

の変化に依って運動は次の三つの型に分類され

る･3分類は,運動のテンボラルな振舞いに注目し

て行なわれているのであって,短時間での力学的
な振舞いや長時間に渡る平均量には現われない.

(例えば, 以下の分類はリアプノフ指数に反映し

ない.何故なら,分軌 ま安定点の間の運動の時間
スケールはリアプノフ数を規定する時間スケー

ルに比べ大きいからである･)

TypeI:高いエネルギーでは代表点は色々
な安定領域を通過する.通過する異なる安定領域

の数S(i)は,S(i)竺Nc(Ek)iとなる.ここで,Ekは

粒子の平均運動エネルギーでC(Ek)とerpトb/ek]
(いま定数)の依存性を持つ･(図2の上段)図2は

(2･2a)で定義されるtt.･+1)=卓.･V.･の運動を示 し
てある.

TypeII:中間のエネルギー領域では,初め

のうちはTypeIと同様に,通過する安定領域の

数はS(i)巴ND(Ek)fとなる.TypeIと違う点は,

TypeIの運動はある時間経過後 (丁̀)で終わり,
最後は,数個の安定領域を遍歴する. T'はエネ

ルギーfkが減少するにつれ短くなる.連動は,棉
互作用エネルギーを低 くする方向に進行する.こ

の運動を非対称運動 (asymmetricdyna･mics)と
呼ぼう.非対称運動とは,隣接する安定領域間の

非対称な遷移運動を意味する.つまり,相互作用

エネルギーを低 くする遷移は起こりやすいが,エ
ネルギーを高 くする遷移運動は現れにくいこと

をさす･(図2の中段)

TypeⅡⅠ:低エネルギー領域では,初期に数

個の安定領域に入 り,それ以後間欠的(inter血t-
tently)に安定領域を遷移する.TypeIIと同様
に相互作用エネルギーを低 くする非対称運動が

現れる.TypeIIとの違いは運動の変化に現れる

間欠性である･ (図 2の下段)エネルギーが更に
液少すると,安定領域に滞在する時間が増大する.

その時間の伸びは,エネルギー減少のどの様な関
数になるかは初期値依存性が強 くて解っていな
い.
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図2.写像と分類
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D.安定領域内の運動

代表点が一つの安定領域に留まっているとき

の最大リアプノフ数 人αはその安定領域がどのよ

うな粒子配置をとっているかに依存する. しか

し,かなり規則正しい粒子配置を除けば大体同じ

になり入Aは入a(Ek)∝(Ek-<呈),(EOi巴0)となる･こ

こで,Ekは大きくなると隣の局所安定領域に容易

に行 くようになるので,Ekは長い間一つの安定点

に滞在 しリアプノフ数が収束する程度の小さな

値である. 従って,1)アブノフ数は隣の局所安
定領域 に行かない程度の時間スケールでの億で

ある. 対応 した位相空間の領域では強い軌道不

安定性 を持つことが結論される. また,初期値

を変えた計算を行なうと,何時でも,ほぼ同じ大

きさの最大リアプノフ数が得 られることとEOi巴0

であることは,全エネルギーで位相空間領域で,
KAM トーラスが占めている領域は凍めて小さい
ことを意味する.

｢複雑系｣

E.幾つかの間窺

(dl)TypeIとTypeII,ⅠⅡの遠い:TypeII,
ⅠⅠⅠとTypeIとの違いは,運動に現われる一方向

性 (非対称運動)である. この運動は通常の意味
で非可逆的であるにも拘 らず"非可逆性 "という

語を使わなかった.この理由は,降凍する安定領

域間の違移の運動に注目し,相互作用エネルギー
を低 くする方向に運動が進行することを強調 し

たかったからである. よく例に出される ｢最初

に希の右半分に寄せ られた多粒子が拡散 して行

き再び元の状態に戻る確率は非常に小 さい｣と

いう非可逆性は,系がカオス ダイナミックスを
行なうとき常に現われるからである.22 この非可

逆性は,上の全ての運動のTypeに共通に見 られ
ち.それでは,非対称運動は何故現われるのだろ

う.系の短時間の振舞いに,例えば,リアプノフ
スペク トラムには特にこれらの運動の差異は現

われない.TypeIとTypeII,ⅠⅠⅠの運動の違いは
どの様な力学的性質の違いから生 じるのだろう.

(d2)TypeIⅡの運動:TypeIIIの運動はガ
ラスのダイナミックスに対応 している.10安定領

域内ではEAM トーラスが占めている領域は埠

めて小 さい･ このことは,TypeIⅡの隣の安

定領域への遷移運動は,トーラスの部分的な崩壊

で起こるアーノル ド(Arndd)拡散ではない.ま
た,EAM トーラスに長 く滞在する誘導現象でも

ない･既に,十分カオス的である(安定点内の)運
動の間の運動であ り高次元系に特有なものに見

える.(ガラスのダイナミックスがアーノル ド拡

散であるという研究者 Ilもいる.)TypeIIIの運
動はTypeI,Ⅱ とどのように違うのであろう.ま

た,TypeIIIは異なる安定領域を間欠的に遷移す

る運動である.このとき,経路問題が課題 となる.

つまり,どのような隣接する安定領域を繋 ぐ遮移
経路を運動するのだろう.

(d3)安定領域間の構造 と運動:多粒子系は
二次相転移に類似 したガラス転移を一般に持つ.12,13

これは次の性質と関わりがある.つまり,二つの
安定領域間のポテンシャル壁は系のサイズに比

例するという加法性の性質を持つか否かである.

加法性を持つなら二つの安定領域間は系のサイ

ズが大 きくなるとdisconnectされガラス転移は

真の相転移 となる. 統計力学で記述される相転

移は常に系のサイズに比例する量,つまり,測度

を問題にしている.(粒子ガラスや特に短距離相

互作用を持つス ピンガラスのガラス転移が本当

に相転移かどうか,また,ガラス状態では多数の

相̀'が存在するかどうかの論争がある.14)
一方,もし版に加法性を持たないならば真
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の相転移でなくなる.この時,加法性を持たない

系が疑似相転移を起こす機構はどのようなもの

であろう.非加法性を持たないにも拘らず二次的

相転移に類似 したガラス転移が凍れるという矛

盾を前述の経路同産に於ける経路の複雑さ(pa･th
complexity,或いは,connectivitycomplexity)
が解消してくれるのではないだろうか.統計力学

で,系の自由度の租視化をとうして相と相の経路
は驚くほど単純化されたのに対し,ガラスは系の
自由度が租視化されずむきだしのまま残ってし

まうと考えたいのである.(これは期待である･)
これらの問鬼を,ダイナミックスを統計力学で

よくやるように相図を書いて終 りにするのでは

なく,ダイナミックスはそれ自身どのようなダイ
ナミックスの違いを作 り出してダイナミックス

を変えるのかということから考えたい.

§3.運動の強度
運動に 強̀度'というものを導入して,TypeII,

ⅠⅠⅠの非対称運動が何故現れるのかを考えよう.

A.トートロジー

保存ハミル トン系を扱っているにも関わらず,

非対称運動は何故現われるのであろうか.この問

いに対 して以下の(一見もっともらしい)答えが
ある.

｢相互作用エネルギーの低い状態で,粒子は

規則正 しい配列の粒子位置を取る. 叉,エネル
ギーの高い状態では色々な粒子配置を取ること

が出来るので規則正 しい粒子状態を取る様にダ

イナミックスが進行 して行 く理由はないように

見える. しかし,運動の滞在時間を決めるのは

運動量空間 npと位置座標空間nqの横で与えら
れる位相空間Oの体積で与えられる. 運動量空

間の体積 SIpは,粒子当りの平均運動量をEkで表

わせば,flp～-e2,PhEkN](7はモデルや相互作用に

依存するが定数)となる･(npと e叩【7亡kN)と書
けるのは自明ではなく,各粒子の間で運動エネル
ギーのやり取 りが活発に起こる必要がある.これ

は,運動量空間でのm出ngの性質と関係 してい
る. エネルギーの高い状態 と低い状態でエネル

ギー差は,粒子数Nに比例する. TypeII,Ⅰ工Ⅰ
では相互作用エネルギーを低 くする方向に運動

が進行 している.TypeII,ⅠⅠⅠで運動の初期はエ
ネルギーの高い状態であり終状態では低い状態

である.ハミルトン系であるので,これは運動エ

ネルギーが増大する過程である.つまり,運動の

進む過程でE七一Ek+A(△はエネルギ ーの高い
状態と低い状態での粒子当りの相互作用エネル

ギー蓋で,0(1)のオーダーを持つ)となる.つま

り,初期と終状腰で運動量空間の体棟比はftp(終

状態)/Sip(初期状態)とe叩【7△】となる･つまり
初期状態での位相空間の体積が終状態の位相空

間の体棟に此べ小 さくなり,終状態への連動に方
向性が現われるだろう.｣

しかし,このような議論はナンセンスである.

TypeⅡ,ⅠⅠⅠのエネルギーの低い状掛 こ移行する
と認めた上で位相空間の体積を考えているから
である.

13.二つの時間スケールと運動の強度

それではどのように考えたら良いだろう.辛

がかりを得るため,次の二つの典型的な例,つま

り,代表点が一つの安定領域に長時間滞在する場

合 と一つの安定領域を非常に短時間で通過する

場合を考えてみよう.先ず,前者の場合は,各栽子
は色々な運動量を取 りながら系は色々な状態を

遜るであろう.この時,経巡る運動量 tp.･)の位相

空間の体掛 ま上で与えたようにSIp とeCPhEkN】
で与えるだろう. これは,一つの安定領域内で
色々な状態を経て運動量の位相空間の体積がダ

イナミックスと直接尉逢 してくるような例であ

る.後者の例では,短時間で各粒子の運動量は殆
んど変わりがなく一つの安定領域を通過する.こ

の時,代表点は色々な状態を巡らないうちに,秩

言すれば,SIp巴eCPlTEkN]の運動量の位相空間の
体積をサンプリングしないうちに他の安定領域

に移動する. この二つの例は,運動に依存 して
経巡る運動量に関する位相空間の体積がはっき

り異なることを教えてくれる.そして,二つの時
間スケールの存在することを教えてくれる.つま

り,代表点が運動量の位相空間の体積をサンプリ

ングする(運動量 fp.･)の連動と関係する)時間ス

ケールと一つの安定領域を通過する(これは位置

座標空間毎)の運動 と関係する)時間スケール

である.(運動量と位置座標空間の運動の時間ス
ケールで単純に考えてしまって良いのかという

疑問が湧くかもしれない.しかし,我々は安定領
域間の運動に注 目していることと上記の二つの

塵取の思考例からこのように考えるのは自然で

ある様に思える.)

ここで運動の強度を導入 しよう.強度は,運動

量の位相空間の体積をサンプリングする運動量

空間の連動と代表点が一つの安定領域を通過す

る位置座標空間での運動のどちらが強いかを与

えるものである.運動の強度 (q(亡k)で表す)は

q(ek)=TJTp, (3･1)
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で定量化される･ ここで,TgとTpは上記の二

つの時間スケールである. 添字 qとpは各々
位置座標空間と運動量空間に関連することを表

す.q(Ek)は示強性でなければならないに注意し

よう.何故なら,理解 しようとする非対称運動の

現れは系のサイズ (〃≫1の条件で)に依存 しな

いからである.運動の強度 q(Ek)は次の衝単な意

味を持つ;q(木)<1なら,運動量空間で色々な
状態をサンプリングすることによりマルコフ化

が現れ運動量空間の体積の大小が運動に反映す･

る. 平たく言えば,運動量が単に 熟̀'の役割を

演 じる場合に相当する.他方,q(Eh)>1では,そ

の逆T,位置座標空間での色々な安定領域をサン

プリグする運動である. q(Ek)=1が二つの空間

での連動がバランスする転移点である･q(Ek)>1
がTypeIにq(Eh)<1がTypeII,ⅠⅡに相当し,

q(̀k)=1の転移点が TypeIとTypeII,ⅠⅡの
運動の境界点であるというのが以下の主張であ

る.主張の正否は,q(Eた)=1が 亡kについて一価
関数であり,唯一つ転移点を持つのか,また,解

いた借が実験で測定された結果や計算機 シミュ

レーションで得 られた結果と一致するかどうか

から判定される･(正確には,方程式 q(Ek)=1が

Ekについて一価関数でなければならないという

一般的な理由はない.多価である場合には,Type二
とTypeII,ⅠⅠⅠの運動を複数換 り返 して現れるこ

とになる.単に,これまでのシミュレーションで

は凍れなかっただけである･)

C相対拡散と絶対拡散

二つの時間スケールT9とTpを問題にしよう･
準備のため,代表点の運動量空間と位置座標空間

での拡散運動を調べよう. 絶対拡散 a.(i)と相対

拡散 r(申 ま各々,

ap,q(i)-

rp,p･",q,(i)-

ap(f)2+aq(i)2, (3･2a)

rpLP･(i)2+rq,q,(i)2 (3･2b)

で定義される.但 し,ap(i)2=(1/3N)∑.･fp.I(i)-
pi(0)Z2,ag(i)2=(1/̀3N)∑.･Iqi(i)-qi(0)J2,rp,,I(i)2
=(1/3N)∑.･lp.I(i)-pti(i)l2,rq,q･(i)2=(1/3N)∑t･f
qi(i)-q;(i)L2である.p:･(i),q.((i)はp.･(i),q.･(i)と
時間t=Oで僅かに違 う初期値から出発 した運動

量と位置座標である.定義から判るように,絶対
拡散昧代表点の一つの軌道上での移動する捉椎

杏,相対拡散は二つの軌道が分離する距離を与え

る.相対拡散と絶対拡散に対 して次の三角不等式

が厳密に成立する.

｢複雑系｣

r…･(i)≦a.(i)+a.･(i)+r…･(0), (3･3a)

r叩一(i)<_a,(i)+a,I(i)+r叩′(0), (3･3b)

一緒にして,

r叩･朋,(i)≦a…(f)+ap･,.I(f)+rprp･朋･(0).
(3･3C)

拡散は次の二つの性質を持つ:

(pl)位置座標に関する絶対拡散は,普通,aq(i)2
巴(1/6N)D(Ek)i(D(Ek):拡散係数)の時間依存
を持つノーマル拡散である.この性質はqに依 ら

ない.又,

b2)01sedecの定理より,相対拡散は短い時間

間防t(橿端に短い時間を除 く)で指数関数で増大

する.つまり,r,,p,",g･(i),rp,p･(i),rq,q･(i)は

eCpl入Af】(入4:最大のリアプノフ数)の時間依存性

を持つ. (全てのでypeで運動はカオス的であっ

たことを思い出そう.)

不等式 (3.2a)と(pl)b2)の性質は相対拡散が,二
つの異なる時間依存性 を持つ時間領域があるこ

と,即ち,

o<i<Tcの時間領域で,rq,g,(i)∝ecpl入af】,
(3.4a)

'C<tの時間領域で,rq,gJ(i)∝J万F巧言,
(3.4b)

となる転移時間 ㌔が存在することを示す.何故

なら,不等式 (3.2a)の左辺は短時間領域で指数関
数的発散をする. 他方,右辺はV7に比例する.

ある時間領域以降で左辺の指数関数的発散が止

まらなければこの不等式 と矛盾するからである.

(注 1を参照･)
この㌔ は何であろうか. 運動量空間での相

対拡散 rpL,,(i)に注目しよう･位置座標空間で相
対拡散との時間的振舞いで著しい違いは,時間領

域 i≫1で rp,p,(i)増大は頭打ちになることであ
る. これは,運動エネルギーは正の値であるこ

と,全エネルギーが一定の保存系であること,ポ

テンシャルVlq.･]/Nはロアーバウンドであるこ

とから結論される. (§2･Aを参照･) rp,〆(i)が
頭打ちになる時間 fcが上記のTcに等 しいと考え

ることが出来る(以下の議論を参照)･rpd(i)ち
短時間領域でr,,,,(0)ea:P【入ai]のように指数関数

的発散する･T･pd(i)が京打ちになるの時間tcで
rp,p･(f)-～㍉石 となるので

･C,lo空(1/2人A)En(2ek/rpd(0)2)I

を得る.
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0 200 400

timeStep

図3.位置座標と運動量空間の相対拡散

tcが上記のTcに等しいと考えられるのは以下

の放論による.二つの運動量の組tpi(i))とくi=0
でip,･(0))と僅かに違う)tp:･(i))を考えよう･建

時間のうちでは,tp.･(i))とtp'i(i))の差は小さく
強い相関を持った運動をする. 差は時間と共に

大きくなりその差が開いて頭打ちになってくる

とtp.･(i))とtp'i(i))の相関は消失 しする･ それ

以後は(pi(i))とtp:(i))は あ̀たかも'独立に振
舞う. その効果として,運動量に マ̀ルコフ性'

が導入 されr…,(i)2にノーマル拡散が現れるよ

うになる.(この辺りを表現するのは簸しい･)こ
のことは,実際に計算機シミ 1..レ ーションで確

かめることが出来る.計算で得 られたrqd(i)と

rp,p･(i)の時間的振舞いが対数の目盛で図3に与
えてある.両方とも時間の小さいうちはtに比例

して増大する,ある時間(図でt巴280)でLnlrp,p･(i)]
の増大が止まると同時にInlr…･(i)]が時間tに

J†申)に比例 して増大することが判る･ (図では,

tnlr…･(i)】が頭打ちになっているのではなく増
大し続けているところを見て欲 しい･)これは,運
動量空間の相対拡散の運動の性質が位置座標の

運動に質的変化を与える一例である.

ここまでは,二つの軌道の相対拡散を考えたが
初期借の僅かづつ違う軌道のアンサンブル,例え

ば,tpi(i),qi(i))を中心とするtApi,△q,･)だけ
異なる初期値を持つ集合の相対拡散についても

同様に考えることが出来る.((3.3)は色々なq,
p,q',p'のアンサンブルに対しても成立する.)こ
の時も,Tcは運動量空間の相対拡散のみから決ま

り,結果はTcet(1/2又4)ln(2eL･/△p2)となる. こ

こで又｡-(1/6N)∑ ,,A.･(>0)で自由度当たりの

正のリアプノフ敦の平均 (E.S.エントロピー)で

あり,△pはアンサンブルに対する各粒子の運動
量の平均の初期値差である.以上をまとめると,

o<i<T.で相対拡散は連動空間でも位置座標空間

でも指数関数的に増大し,Tc<tでは運動空間で
の相対拡散は頭打ちになる一方で位置座標空間

では時間の㍉に比例 して増大する.

二つの時間スケール TqとTpを評価しよう･図

3でのrpd(f)とr…･(f)の時間的振舞いを考える
と,tqi(i))に注目する時その運動にマルコフ化
が生じる時間スケールが 丁｡であることを示 して

いる. 換言すれば,丁｡の時間スケールで運動を

租視代(cotlrSegraining)すれば(q.･(i))の運動

はマルコフ過程と見なせることを意味する. こ

のことから,'.をT,と等 しい畳であると考える
ことが出来るだろう. 一方,Tqは,代表点が一

つの(位置座掛 こ関係する)安定領域を通過す時
間スケールである. 位置座標が拡散する距掛 ま

絶対拡散 a.(i)2(=(N/6)D(Ek)i)で規定される

ので,安定領域の広さを与える長さをヱで表せば,

'9=(622/N)(1/D(Ek))となる･この二つを用い
ると,運動の強度

q(Ek)=TJTp,

=(6L2/N)(1/D(ek))2又4(ek)/ln(2ek/△p2),
(3.5)
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図4a.拡散係数vS.運動エネルギー

(i:-つの安定領域の広さを与える長さ･,D(fk)･.紘
散係数;Ek:粒子当たりの運動エネルギー;又a:k.S
エントロピー;△p･.運動量の平均の初期僅差).(注
2を参照.) q(Ek)のEk依存性は主にL(ek)と

D(Ek)から来る.最大のリアプノフ数人a(ek)と

D(Ek)がEkのどのような関数になるかは図4に

与えて_bる･スα(Ek)Iま大体 入a(Ek)の1/4程度で
ある.入a(EkHまほほEkに比例する.また,多数の
計算機実験 15からもD(Ek)は e2'Pトb'/ek]の依
存性をもつことが確かめられている･(小さいek

を除く.)これらの依存性から,

U(Ek)∝(222/N)EkeXPlb/ek]/ln(2Ek/AP2)(3.6)

を得る, 右辺の因子 (222/N)のek依存性が無

視できれば,q(Ek)はfkの単調増加関数であり,

g(Ek)=1を満たすEkは唯-つ存在すると結論

できる.また,Tqは,代表点が時間壬の間に通過

する局所安定領域の個数S(i)を使って表わすこ

とが出来る･S(i)巴ND(ek)i(a(Ek)-～eCPトb/Ekl(b
は宝数))から,Tq-1/C(Ek)･これを(3･5)に代入
すれば

q(Ek)=(i/C(Ek))2L(Eた)/Ln(2亡k/△p2) (3･7)

となる.このek依存性は,(3.6)のq(ek)の k̀

依存性と一致する､(異なる量を使って表したに

も拘らず.)(3･7)の利点は,(3.6)のLを評価す

｢複雑系｣

ることは妊しいが,C(Ek)はシミュレ ーションか
ら直凄求めることが出来る点である.

(3.7)を用いて,q(Ek)=1を満たす転移点を
実際の系で計算してみよう.Lennard-Jones系で

実際に計算 したS(i)とL(Ek)を計算 した結果を
使えば,転移点亡七と0.55(この系では125Kが単

位のエネルギー)を得る･一方,シミュレ-シヲ
ンから得たTypeIとTypeII,ⅠⅠⅠの転移点は
Ek巴0.65である.21 この一致は偶然か必然か判ら

ないがかなり良い.(数値上の一敦というのは,傾
向の一致という結果より気味の悪いものである.

偶然かどうかは,他の相互作用系で調べることが

必要であろう.)

注 1)㌔ が運動量空間で マ̀ルコフ化'が起こ
る時間スケールであることは重要である. この

ことは更に他の統計力学で現れる関係式で確か
めるには必要があるだろう.転移点の上では位置

座標空間の運動が強く,転移点以下で運動量空間
の運動が強く茨れる.ここで安定領域間の運動を

対象としている.上で,運動量空間の相対拡散が
京打ちになると位置座標空間での相対拡散に質

的変化が現れることを育ったが,逆に,位置座標
空間での相対拡散の頭打ちが運動量空間の相対

拡散に質的変化をもたらす場合はあるであろう

か.これは無いように思える.思̀える'というの

は,小さなek(≦0.2)を除いて運動量空間の相対
拡散が京打ちになると位置座標空間での相対拡

散に影響する現象が見える.しかし,小さなEkで

は,運動量と位置座標空間の相対拡散は指数関数
にのらないで増大と減少を不規則に繰 り返 し,ま
た,初期値依存性が強いのでハツキリした結論を
下せない.初期値のアンサンブル平均すれば時間

依存性がハツキリするだろうが,相対拡散は軌道

の(必ずしも小さくない)分離距離を計算する必
要があるために計算機の能力からも不可能であ

る.(このようなEkに対 してリアプノフ数は計算
することが出来る.何故なら,リアプノア数は徴
/J､な分離距離のみを考えているために軌道の差

に関する最低次の運動方程式を考えれば済むか

らである.)

注2)上では,拡散係数やリアプノフ数のよう
な平均化された量を用いた. しかし;代表点が
ある安定領域から他の隣接するどの安定領域に

移行するかを考える時,(運動量と位置座標は力

学変数としてお互い独立であるが,)位置座標を
通 してポテンシャル億と運動量の大きさとは関

係 している. このため,二つの空間での連動は
一つの安定領域から境を凍する沢山の隣の安定
領域のどの安定領域に行 くかの過程では密に絡

まっているた削 こ,むしろ,各安定領域での平均
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化 しない拡散係数やリアプノフ数に相当する量

を使うほうが適当であろう.

§3.TypeIIIの運動

TypeIIIはどの様な運動なのだろうか･高次
元ハ ミル トン系で幾つかの性質 と散逸系 との比

較,又,TypeIIIの運動のモデル化を議論 しよう･

A.洗つかの性質

TypeIIIは,非対称運動 と安定領域間の間欠
的速移が特徴である.更にどのような性質を持つ

のだろう.2

(1)強い軌道不安定性 (Strongdynamicin-
Sta.bihty):安定点間の遷移は速い. つまり,逮

移過程では,絶対拡散 と相対拡散 (各々をaq(i)
とr…･(i)で表そう)は供に時間tの指数餌数に

増大する･つまり,ag(i)巴e2:Pl入At】,rq.q･(i)～-･

erp【入,i].入¢や入,は安定領域内部の運動の軌道
不安定性に比べ数倍大きい.

(2)複数の経由形成(mdtipathfomation):
初期値の僅かな違いで異なる安定領域間の運動

が起こる.

(3)容易な経路形成 (ea£ypa･thforma.tion):
遷移過程で,粒子運動は連鎖的で,粒子運動は三
次元位置座標空間で線 トポロジーを措 くように

起こる.

(4)局所的遷移要因(localtrigger):少数の
粒子が安定点間の遷移運動の要因である.

(5)なだれ崩壊(cascadecdla･pse)･･少数の

盤子運動に他の多 くの粒子が追従 し,遷移が完了

する.(但し,小数の粒子のみが運動し他の残 りの

澄子は余 り動かない場合もある.)

性質 (1)は相対拡散のみならず絶対拡散 も指
数関数的増大するのが特徴である. 遷移過程で

は小数粒子が特に速 く連動 し,この速さが絶対拡
散と相対拡散への指数関数依存性に反映する.こ

の連動は,代表点が (小数自由度に関係 した)不
安定多様体 に沿って運動 した結果と見なすこと

が出来る. (計算では,エネルギーをもう少 し
上げると遷移過程での絶対拡散は指数関数的で

はなくノーマル拡散に近いのも多 く凍れる. こ

れは,不安定多様体から離れた所を運動する場

合に期待される.) 図 5に,間欠遷移過程で絶対

拡散 ap,q(f)(=(ap(i)2+ag(i)2)1/2)が対数目盛
で時間の関数として示 してある. 間欠的遷移は

10000<i<10250の間で起こる･ ap,q(i)の指数

関数的時間依存性は,(時間的に激 しく振動する

運動量空間の絶対拡散 ap(i)(図5の中段)を取

り去った部分を見れば,つまり,a2g(i)(図 5の下
皮))から明らかになる.
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図5.相対拡散の時間的振舞い

性質 (2)は安定領域内で僅かに初期値の異な
る代表点はその後安定領域内の軌道不安定性に

ょって少 し時間の後 に安定領域のサイズ程度に

広がってしまう結果である.性質(3)(4)(5)は図

6で説明しよう.この図は図2の下段のtが3800
付近で起 こる間欠的遷移に於ける粒子の(y方向

から眺めた)配置の変化を示 している.但 し,図
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図6･間欠的遷移の前後の滋子配置

で示してある配置は間欠遠移の前後の安定領域

の安定点での滋子配置である. 各粒子の位置変

化は線で肯んである. 特に大きい位置変化は太

線で小 さい位置変化は細線で示 してある. 太線

は線 トポロジーを形成する. 遷移に関与する粒

子は空間的に強い相関をもち,運動の起こり易い

方向(easypath)がある. 各粒子に運動の時間
変化を見ると,達掛 ま以下のように起こっている

ことがわかる･ 先ず,粒子 81,82が動 く. 粒

子 9は81が動いて出来た穴を速めるように,26
は82に押し出されるように動く.(粒子 9,26の
運動は81,82の運動とほほ同時であり,どちら
の連動が原因で結果なのは不明である.そもそも
因果律でどちらが原因でどちらが結果なのかの

区別はない･因果律は人間が対象に抱 く幻想であ

り意味である･)次に,忠子 61,75が動 く. 最後

に,他の残 りの粒子がこれらの粒子の運動に追従

して遷移が完了する. この遷移運動は小数の粒

子が遷移を引き起こすこと(localtrigger),つま
り,遷移のポテンシャル壁はサイズに無関係に有

限であること,なだれ崩壊 (caぶCadeconapse),つ
まり,遠く離れた安定領域間で遷移が起こり得る

ことを示唆している.一つの安定点内の運動は既

に十分にカオス的で複雑である･TypeIIIの遷
移運動は,これらの複雑な運動の遷移として起こ

り,トーラスの部分的な崩壊で起こるアーノル ド

(Arnold)拡散と違う.また,EAM トーラスに長

く滞在する誘導現象でもない.既に,十分カオス
的である(安定点内の)運動の間の運動であり高

｢複雑系｣

次元系に特有なものに見える.

それでは,間欠的遷移を引き起こす局所的遷移

要因(local trigger)がどの棟に形成されるのだ
ろうか. 他の多 くの自由度が準備するのだろう

か,それとも,localtriggerのすぐ周 りの自由度

のみが関与するのだろうか.或いは,静的に眺め

れば系がどの棟に,関係する不安定多様体に沿?
て運動するのだろうか.前者の立場では因果律が

不明瞭になるだろう`これは今調べている.

B.保存系と散逸系での違い

でypeIIIの間欠的違移に類似 した運動は散逸

系にも環れる.保存系と散逸系での運動を比較し

よう･(保存系或いは散逸系 といっても多種多様

である･)ここでは,次の遅延型微分方程式で表さ
れる高次元散逸系を考えよう.

血(f)/dt=-2:(i)+p(1+sin(I(i-t,)),(4.1)

図7のような光非線形媒質を含むループの(2'(i)
に相当する)光強度は,この方程式によって記述

非線形部分

光経路結合

図7.光遅延ループ系

される一つの例である･ 〃はレーザー強度に対

応する･ この系の特徴的時間は光非線形媒質

の応答時間T- と遅延時間T,がある･ 式 (4･1)
では,時間は㍍ で親格化 されている,つまり,
lr=Tr/T.nである･(4･1)の2(i)の運動をイメー
ジするには,例えば,∵走の(応答時関に相当する

大俸o(1)の)幅を持った光パルス(pdse)をo≦
t<trの時間区間に目一杯に詰め込んだパルス列

(パケッl)の運動を考えれば良い.(4.1)で左辺
の血(i)/dfがなければ,バケット内の各パルス
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はIL(1+sin(パル ス強度))の一次元の非線形写

像に従って増幅や滅糞が生じる･(写像を作用さ

せる時間剛 削まt,である.)各パルスはそのまま

では独立であるが,血(f)/dfの項によりパケット

内の隣接するパルス間で相関が現れ,互いに相互
作用しながら運動することになる.

十分長い遅延時間で,1≪tr,この系は(高次

元ハミルトン系が持つ性質に)類似 した,或いは,

相違する幾つかの性質を持つ. (この系の詳細

には立ち入 らない.17)例えば,類似 した性質は,

(sl)多重領域構造 (multiplebasinstructure)･･
状態空間に沢山のアトラクターが共存する.高次

元ハミル トン系で言えば,ポテンシャル面V【q.･)
が沢山の安定領域に分割されるのに対応 してい

る.(アトラクターの概念は,ハミル トン系にはな

い.)(82)遍歴的性質 (wanderingproperty):レー
ザー強度〃を上げれば,幾つかのア トラクター

(mode)は一緒にならてより大きなア トラクター

を形成する.(ハミル トン系で言えば〝はエネル
ギーに相当するが,各安定領域内の運動が鼻に分
離されているのかどうかは安定領域間のポテン

シャル壁の高さの加法性 と関係 しており未解決

の問題である.)一方,相違する性質は,(dl)再帰

性 (recurrence)である,つまり,ア トラクター間
の速移運動は逆の遷移 も同じ程度の 確̀率'で起

こり可逆的である.ハミル トン系では非対称運動

が現れ再帰性は起こり難くい.

この散逸系の運動を●調べる一つの方法は,節

(2.B)と同様に,アトラクターをスカラー畳で表
現することによ って実行できる. このシフト写

像の方法で軌道を調べると,この散逸系は間欠的
遷移運動を生 じることが判っている. この散逸

系での間欠的遷移運動は,高次元ハミルトン系で

の性質 (1)-(4)と類似 した性質を持つ･即ち,(1)
強い軌道不安定性 (Strongdynamicinsta･bihty):
絶対拡散と相対拡散は供に時間tの指数関数的に

増大する.(2)複数の経路形成 (multipa･thfor-
mation),(3)容易な経路形成 (easypa･thforma-
tion),(4)局所的適移要因(localtrigger)である.

irに比べ狭い時間領域でのみ信号 2(i)が変化す

る･しかし,性質 (5)のなだれ崩妓(Cascadecol-
lapse)はこの散逸系では起こらない. 換言すれ

ば, 近̀距離'のア トラクター間でのみ遷移する.

(遷移は必ず隣接ア トラクター間で起 こるが近距

離である理由はない.)この性質は,この散逸系が

(光パルスの伝搬方向に対応 して実空間の次元は)
一次元釣であることに起因するように思える.つ

まり,隣接する光パルス間で強い箱師が働 くこと

から,最も空間的に局在 した不安定遷移のモー ド

(負のリアプノフ数を持つベクいレ)の方向に遷
移が起こりやす くなる.また,そのような遷移は
遠移過程でリアプノフ ベクトルの方向を余 り変

化 しないだろう.この為,逮掛 ま近距離のアトラ

クター間で完了する.これは,一つの自由度はそ
の周囲のより多 くの自由度 と強い相関を持ちな

がら運動する空間的により高い次元性を持つ琴
合と比牧すべきである.実空間の次元性が高い系

では遷移過程でリアプノフ ベクいレは大きく方

向を変える場合がある.その例は,図5で運動量

の絶対拡散は遷移過程で激 しく振動 しているこ

とからも判る.これまで調べた範囲では,この散

逸系ではなだれ崩壊が起こるような例はない.こ

の理由は,多数のアトラクターが共存するバラメ

タ-〃の領域が狭いためであるように思える･粒

子系では,二準位系 (twolevelssystem)での粒
子運動に対比されるだろう.

他の散逸系でも間欠的遷移運動は起こるが,こ
れらについては文献を参考にして欲 しい.

C.TypeI,ⅠⅠとの違い:経路の複雑さ

TypeIⅡの運動は,高次元ポテンシャル空

間で隣接する安定領域の遷移経路の複雑さ(path
complexity,或いは,connectivitycomplexity)
と関係 していることをこの節で示そう. 以前,

代表点(phasepoint)杏(3N-3次元数の)多次元

空間のポテンシャ)I,面Vtq.･]の上の運動としてイ
メージできることを述べた.多次元空間のポテン

シャル面は多数の安定領域に分割され,代表点の

軌道はこれらの安定領域の上に射影 (ontomap-
ping)することで表された.一つの安定領域は多
数の他の安定領域が隣接 している.図8は経路の

複雑さとでypeIIIの連動を摸式的に二次元平面

に措いたものである.始め,安定領域 αにいると

しよう.TypeIIIの運動では,代表点は安定領

域 α内で長い時間で滞在 し,次に隣接する他の安
定領域 いこ速移する.注目すべき点は安定領域 α

とbを繋 ぐ経路の 復̀姓さ'である.TypeIIIの
運動 と経路の複雑さが関連 していることを示め

すことが出来る.囲9は計算で実際に起こった間

欠的遷移過程の前後の安定領域の安定点を結ぶ

直線上の点がどの安定領域に属 しているかを示

している･ 計算は前後の安定領域の安定点を結

ぶ直線上の位置座標がどの安定領域に属するか

を調べす計算を行なった.直線上の点は安定領域

内の安定点でのポテンシャル エネルギー億Vlqt･】
に射影 してある.図9では間欠的遷移の前後の安
定領域の間に他の二つの領域が入 り込んでいる.

破線は直線上のポテンシャル億である.これに対
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図8.経路の複雑さ
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図9.間欠的遷移上の安定点分布

して,TypeI,ⅠⅠの運動では,殆んどの場合遷移
する二つの安定領域の安定点を結ぶ直線上には

他の安定領域は入り込まない.

TypeIIIの運動で間欠的遷移は(i)局所的遷

移要因(localtrigger)で引き起こされる. この

ことは,TypeIIIの遷移は,図8に示 したような
ポテンシャル空間で限られた方向を持つ遷移経

路を運動することを示 している.次元数はlocal

triggerの自由度数と同程度でなければならない.

ポテンシャル面の空間の次元数(3〝-3)から比べ

｢複雑系｣

れば非常に少ない経路の次元数である.また,複

数遷移経路の形成 (multipathformation)はこ

の様な経路は一つだけではないことを示 してい

ち,TypeI,ⅠⅠとTypeIIIでの実際に遷移する二

つの安定領域の間の構造の違いは,エネルギーに
応 じて遷移する経路が違うことを意味 している.

経路の複雑さ(pathcomplexity,或いは,cop-
nectivitycomplexity)はどの棟に定量化されType
IIIの運動と関連 しているのだろう. このことを

行なうには,経路の複雑さに関係する 手̀続き'を

導入する必要がある.しかし,これについて今の
所よい方法はない.

D.ハミルトン ルービックーイシダ キューブ

(Eam山onrubik-ishigecube)
TypeIIIの運動の重要さは(著者にとって)二

つある･一つは,(1)TypeI,ⅠⅠ,ⅠⅠⅠを含めた運
動の全体像を創 ることである. ダイナミックス

はそれ自身どのようなダイナミックスの違いを

作 り出してダイナミックスを変えるのかという

ことを開港にしている.非対称運動の現れの解釈

はその一例である･もう一つは(2)TypeIIIの運
動はガラスのダイナミックスに対応 しているこ

とである･(この点は余 り述べなかった.)視点は,

節 (2.D)の問題 (d3)から来ている.つまり,安定

領域間の構造 と運動 との問題で,系の 非̀統計力
学性'と二次相転移に類似 したガラス転移の存在

との矛盾を経路問題に於ける経路の複雑さ(path
complexity)が解消 してくれるのではないかとい
う期待からである. TypeIIIの運動の特徴は,

(i)安定領域間の間欠的遷移,(ii)隣接する安定領

域の遷移経路の複雑さ(pathcomplexity),(iii)
限られた方向を持つ遷移経路,(iv)非対称運動の

現れ･ 特に遷移過程では,(V)強い軌道不安定

性 (Strongdynamicinstabiuty)･.絶対拡散も時

間tの指数関数的に増大する,(vi)複数の経路形

成 (multipathformation),(vii)容易な経路形

成 (easyPathfor-nation),(viii)局所的達移要

因(localtrigger),(iZ)なだれ崩壊 (cascadeco1-
la,p8e)の凍れ,等々である.

この節では ｢同時に大きな変化 しうるのは小

数の自由度のみである制限つきの連動は間欠的

遷移を産む･ 即ち,(iii)の限 られた方向を持つ

遷移経路は(i)の間欠的遷移運動を引き起こす｣
ことをハミル トン ルービック_イシゲキューブ

(rubik･ishigecubeのⅡamilton系)でデモンス
トレートしよう.ルービック-イシダ キューブを

このためだけなら使わなくてもよいが,TypeIII
の運動の トイ モデルとしての役割を期待 してい

るからである.
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ルービック_イシダ キューブはマジック キュ

ーブ(magiccube)とも呼ばれる. 18,19･201975
年にハンHl)-のルービック(Em8Rubik)と
1976年に日ヰ の石毛照敏によって独立に発明さ

れ,三次元空間で3×3×3の立方体の中の小立
方体を色が揃うようにもってゆくゲームである.

(図10を見よ･) このキューブがどう構成されて

いるかを理解するのも難 しい (これを機構間港と

いうらしい).実際に製作することが出来るかど
うかの問題を別にすれば,キューブの実空間の次

元数を三以上の高次元に拡張 したり,更にnx

nxn(n:任意の正並数 (>_2))のものを考えるこ
とができる. 以下では,nxnxnの三次元空
間のキューブを考えよう.キューブの色のバター

ンはn-3で43,252,033,274,489,856,000(巴4･

1019)個,n-2で数盲万個 もある.このパターン
の多きは,ルールを知らないで,又は,ルールを自
分で科学し習得 してゆかなければルービック･イ

シダ キューブは解 くことは出来ないことを意味
している.

ルービック･イシダ キューブで小立方体を色

が揃うようにもってゆくための回転の操作は三

種類ある. 実空間の次元数に等 しい三つの軸に

垂直な回転である.(図10を見よ)各回転は更に
n個の異なる回転に分解できる.これらの回転操

作を記号 rF(i=1,2,･･ ,n;α=1,2,3)で表そ

う.キューブの6面からなる表面は,(各面は色の
付いたnxn個の四角形からなるので16n2個の

U

図10.rubik-iShigecube

四角形でカバーされる.一つの回転操作はこれら

6n2の四角形の色を置き変えることに対応 してい

る･この事実から,各回転操作は(6n2,6n2)の行
列で表すことができる.例えば,

rF-(叫 ), (4･2)

a.,i(S,t=1,2,･･,6n2)は行列要素である.(こ

こでは具体的な行列の形には触れない)逆回転操
作 (r.F)~1はr.Fの逆行列 として得 られる.逆行

列はr.Fの適当な行列積で書ける.色が揃うよう

にもってゆくための回転操作の列はr.Fの,例え
ば,r主r23r12･...rir23のような行列積で表現され

る. 形式的には群論で記述できるが,群の要素
数はパターンの数に等 しくなるた軽=こ実行不可

能である. 解 く手続 きは,始めのバターンを指

定する6n2個の要素からなるベクトル (A.I)8こ上
の回伝操作の行列を掛けて最後に目的のバター

ンをベクトル(Ao
Ao-r主r23r12....r
手順を兄い出す

ー

13こ

を得ることで完了する.即ち,

r23A.･となる行列を作用 させる

とである. 等価であるが,Ao
に作用 させてAiを得る行列をB.I,Aoに作用さ

せてAoを得る行列をZ,即ち,単位行列 とすれ

ば,Z=rir蔓r2....r31r23B.･となる. 逆に言え

ば,ルービックーイシダ キューブを解 くことは,

BF(r23)-1(ri)-1･.･･(r12)-1(r享)~1(ri)-Iを求
めること,つまり,与えられたβiをrF(或いは,
(r.?)~1)を要素として積分解することである.

ルービックーイシダ キューブをハミル トン形

式で表そう.(正確に言えば,ルービックーイシゲ
キューブをハミル トン形式でモデル化すること

である.モデルに適当な解釈を与えればルービッ

クーイシダ キューブの回転操作をシミュレー ト

することである.)この方法は,幾つかの条件が与

えられたとき,これらの条件を厳密に満たす(狗
束条件のある)非ホロノーム系の,或いは,これら

の条件を(近似的に)満たすようにダイナミック
スが進行するハ ミル トン関数を簡単に構成でき

ることを利用 している.ここでは,後者の場合を

扱う･(非ホロノーム系については,例えば,E.T.
Whlttaker,解析力学,1972講談社を参照.)n個

の琴件式 んlq,･】=0(n=1,2,･,M;i=1,2,‥,N)
を満たすようなダナミックスは

Hb.･,q.･]=FKb,.･]+Vlqi】, (4.3)

FKbi]-(1/2)∑rpf(i+(a/N)∑ ,･S.･p,2･),
vlqi]-∑ n M wnfn((q.･))2,(wn:適当な重

み関数)
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から得 られる.しばしば,系にカオス ダイナミッ

クスが必要とする場合がある. この時,位置座
標空間でカオス ダイナミックスを起こさない場

合に,例えば,ポテンシャルVlq.･]がq.･に関して,
線形であるような場合には,rc≠Oで運動量空間で
の相互作用を通じてカオスダイナミックスを起

させることが出来る. この時,I;はカオスが現

れる強さをコントロールするパラメタ-(stoch-
a.siticparameter)となる.(スペースの都合でよ

り詳細な説明は行なわない.) ルービック･イシ

ダ キューブは(4･3)の例である･)I,-ピックーイ

シダ キューブでの条件は,(1)国儀操作は一回,
ニ臥 .というように養数であることと,(2)異な
る回転を同時に実行出来ないという排他律に従

うことである･更に,(3)色が揃うように回転す

る,ことである.これらは,次のモデルで表すこ
とが出来る,

H好 ,rF.]=FK抑 +vl【rF]+V2hF)+V3lrT]･
(4.4)

pFはr.Fの正準共役変数である･ vl好日ま条件

(i),V2【rF】は条件 (2),V3lr.?]は条件 (3)をシミュ
レートするポテンシャルである.これらの関数の

選択には任意性がある.以下で,用いられる具体

的な形は,

vllr.?】=Kl/(2q)∑sint2q(r㌻-i/4)),(4･5a)
tlα

V2lr.P]=(K2/6n2)(1/2汀) ∑ 【sint2q(r.F
(i,α)≠(]',P)

-1/4))+1】tsin(2q(r,p-1/4))+11･ (4･5b)

p;1,FC2はパラメクーである.モデルの説明をしよ

う･rFは回点操作そ表現する実数である･(上で,
回点操作 とその表現を与える行列を同じ記号rデ
で表した.ここでは,同じ記号を使って,回転操作

の一軌 二回‥というような巷数の回転数を表す.
回転数は整数値を取るが実数億 も取れるように

拡張した.)条件 (1)は,vl【増 でシミュレートさ

れる.rc≠0でV2=0,V3-0の時の(4･4)の運動は

ポテンシャル vllr.?】を最小にするrFの億はィ
1,0,1,2‥ のような登数値である.㍍≠0に起因す

るカオスはrF(f)の滞在時間をrF(i)が整数値を
とりポテンシャルを下げる所で大きくする.条件

(2)は,同様に,V2[rF]でシミュレートされる･ポ

テンシャルV2【rF]を下げる場合は,-つのrF以
外の全てがr
ら,モデルは

CLt
I

巴整数である場合である. これか

回転操作は整数値を取 り排他的に

｢複雑系｣

起 こるダイナミックスをシミュレー トすると期

待できる.(実際に起こるかどうかは,バラメタ-

f;1,I;2の選びに依る.)モデルは,小数の(ここで

は一つの)自由度のみが同時に大きな変化する制

限を持つ運動を行なう.(元 々のルービックーイ

シダ キューブはこの性質を自然に持っている.)
このモデルが間欠的遷移を起こすことは図11に

示 してある.国はn=2の三次元キューブの各回

転 (三種類の回転をp.･,q.･,ri(n=1,2)で表す)･
の時間的振舞いを示しである.始めに適当な運動

エネルギーを与えている.カオス ダイナミック

スはV2(≠0)から起こるので,(4.4)で尺-0と

置いてある.pi(i),q,･(i),r.･(i)は基数億の周 りで

揺いでいる･そして,時々,-1(逆回転)か+1(正
回転)だけ違う億に飛び移ることが判る. この

遷移が起こる時には,他の遠移が起こることはな

い.つまり,回掛 ま同時にこっ以上起こることは
ない. 回転 しない状態が長く続 き時々飛び移つ

る間欠的遷移運動を起こっている. 局所安定点

は全てのpi,qi,r.･(i=1,2)が婁数値 を取る点

であり,安定領域はこの点を囲む-0.5≦pi<0.5,-

0.5≦qi<0.5,-0.5≦r.･<0.5の区間である.

以前の多起子系のダイナミックスとの違いは,
ここでは非対称運動が現れないことである.この

非対称運動は,V3【r.?]から,つまり,色が揃うよ
うに回転する運動を創 り出すポテンシャルから

現れる. (しかし,この構成の仕方はここでは触

れない.)

N
J
､

て
､
Z
h
J
T
b
､N
d
､
t
d
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図 11.回転操作の時間的振舞い
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隻.5.終りに

これまで,多粒子系のダイナミックスの理解に
っいて述べてきた.これと同じ位に,他の話麓に

触れてみたかったが時間に関係で諦めざるを得

ない.他の話藩の項 目だけをリス ト アップすれ

ば,ハミル トン ダイナミックスの利用:

A.非対称運動 (a.Sym metricdynamics)と枚

能,
B.不変測度の設計と制御アルゴリズム,

C.幾つかの例:混合通信 と複雑系の方法論に

ついて,
である.

最後 に,§2と§3で述べたダイナミックスが成

り立つ条件をリス トアップしておく:

(1)ポテンシャルの深い所と高い所が系の
サイズに比例する,

(2)テンシャル面 V【q冊 子沢山の安定点があ
るこ'と.

である.
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