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｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

第 1章

フラクタルとは

フラクタルと_は比較的新しい概念で､1975年にMandelbrotによって初めて使わ
れた青葉である｡特に最近では､フラクタル構造上のダイナミクスが注目を集めてい

る｡その成果の適用範囲は極めて広く､物性物理学に限っただけでも磁性体､高分子､

流体､電子物性など極めて広い分野が関係する｡

この講義では複雑系としてフラクタル構造を考え､このような系におけるダイナ

ミクスについて配明する｡ダイナミクスに関する話をゆっくりしたいところであるが､

フラクタルを全く知らないという学生諸君を想定して基本的なところから話を始める｡

まず最初にフラクタルの静的な特徴について話をし､次にダイナミクスを記述する上

で必要となるスケーリング理論の説明をする｡又､ダイナミクスとして拡散問題や励

起状態等が考えられるが､それらの間には密接な関係があり､拡散問題の理解がひい

てはその他の問題の理解につながることを示す｡その上でダイナミクスに関する話し

をする｡

1.1 フラクタル構造 :複雑系の科学としての意義

自然界におけ.るフラクタルの例として､海岸線､河川の分岐､木の枝分かれ､書

の形､星の空間分布､乱流､破壊のパターン､結晶成長などがあげられる｡ちょっと変

わったところでは､眼底の網膜神経､都市のバス路線､メトロの網目等がある.これ

らの例は､ミクロ (原子サイズ)からマクロ(星婁)まで幅広いオーダーにわたってい
る｡では､フラクタルと言われるものの共通点とは何であろうか｡それは､｢スケール

変換に対して自己相似(selfSimilar)である｣ということである.1982年にMandelbrot
はフラクタルを次のように定義している｡

"AfractalisaShapemadeofpartssimilartothewholeinsomeway."

このような新しい概念である ｢フラクタルに関する研究の｣物理学における意義
は､一つには､これが要素還元論(reductionism)が無効な世界 (すなわち複雑系の物
理)であることを横板的に表明していることであろう｡
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もう古典となってしまった部厚い量子電磁気学の教科書の著者として有名なS.S.

Schweberは最近次のように主張している｡

｢基本構成要素とそれらの間の相互作用が既知な複牲な系の研究に要素遭元論的

アプローチが変駕されつつある.｣【PhysicsToda･y46,No.ll,p.34(1993)】

また､LP.Kadano庁は次のように云っている｡

rButIpainttooextremeaPicture.Physicsisconcernedwithunderstanding

complexity,particularlyinthosepartsofthescienceaimeda.ちmoreapplied

examples.HereIintend"applied"nottorefertocomm ercialusefuhess,but

rathertomeanfocusedupontheparticulartypesofthesystemsthatreallyarise

inthephysicalworldlOncomplexity,PhysicsToday42,No.3,p.7(1987)]J

T/a
一■- _■■■

dll blユT

-I

図 1.1:ユークリッド次元

d.3 b-33

1･2 フラクタル次元 :Df

ここではフラクタルと言われる構造あるいは系を特徴づける指数､フラクタル次

元について述べる｡

例えば単位長さを1/aにスケール変換し､b個の相似形ができたとする.どんな
aに対してもb=adが成立するなら､指数dをユークリッド次元という.図1.1は1

次元-3次元について､a=3の場合を示したものである｡ここで､dを非整数まで拡

張し､任意のaについてb-aD/をみたすDJをフラクタル次元と哀義する.

hb

フラクタル次元DJ-茄 (1･1)

例として､コツホ曲線について考えよう (図1.2)｡コツホ曲線は､全体を1/3にする
と相似形が4個できる｡このときのフラクタル次元は

DJ-lm4/h3_～1.2618
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｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

図 1.2:コツホ曲線

~~--1■-

図 1･3:aggregationDJ-震-1･4649
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八 八 .: :1･.i .:十

一■■一一__-

2r

図 1.4:海岸線の近似

である｡凝集体 (aggregation)についても同様にしてかノを求めることができる (図

1･3)｡これらの例は決定論的フラクタル(detPrministicornonrandomfractal)といわ
れるものだが､自然界で一般的にみられるのはrandomfractalである｡両者の違いは､

例えばコツホ曲線が縮尺を1/3にすると元の曲線と全く同じ曲線が見られるように人
工的につくられたものであるのに対し､自然界における海岸線… 等は縮尺を変えたと

きに全く同じ形になるのではなく､統計平均的な意味あいで同じ形になっているとい

うところにある｡

1･3 ランダム .フラクタルの Dfの求め方

ランダムフラクタルの叫 を求める方法はいくつかあるが､ここでは

(1)租視化の方法

(2)測度と長さのスケールの関係から求める方法

(3)相関関数より求める方法

について簡単に説明する｡

(1)租視化の方法
海岸線のような複雑な曲線の長さを､長さγの線分の集合に近似する｡曲線の一

端を始点とし､半径γの円がいくつ並ぶかを考えればよい｡半径γのときの円の個数

を〃(㍗)とすると､

〃(㍗)∝r~pJ

を満たす pJがこの曲線のフラクタル次元となる (図1.4)｡
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｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

(2)測度と長さのスケールの関係より求める方法

ユークリッド空間 (準元をdとする)では､測度として長さL(d-1)､面積 S
(d-2)､体積 V(4=3)にらいて

L∝Sl/2∝vl/3 (1･3)

が成り立つ｡.つまり一般に測度x について

L∝Xl/d

となる｡これを拡張し､測度として長さでスケールされるある物理量 x(L)(例えば

質量分布など)を考えたとき､

LaX(L)1/DJ

なる次元 かJをフラクタル次元とする｡

(1.4)

例えば､ある質量分布に対し､測度として半径 r 内 の 質 量 〟 (㍗)を考える｡〟(㍗)

は質量中心からの距離 rに依存し､M(r)∝rDJが 成 り立 つ とす る ｡このとき密度p(r)
は､

p(r)-M(r)/rd∝rDJ-d

となる｡フラクタルでない通常の場合は M(r)∝rdで あ る か ら ､ 密度は

p(r)-M(r)/rd-const.

(1･5)

となり､-定借になる｡このことはp≡1/ad-consi.な る 系 を特徴づける長さスケー

ルαが存在することを意味している (例えば粒子の平 均 間隔)｡ところがフラクタル
の場合には､(1.5)よりp(r)はrに依存し､r-∞ではp(r)→oとなる(なぜなら一
般にDf<d)｡つまり､特徴的長さスケール(chasacteristiclengthscale)が存在しな
いことを示している｡(1･5)を用いて､シェルピンスキーガスケットのDJを求めてみ
る｡図 1.51より

p(1)-1, p(2)-3/4,p(4)-(3/4)2
であることがわかる｡

p(I)-M(I)/t2atDJ-2-

より､DJ-h3/lm2竺1.594<2となる｡

(3)相関関数より求める方法
相関関数

S(rl-<p(言+rip(I-)>
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図 1.5:シェルピンスキー･ガスケット

において､通常の場合には特徴的な長さr｡が存在し､S(r7∝e~l'1/'Oと表さ咋るから､

当然 S(lr)≠ 入αS(r)である.ところがフラクタルの場合は､(1･5)から

S(r)-<p(r)p(o)>∝rDJ-d (p(o)≠o) (1･6)

で表され､S(r)∝r-α(α-d-DJ)というベキの型になるので特徴的な長さスケー
ルは存在しない.つまり､rを入rでおきかえればS(入r)- A-αS(r)である.また､

S(r)をフーリエ変換した散乱強度I(q)も､

I(q)- A/<p(r)p(0) ,至 妙 -1drqr

- Aq-DJ

cK q-DJ

/(qr)DJ-1坐軌 (qr)qr

のようにJ‥.が有限な値をとるのでベキの型となる｡従って実験から得られた散乱
強度のベキ依存性から指数 かJを求めることができる｡
以上､大まかなフラクタルの定義とフラクタルの最も特徴的な量であるフラクタ

ル次元について説明した｡次の章では､主なフラクタル構造についていくつかの例を

みることにする｡

S̀ierpin8ki(1882-1969)は20世紀初頭に活躍したポーランドの著名な数学考であるが､図1.5のガ
スケットの創始者ではない｡ローマのコルビーノ研究所のA.Petli博士につれていってもらった12世
紀にAventioの丘の上に建てられた教会Sant'AleSSioの床には見事なガスケットのモザイクがある｡
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｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

第 2章

フラクタル構造の例

2.1 溶液中の高分子鎖

高分子鎖に関する理論は､フラクタルという概念が現れるよりずっと以前から存

在するが､その中で慣性半径といわれるものがフラクタルと密接な関係にあることを

以下に示す｡重合度 〃の(〃個のモノマーからなる)高分子鎖は溶液中でFloryの

定理に従う【1]｡

Floryの定理 :慣性半径RGは重合度 Nに依存しスケール別に従う｡すなわち
[<RG2>】1/2∝Nレと表すことができる(U-3/5).

この定理を格子上のランダムウオーク (以下R.W._と略記する)のモデルを用いて

証明する (図 2.1).旦Ⅳ(r7はr点にN歩のランダムウオークで到着する異なる軌跡
の数とする.単純なランダムウオークのとき､位置ベクトルrJは､n番目の一歩を表

す も の和で決まる｡即ち､ Ⅳ
r--∑a-nn=1

0
｢

図 2.1:格子上のランダム ･ウオークのモデル

ー 9-
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中山 恒義

である｡従って､高分子鎖の末端間距離の2乗平均は

<r2>･=<r-･r'+>

-∑<a-n･a-m>
nIm

〟

- ∑ a2+∑a2<cosen>
Il=1 †1≠m

- 〃｡2≡<鵡 >

(2･2)

(2.3)

(2.4)

(2･5)

となる (ここでIanI-aとした.).従ってこのモデルでは < 鶴 >1/2∝Nl/2で
〟-1/2となる｡

ところで終点がFにある確率p(rlは､

P(rl-
RN(rl
∑,～RN(r7

(2.6)

であり､ Zを格子点の配位数とすると､分母は∑,･RN(r1-zNである｡N を時間と
みなすとp(r7は拡散方程式に従う｡従って1次元では､

1

p(I,i)-扇 e-C2/2q

～/27T<x2>
e-C2/2<C2>

となる｡ここで

･32,-/_:dxx2p(.I,i)-J
を使った｡3次元では､p(r-,i)-P(I,f)P(y,i)P(I,i)及び<x2>-<r2>/3より

p(r-,i)-(
a&e#

3/2_3,2
e天声丁

である｡ただし<r2>=Ⅳα2とした｡
以上のことから長さNaの銀の一端がr一点にあるときのエントロピーSは､

3r2
S - Imp(r7=C-st･一芸lmN-書面

So-
3r2

2<喝>

-10-



｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

のように表される｡従ってこのときの系の自由エネルギーFideatは､

F,･血 L=E-TS- Fo+
371r2

2 < ｣喝 >

(2.13)

である｡

ここで鎖の斥力を考慮してみよう｡つまり､今まで考えてきた単純なlLW.によっ
て記述できる鎖をidealdlainというが､これは同じ点を複数のモノマーが占めること

を許していた｡しかし実際には1つの格子点は1つのモノマーしか占有できないから
モノマー間には斥力が働くと考えられる｡このことを考慮すると､非理想気体のvirial

定理と同様に考えられ､系の自由エネルギーFは次のように書き換えられる｡

F - F.･deaL+F,ep (2･14)

3Tr2 .TN2V(T)
2Na2■ rd (2.15)

ただしvirial係数v(T)は,

V(T)-妄/drTi-e-U12/T) (2･16)

である｡ここでU12は斥力のポテンシャルのようなもので､U12-0ならばV(T)-0

となり､このときはidealchainになる｡T- 高温でV(T)をU12/Tで展開すると
F,.p∝U12となる｡さて､Fの壌億aF/∂r=0が安定なrを与えるから(.2.15)-より､

3Tr dTN2V(T)aF
- ._..._-
∂r･-Na2 rd+1

安定なrをRGと考えればこれよ
となる｡

-0 (2.17)

FEE
りN∝RGa-Rgyを得る｡d-3の場合 ､〝-3/5

以上の考察でN→ 質量M､RG→ 長さスケールLと考えれば､

､ M(L)∝L軒 =LDJ (2.18)

つまり､高分子鎖のフラクタル次再はDJ-1/Vである｡
高分子銀の形態をR.W.という立場から見てきた｡R.W.はブラウン運動を表すモ
デルであるので､ブラウン運動とフラクタルが密接に関係していることがわかる｡こ

れについては第3章で詳しく述べる｡

2.2 マルチフラクタル

これまでフラクタル次元DJについて説明してきたが､考える対象によって系を特

徴づける指数がこのD/だけでは不十分な場合がある｡これらは例えl指し流､カオスに
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町 P2

図 2.2:DLA(a);a-1step(b);n-2step

おけるストレンジ ･アトラクター､フラクタル成長､バクテリア ･コロニー､星雲の

分布や増殖プロセスなどである｡これらの対象にマルチフラクタルという新しい概念

を用いて､解析を一般化する必要性が最近強く認識されるようになってきた｡

マルチララクタル性を有する系の基本的性質を一言で言えば､｢それぞれの領域

で､スケーリング特性が異なっている｣ということである｡従って局所的な自己相似
性をいかに一般化するかというのが､マルチフラクタルの基本的な考え方である｡

マルチフラクタルの例としてDiffuSionlimitedaggregation(DLA:拡散に支配さ

れた凝集)について考えてみよう｡図 2.2のように､原点に種となる粒子をおいてお

き､n-1stepで無限遠からR.W.する粒子を放つ.種粒子に隣接する格子に来たら凝

集体になったものとみなす｡このとき種粒子に隣接する4つの格子に来る確率はどれ

も等しくP.･-1/4である｡ここで､iは凝集体に隣接する格子 (growthsite)の番号
を表している.n-2stepで次の粒子を無限遠からR.W.させる｡このときは､tipと

side(図 2･2を参照)では粒子が付着する確率が異なる｡つまり､とんがった tip(図

2･2中の P3とp6)は3万から入れるのに対し､side(図 2.2中の Pl,P2,P4,PS)は
2方からしか入れない.従って､Ptip:PB.･de=2:3である｡又､_∑f=1Pi-1より､
Ptip-0.14,Ps,･de-0.22となる.Piに分布ができるということは､付着しやすいところ

にはどんどん粒子が付着し､付着しにくいところにはなかなか着かない｡?まり､rid

getsridlerという状況が生じる｡このようにf≡nstepで ･(P.･)(ただしi-1,…Nn
でNnはnstepでのgrowthsiteの数である)のように分布があるような系を解雇す
るために､1974年MandelbrotはMultifractalーという概念を導入した (図2-.3日 2].

以上の話を一般化して扱うために､一辺の長さ上の箱を考える｡この箱を長さJ

-12-



｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

tip side

図 2.3:P,.の分布

I

潤

L

図 2.4:boxcounting

の箱で分割したとき､ある物理量4,(r‖こついてのi番目の箱での確率測度を､

P.I(i)-IL.･4,(r7dr-IL4,(r7dr-
(2･19)

と定義する(図2.4)｡ただしe-I/L､そしていまi番目の箱を表わす.また∑iP.･-1
である.ここで､Pi(e)はe-Oに対して

Ie短Pt･(e)～eα (2･20)

でスケールされるとする.指数 αはLipschiz-H61der指数と呼ばれiに依存し､場所

iによって大きく変化する.このことは､｢αの分布がフラクタル次元f(α)によって
記述できる｣ことを示唆している｡マルチフラクタルの由来はαが分布をもつことか
らきている｡従って考えている系は次の2つの値によって特徴づけられる｡

(α:∫(α))

ここで分配関数x(q,e)を次のように定義する｡

x(q,e)≡∑【pi(e)]q砧 亡丁(q)
I

(2.21)

(2･22)

この分配関数を導入すれば､q次のモーメントを通してサイズの違う租視化に対する

特性をすべて計算できる｡右辺の'(q)は小さなCに対するx(q,e)の性質を定義する

- 13 -
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のに導入された｡∫(α)は､αの分布を記述するフラクタル次元であるので､箱の数は
e-I(a)のようにスケールされる (比例する)｡従ってα'-α'+da′にある箱の数は

dn(α',e)-p(α')e-I(a')da'

となる｡ここでβ(α)は正則関数である｡

(2.20)より【P.I(e)]q～ e叫 を用いると､(2.22)は

x(q,e)-/da'p(a')e-J'a'''qa'

(2.23)

(2･24)

となる｡e-0の極限では指数If(αJ)+qa′がα′に関して最小のときに積分にきいて
くる｡このことはある値 qに対して主にきいてくる一組の指数α(q)とflα(q)]-I(q)
が存在することを意味している｡極小条件

孟 lf(a,)-qa,]

孟【qa,-I(a,)]
また

より
df
q=石

f"(a(q))<0
を得る｡従って､Legendre変換を行ない

T(q)≡α(q)q-I(α)

とすると

地 -α+石 q-石-α(q)
da df

dq

(2･25α)

(2･25b)

(2.27)

(2.28)

が得られる｡さて､今までの静ではαが場所に依存するようなものをMultifractalと

してきた｡従って(2.28)より､T(q)がqに関して線形である (つまりα-consi.)よ
うな場合にはMultifractalではない.このようなものをUnifractilという.逆に'(q)
のq依存性を調べ､その関係が非線形ならば､Multifractalであるといえる｡

同じ問題を､一般化次元 D(q) を導入して扱うことも可能である.すなわち

D(q)-le塊1lnx(q,e)q-1he

-14-
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｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

EiP.A(e)lnPi(i)
~ヽ-′ ;-=O- he

を用いる｡またか(o)は測度のサポートのフラクタル次元｡従って(2･29)より

T(q)

D(q)-吉 lqa(qト f(a(q))]=-ql1

D(1)-lipa (2･30)

(2･31)

結論としてαのスペクトル分布とf(α)が分かれば､D(q)を求めることができる｡逆
にD(q)が分かれば

a(q)-
dl(q-1)D(q)]

(2.32)

よりα(q)が求まり､この α(q)より(2.31)を用いてf(α)が求まる.従って(2･26)､
(2.31)､(2.32)がマルチフラクタル解析で基本となる式である｡

決定論的なMultifractalの簡単な例 として､次の場合を考えてみよう (図2.5)｡

例えばn-1stepにおいて長さが 1である物質の密度が一定の線分があったとしよ

う｡n-2stepで､線分の左半分の物質の量をp1倍 (例えば1/5)し､右側半分は

P2倍 (例えば4/5)する (全体の物質の量は変わらない)｡さらに､n-3stepで､

前のstepで P1倍した線分の左半分をpl借 (従って最初のP12倍)し右側をp2倍

: 二 三 二 ｣ 璽 ! E｢
円 ら

n=1 n=2

図 2.5:Cantorset

図 2.6:MultifractalとUnifractal

- 1 5 -
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(最初のPIP2倍)する｡右半分についても同様にする｡この繰り返しはすべての段階

で同じなので､最初のものだけを考えれば十分である｡このときの分配関数は､

x(q,i-1/2)- ∑lP,A(e)]q
I

- Plq+P2q

･(去)丁̀q)
であるから､'(q)はあらわに

T(q)-
ln(Ply+P2q)
-1n2･

(2.33)

(2.34)

となる｡(2･31)より図2.6が措ける｡Multifractalであることは明らかである｡〔マルチ

フラクタル解析に対してもっと勉強してみたい学生諸君はT.C.Halseyetal.,Phys.
Rev.ASS,1141(1986)を参照のこと]

以下､H.E.Stanleyの青葉を､第1章､第2章 のまとめとして述べておく｡

AfractalobjectisthemostefBcientwaytoobtainagreatdealofintercell

"connectivity"withaminimumof"cellvolume".Thequestioniswhichfractal

didevolutionselectandwhy? lFractalsandDisorderedSystems,editedby.A.

BundeandS.Havlin,Springer,Berlin,1991]

例えばフラクタルとして木の枝分かれを考えると､その形は太陽の光エネルギーを最

も効率よく取り入れられるようになっているというのである｡ どうしてそのプラクタ

)I,の形が選ばれたのかということが問題なのである.これに関しては､self-organized

criticality(SOC)とフラクタルとの関わりに言及したp.BakとM.Paczuskiの次の解

説が参考になるであろう(whynatureiscomplex?:PhysicsWorld,December1993)｡

ー 16 -



｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

第 3章

ブラウン運動とフラクタル

§2.1において､高分子鎖を格子上のランダムウオークで表し､それがフラクタル

構造になることを示した｡ここではもう少しランダム･ウオーク(氏.W.)とフラクタル
の関係について議論を深めてみよう｡

3.1 ランダム ･フラクタルとブラウン運動

ある配置tでの物理量の値を･Aい その配置をとる確率をpcとすると､一般に､

ある系での物理量 Aの平均値 <A>は次のように定義される｡

<A>-∑Acpce (3･1)

さてここで､1次元 (d=1)上でランダムウオークするアリを考えてみよう.時刻
i=0(秒)でアリが位置 x= Oにいるとする｡1秒ごとにコインを投げ､表がでたら

右へ1歩､塞がでたら左へ1歩進むことになっている｡上の定義で物理量 A｡を座標

xcと考えれば､

i-1‥ <x,i-1- (-1)×去 0二
1
12×ーnH一
llHulU+

･ x2,i-1- (-1)2×去.
t-2: <x>i=2- 0
<x2>t=2- 2

t-i: <x2>i=t- t

<x4>t=i- 3t2-2i=i2

t→∞で､<34>t;戸3t2と表 さ れ る｡一般に､

L2h ≡ 【<x2k>]&∝il/2

-17 -
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これは1次元 (a-_1)に限らず､2次元や3次元 (d-2,d-3)でも成り立つ (I,y,I
はそれぞれ独立なため)｡

今､アリが1歩進むごとに ｢そこに米粒を1つ置いていくと考えれば｣士を質量
M(L)とみなせ､M(L)∝L2となる｡ランダムウオークがつくる軌跡のフラクタル次
元は､アリが動きまわる空間の次元 dによらず DI-2となる｡第2章で高分子鎖を

単純なランダムウオークと考えたとき<RG>∝N壬で〝-1/2(つまりDl-1/V)
であったことを思い出してみよう｡ランダムウオークのモデルをもう少し現実に近い

ものにするために排除体積効果を入れたときには､D1-5/3であった.

3.2 BiasedRandom Walk

次にアリの動きにたいして､バイアスをかけることを考えてみよう｡このとき指

数DJはどう変わるだろうか｡バイアスをe(>o)で表し､~l
コインの表がでる確率 p=

1+6

2

基がでる確率 q-字
とする｡ここでp-q-eとなっている｡このとき､座標 xの平均は

<x>t_-1 - ∑ xcpc-p-q-e
a

<x>t=t -ね
<x2>t=t- 62i2+(1-62)i～E2i2

となる｡一般に､

(3･3)

Lk-[<xh>]主竺i

つまり､L(i)～ilであるからフラクタル次元はDI-1となる.ここで(3.3)を書き
換えて (82f+1)i-62tとしてe2t≪ 1なら<x2>∝fなることに注意.すなわちあ
る時間tcたり/62でDJの値が変わる｡このことをIcで ｢クロスオーバー｣するとい

う｡同じ指数の組に属する系を､｢同じuniversalityclassに属する｣というが､単純

なR.W.とバイアスがかかったfc≫1/62でのR.W.は異なるuniversalityclassに属
している｡以下何回も｢universalityclaSS｣という言葉が出てくるのでここでその意味

づけをしておいた｡

3.3 関数方程式とスケーリング

今までフラクタルを特徴づける指数としてフラクタル次元についてみてきたが､

前にも述べたようにフラクタルはスケール不変という特徴をもっていた｡スケール不

変性とは一体どのような物理的意味あいを含んでいるのであろうか｡

- 18-



｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

まず､1変数の場合を考えてみよう｡§3.1でランダムウオークを考えたとき時間

tと距離Lの間に次のような関係があった.

i(L)-L2

ここで次のような関数方程式を考える｡

i(JiL)～lt(L)

(3･4)

(3.5)

関数方程式とは､関数t(L)の形に制限を与えるようなものである (例えばベキでなけ

ればならないというように)0(3.4)が(3.5)を満たすことは次のように証明できる｡

Proofi

A-1/L2として､(3.5)に代入すると､

i(1)m i(L)

である｡i(1)-const.であるから､

t(L)∝L2

となり､(3.4)が導かれる (証明終)0

(3･6)

(3.7)

.すなわち(3.5)の関数方程式に従う.ということは､考えている対象がスケール変換
に対して不変性を有していることを意味している二

次に2変数の場合についてみてみよう｡関数f(u,V)が､

f(入au,入bv)-入f(u,V) (3.8)

のような関数方程式に従うとしよう｡この式がどのような意味を持っているか考えて

みる｡入=_V一書とおいたとき､

f(u/vi,i)- V-if(u,V)

･'･I(u,V)- viF(u/vi)

となる｡ただし､F(u/va/a)-I(u/va/a,1)とおいた｡
この関数方程式に従う例として､次の拡散方程式の解が考えられる0

∂P(I,i) n∂2p(I,i)=D
∂t ~ ∂x2

1
p(3,i)-誘 扇e一義

- 1 9 -

この方程式の解は､
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P(x､t) p(苅

図 3.1:P(I,i)をスケール変換することにより右図のように1つのパラメータまで書
ける

であるが､これは､x=Oから出発したアリが､時刻tで位置xに兄いだされる確率

を表す.(3.8)で､a--1,a--2とすると､
A

p(A-1x) -2t)-扇 e-義 -入P(I,i)

となるoここで､t=入2とおくと､

1

p(I/J7,1)-誘 新 島

が得られる.ただし､孟2-x2/tとおいている.これらをまとめて､
1 王2

p(i)=誘 冠 e4D

(3･13)

(3.'14)

(3.15)

と､スケール関数で書くことができる. この式は､P(x,i)が1つのパラメータで書け
るということを示しており､拡散方程式の解は､適当なスケール変換に対して不変な

形をしているといえる｡このことは､考えている系や現象を記述する方程式がスケー

ル不変性を秘めているからにはかならない書｡

まとめ:n変数の関数がn-1変数の関数に変換できるというのが､フラクタル
やスケール不変性を有する系の特徴であるといえる｡

･D誓 許 ユニ壁雛 において､tを入日こすることは､xをgJTにすることと等価であることにも
注意しよう｡つまりD等 野 -笥 群 である｡

ー 20 -
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第 4章

ネットワーク上のダイナミクスと拡散

問題

この事では､ネットワーク上での様々な問題が､拡散問題と密接な関係にあるこ

とを示す｡ネットワークのダイナミクスの例としては､多数の質点がバネで相互につ

ながれているネットワークを考えれば振動問題となるし､抵抗とコンデンサーによる

回路網を考えればそこに流れる電流の問題となる｡ここでは､このような具体的ない

くかの間蓮について考え､それらの間の共通する点を明確にする｡

4.1 マスター方程式

ネットワーク上の拡散は､次_o)アスター方程式に･iって記述できるこ

誓 -∑wi,･(P,･-Pi)
3'#

(4.1)

Piは時刻tにおける粒子のiサイトでの存在確率であり､Wi,･はjからiへの遷移確
率を表す｡和jは隣接するサイトについてとる｡またWTi,･-W,･.Lとする.(4･1)は､

TVi,.･_1(Pi_1- Pi)+Wi,,A+1(Pi+1- Pi)
W(Pi_1-2Pi+Pi+1)

Ewi3･P,lJ

p
nHt
R
u
lH■hH一

2

3

4

4

4

4

nⅦ■■u
ll
H-
ll
HU

と書くことができる.ここで､W.･,L≡ w -consi･とした｡最後の等式は､∑,･wi,I-0
の条件 (すべてのP,･が一定である場合を考えよ)をつけて､

∑W.I,･-W.A,i-1+W.I,i+W.･,.･+1-0
より､

Wi,i--(Wi,.Ill+Wi,i+1)--2W
とおくことにより得られた｡

-21-
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図 4.1:P.･をサイトでの電圧 Viとみなせば､

(4･1)の右辺のTVi,･(P,･-Pi)はサイトij

間の電流 I,･,･となる

4.2 運動方程式

さて､各サイトに質量 m の原子が存在し､隣同士の原子が線形バネ (バネ定数

Kij)で連結されている弾性ネットワークを考える.iサイトの原子の変位 u.tに開す
る運動方程式は,

-砦 -∑F.,･u,･ (4･7)∫

と書くことができる｡ここでも先と同じように考えることができ､∑,･K.I,･-0より
((4･7)ですべての変位を一定とせよ)､Ku--2K(Kid-K-canst.とした)とす
れば,

-砦 - K (ui-1-2ui+ut･.1) (4･8)

となる｡(4.4)と､(4.7)の方程式の違いは時間微分の階数だけであり､固有値問題とし
てはまったく等価なものである｡

4.3 RC回路網

(4.1)のマスター方程式において､Piをサイトiでの電圧Viとみなすと､これは
RC回路網を記述する(図4.1).サイトiにおける電流Iiは､qi-CV.･より

･･･-坐 -瑠df
と表すことができ､これは次の式を満たす｡

瑠 - ∑qi,･V,･J

-22-
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｢複雑系のダイナミクス-フラクタル構造を中心-として-｣

∑qij(Vj-Vi)
j#

(4.ll)

ここで､qは電気量､Cはコンデンサーの電気容量､またqi,･は､ij間のコンダクタ

ンスであb(ij間の抵抗をA ,･tす れ恥 -志 である)oこの場合､(4･10)から(4･11)
へは､け イトでの恵流の保存､すなわちキルヒホッフの法則 ((4.10)でV,.=const.
とせよ)

Eqi3-0 (4･12)∫
を用いた｡

4.4 スピン波

更に､(4･1)の方程式のTVi,.を交換相互作用 Ji,･とみなせば,ハイゼンベルグ強磁
性体のスピン波をあらわす｡スピン角運動量をSで表すとハミルトニアンは､

乃-∑妄Jt･,･S-.･S-, (4･13)

であり､Ji,･<0のときはfem'､Jij>0のときはanti-ferroを表す｡S.f-S.T土iSF
とすると,

光-去U i,･li(SlST+S{S,+)+S.fS,f] (4･14)tIJ

となる｡従って､

i･fl等 [S[,7i] (4.15)

妄∑Ji,.(lSl,SlST･Si-Sl]･lSl,S.fS,f]) (4･16)り

ここで､lS.+,ST]=2Si,･S.F,lS,F,S,*]-j=Si,･S.tを使うと､

ih誓-∑Ji,･(S.fSl-S.fSl)I'3'
となる｡

fem の場合は､<S.f>-Sと近似すると､

ih% ∑I.･,･S(Sl-Sl)3
J(S.tl-2Sl+S.ll)

(4.17)

が得られる｡ここでも､Ji,･S-J-consf.とした｡

anti-ferroの場合は､<S.F>-0.mSただLg,n--1or1(下向き､あるいは上
向きスピンを表す)であるから､

ー23-
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i借-q･･∑Jt･j(SHSl) (4･20)∫
となる.antijerroの場合はこれまでみてきた方程式と( )内の符号が異なる方程式

である｡つまり｢universalityclass｣ が違うことが示唆される｡

anti-ferroの場合を除けば､これまで述べてきた方程式の違いは時間微分の階数

だけで

∂

玩
∂2

房吉

一･十 -W

→ 一山2･

と置き換えると､いずれも同じUniversalityclassに属する問題を解くことになる｡従っ
て､以下の章でフラクタル構造におけるダイナミクスと考える場合にも､｣二に述べた

問題の1つが解明されれば他の問題へも即座に適用可能となる｡

4.5 超伝導ネットワーク

微細加工技術の最近の進歩によりメゾスコピック･サイズの系を自由に設計 ･作

成できるようになった｡その一つに超伝導ネットワークがある.超伝導がネットワー

クにどうかかわるか大変興味ある問題である｡一以下この基本方程式について述べる【3]｡

超伝導体のオーダー ･パラメーター△(rlは対ポテンシャルとして､あるいは局
所的なエネルギー･ギャップとしての意味を持つ｡T-Tcでは△(r7-小 であるので
超伝導体の自由エネルギー密度 Fを△(rlで次のように展開できる.

F-Fn･a･△(rl･2月 ･△(rl･4･cl(-ihgrad･2-)△(rl
(4.23)

最後の項の微分により､近傍との相関が入っていることに注意｡

T→ TcあるいはH→ HC2では係数 bの項は無視できる.F=IFdr-,67-d
より

一等 ･(i孟-a)2A(rl-0 (4･24)
-･●

ここでFc-2e五･A/(hc),また3-品･r-とした｡品は細線にそった単位ベクトルであ
る (図4.1でVi- A.･とせよ)｡E3は相関長でE.2∝LaL∝LT-Tclである｡細線での
解を△(S)=A(fC-0)e-i"Bと仮定して(4･24)式に代入すると

A(fC-0).∂2△(fC-0)

i.? t ∂S2

- 2 4 -

従って

(4.25)
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△(S)∝e~t'Ka(αeia/eB+βe-ia/(a) (4･26)

これに ij間の細線に対する境界条件 △.･j(i)-△.･,△ij(i)- △,･を用いると､α
とβが決まり

A.･Jl(S)-
sinl(li,I-3)/EB].^JlWSill(B/E8)

+△3letTi3'
sine.I,･ '-r sinOi,･〉

e-1KijB (4･27)

となる｡ここで毎 はij間のwireの長さ､0,I,･--I.I,･/E3､そしてTij-Ii3FC.･jds-fCi,･l.･,･
と定義した｡

節点 iでの電流の保存則 (Kirchhoffの条件)は

写(堤-K･･3･)AiJl(a,L.-o
となる｡これに(4.27)を代入すると

-△i冒(cotOi,･)/EB+[△ieiTi,'/(EBSinOt･,･)]-03

(4.28)

(4.29)

i点ではSパ-0またcos(S/EB)fi-1であることを用い､係数を見やすいようにおきか
えると

m.･△.I/i.2+∑ d.I,.(qi,･△3- △J)-0J
(4.30)

ここで

d.･,･-1/(EBSinOi,･)耗1/lid(0.･3･≪1)

qiJl-e178'3'

1/mi- ES∑ tan(0.･,･/2)FS∑(li,･/2)
3 3

とした｡

(4.30)式は超伝導ネットワークの基本方程式やあるoこれまで述べてきた方程式
との対応を示すと次のようになる｡

△f→ 変位

d.I,I- 結合定数

mi→ 質量

1/i.2- 固有値

またqi,･はゼロ磁場で 1になることに注意｡このような場合､基本方程式(4･30)はこ
れまで議論してきた方程式と同じ型に属する｡

- 25 -
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第 5章

パーコレーションの理論

5.1 実空間の繰り込み

第3章 では､氏.W.による軌跡がフラクタルになっていることについて見てきた｡

この章では､フラクタル構造をとるもう1つの代表的な例としてパーコレイシヨンネッ

トワーク (以下 P.N.と略記する)について考えてみよう｡

例えば2次元三角格子上においてある確率pでボンドまたはサイトをおくと､つ

ながったクラスターが出来る (pは占有密度になっている).このつながったクラス

ターをパーコレーション･クラスター (Percolationcluster)と呼ぶopが小さいとき

には､有限のクラスターがいくつか出来るだけであるが､pがある億 pcになると､格

子の下から上までつながったクラスターが出現する｡系の大きさを無限大の極限で考

えると､無限大のサイズのクラチターが出来ることになる.このようなpcを臨界点と
呼ぶ｡これは､熱力学における2次相転移で､臨界温度 乙 で系の特徴的な長さである

相関長 Eが発散することに相当する.この相関長は､転移点付近で

f-=lT-Tcru (5･1)

というベキ乗別に従うことが知られている.Percolationの場合､Eはクラスターの平
均サイズとみなすことができ､臨界点pc付近で､

E-=lp-pcrv (5.2)

のようにベキ乗的に発散する (高温 Tは小さなpに対応することに注意)｡ここで U

は相関長の臨界指数である.p→pcではEは無限大となり､長さのスケールがなくな

る｡つまりフラクタルであることを示唆している (スケール不変)｡このようなパーコ

レイシヨンに実空間の操り込みを適用して､臨界点pcや指数 Uを求めてみよう｡以
下サイト･パーコレーションについて議論する｡

長さ1の格子を繰り込んで､長さbの格子にするとき､次のことがいえる｡

-26-
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(b) (C)

図 5･1:占有サイトを灰色で､空のサイトを白で示してある｡(a)(b)正三角形の3つ

の頂点のうち2つ以上が占有されているものは占有サイトとみなす｡(C)(d)頂点が1
つだけ占有されているもの､または全く占有されていないものは空のサイトとみなす｡

(1)最初の格子 (長さ1)で､占有サイト密度がpcなら､繰り込まれ1た格子 (長さ

b)でも､占有密度はp'-pcである｡

(2)Eは､上の規則が成立する範囲を決める｡従って元0?格子でも､新しい格子でも
Eは等しい｡

5.1.1 pcの求め方

例として､p-pcでの三角格子上のパーコレーション･クラスターを考える.この三

角格子の降接する3つのサイトを新しく1つのサイトとみなし､格子の縮尺をb=､β
だけ変える｡ここで3つの格子点からなる旧サイトにおいて､格子点の過半数が占有
されているなら､この新サイトは占有されているとみなす｡これにより､2つまたは

3つの占有サイトからなるクラスターが､繰り込みによって1個の占有サイトになる

(図5.1).このような租視化の結果､新しい占有サイト密度p,を持つ新たな格子が得

られる(図5.2)｡このようにすると､情報は失われ､一般には占有サイト密度〆は

元の占有サイト密度pとは異なるが､上の(1)より臨界点pcではpc-p'Cが成り立
つ.元の格子では､各サイトは確率pで独助 言占有されるので､占有サイトが3個の

ブロックを兄いだす確率はp3である｡2個のサイトが占有される確率は3p2(i-p)で
ある｡これより､新しい密度〆は､次式で与えられる｡

p/-p3+3p2(1lP) (5.3)

また､p-pcで pI-pcなので､

pc=p…+3p2(1lPc) (5.4)

となり､pc=1/2が求められる.pcの値は格子の型によるが､以下に述べる臨界指数
は格子の型によらないことに注意｡
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図 5.2:(a)三角格子上のPcでのクラスター｡占有サイトは灰色で､空のサイトは白
で示してある｡三角格子の真ん中の黒丸は租視化したときのサイト｡(b)租視化された
浸透格子

5.1.2 指数 Z/の求め方

次に､個 数 Uを求めてみよう.密度pの三角格子が因子b-J5だけ租視化され

ると､新しい格子は密度p,を持つ○このとき元の相関距離Eと新しい相関距牡E'の
臨界的な性質はZ/を正とすると､

E-=Ip-pcl~v
E′- b=Ip'-pcドン

と書けるはずである｡ここで､両式の自然対数をとると､

lnE- h=-Z,叫p-pcl
lni'- h=-ulnlp'-pcl+lab

となる｡p-pcでは8-e'より､

･ln臣 か lnb

従って､

I/=
ln

hb

lpI-pcl
lp-pcl

(5･9)

(5･10)

と書ける｡さらに､(5.3)式より〆-p3+3p2(1-p)なのでpとp'のpcへの近づき
方は違い､p'をpcのまわりで展開すると､

p,-pc･響 I,=,a(p-pc'･ -･

-28-
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となる｡また､p-pc-1/2で､

空地 =3p2+6p(1-pト 3p2dp

なので､dp/(p)/dp-3/2となり､(5･11)に代入すれば

Ip,-pcl-芸Ip-pcl

従って Z,は(5･10)より

111､乃

ln3-1n2
il ilil

2 1.1-0.59
=1.355

(5･12)

(5･13)

(5.14)

によって与えられる｡これはdenNijs[J.Phys.A12,p.1857(1979)]によって得られ
た2次元での正確な値 〝-4/3-1.333…にきわめて近い｡

5.1.3 指数βについて
p>pcでは､1つの無限大クラスターが存在する.このとき､pw(p)を次のよう

に定義する｡

Pco(p):あるサイトが ∞ -クラスターに属する確率 (熱力学におけるオーダーパラ
メーターと考えてもよい)0

p <pcでは f㌔(p)-0である｡計算機シミュレーションや理論的研究により､pc
近傍では浸透確率 pb(p)はベキ乗則

･fk(p)-(p-pc)P (p>pc,p-pc) (5.15)

に従って0に近づくことが示されている｡指数βは2次元の浸透過程でβ-5/36o±
0.1389､ 3次元の場合 βと0.4である｡

§5･3に述べるが､"static"な構造に関する指数V､β(ord'erparameter)､α(比
熱)､7(感受率)のうち2つが決まれば､他はスケーリングの関係式で求めることがで
きる｡

5･2 Percolationnetworkのフラクタル次元 かJ

P.N.のフラクタル次元は指数〝およびβとどういう関係にあるのであろうか｡

-29-
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図 5.3‥sl=S,,n.(p)-2/N2,N2は全サイト数

サイズ Lのクラスターに含まれるサイト数をM(L)とするとp>i･Cの場合､
M(L)～Ldpw(p)となる｡他方､p<pcではpcc(p)-oであるからL-∞ の極限で
M(L)/Ld-oであると予想される｡ここでp>pcのときpJp)～(p-pc)βなので

M(L)∝Ld((p-pc)~1-P/V (5.16)

と書ける｡またE∝lpIPcI-Vより

M(L)∝巧IP/y (5.17)

となることがわかる.pFtjPcではE≫Lだから､この系の長さのスケールはLだ
けになるのでf- Lと置き換えられ

M(L)∝Ld一号-LDJ

DJ=d一旦〝

となる｡よって

(5･18)

(5･19)

が得られる｡このことはpFtiPcでの∞ -クラスターをサイズLで切り取ってしまう
と､その中はフラクタル次元Df-d-β/Z,のフラクタルになっていることを意味し

ている｡2次元ではDI-2-(5/36)･(3/4)巴1.89で､3次元ではDJ-2･55である｡

格子の型にpJはよらないことに注意｡

5.3 臨界指数とスケーリングの関係式

§3.3で､スケール不変性を秘めている系では､物理量がスケール関数に従うこと
をみてきた｡以下パーコレーション･クラスターに対する臨界指数をスケーリング理

論によって求めてみる｡ここで､n.(p)を Sサイトからなるクラスターのサイト当た

りの数であると定義する(図5.3)0Scalingの考え方の基本は､系を特徴づけるある
量が p-pcで発散するという点を積極的に利用することにある.ここで､無限クラ
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スター粒子数をS∞(p)∝lp-pclll/りとし､犯.(p)が次のように表せるとするop-pc
で無限クラスタ｣の粒子数が発散すると仮定したので､n.(p)はベキの型をとるとした
ことに注意｡

n･(p_)- S-'F(a )
また(5.20)にS∞(p)∝lp-pal-lhを代入すると､

n.(p)-S-'Fl(p-pc)sq]

(5.20)

(5･21)

となる｡ここで､F(I)≡F(xq)である.
あるサイトが ｢無限に大きなクラスター｣に属する確率はp>pcに対してPJp)
であり､p<pcではfk(p)-0である｡どのサイトも確率pで占有されており､また
有限クラスターの一部に属する確率は､∑ ∫n.(p)Sである｡有限クラスターに属して
いない占有サイトは必ず無限クラスターに属するから､

Pco(p)+∑ n,(p)S-p
∫

が得られる｡p>pcでp→pcとすると

p-(p)--/dss1-TFl(p-pc)sq]･p
と表せる｡また､烏｡(pe)-0より∑.n.(pc)S-pcなので

(5.22)

(5･23)

pJp)--/dss1-,(Fl(p-pc)sq]-F(o)hpIPc (5･24)

また3-(p-Pc)S可とすると､

㌔(p)- -/dXX守 7-1(p-pc)守 tF(I)-F(o))･(p-pc)
- p.(p-pc)守 +(pIPc)
∝ (pIPc)β (5.25)

が得られる○ただし､ここでP0--Idxxと㌍ り-1IF(xト F(o))とおいた｡以上の
ことよりβ-(Tl2)/叩 (β<1)である.最後の項はp-pcで1項目より速くゼロ
に収束することに注意｡

同様にして､有限クラスターの全数 M(p)(∝(p-pc)2-a)に対する指数 αを求
める｡

M(p)- ∑ n.(p)
8

- /dss-TFl(p-pc)sq]
∝ lp-pcJ2~α

ー31-

となるので

(5･26)
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α=三二二+2
仇

(5.27)

である｡

次に有限クラスターの平均質量 (サイト数)S(p)に対する指数 Tを求める｡占
有されている格子点を選んだとき､それが属するクラスターの大きさかβである確率

をW,(p)とすると

W.(p)-
n.(p)S
E,n.(p)S

S(p)- ∑W.(p)s
8

E.ni(p)S2

と表せるのでS(p)は

E.n.(p)S

とおける｡p;ucとすると､∑.n.(p)S-pcなので､

S(p)
E.n,(p)S2
Pc

∝ IpIPcrT

(5.28)

(5･29)

(5･30)

ここで7-(3-T)h である｡これらのことより指数の間の次のようなスケーリング
関係が得られる｡

α - 2ldz/=2-2β17
1

β+7

･- 2･島
dz/- 2β+7

(5.31)

(5.32)

(5･33)

(5･34)

独立な指数は2個であることがわかる｡以上は､静的(Static)な物理量に関する指数
である｡ダイナミクスに関する指数は

q(p)=qo(p-pc)～

である(図5.4)｡これについては､第6章で詳しく述べる｡

(5･35)

5.4 Nodes-links-blobsモデル

パーコレ-シヨシ･ネットワークは乱れが強い系に対する基本的なモデルであり､

統計平均の意味でプラクタル構造をとっている｡ある確率pでボンドをおいたものは､

ボンド･パーコレーション(bondpercolation)と呼ばれ､サイトをおいたものはサイ
ト･パーコレーションと呼ばれる｡
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図 5.4:伝導率 Uのグラフ

このP.N.を､弾性的なnetworkだと思ってその両端を引っ張ることを考えたり､
金属でできているとして電流を流すことを考えてみるとき､図5.5のようなNodes-
LinksIBlobsモデルは､物理に対する見通しをよくする.例えば､臨界濃度pcにある
ネットを､端と端を持って引っ張ることを考えよう｡一本の鎖で結ばれているポンド

は大きな変形をし､ボンドが密につながっているところは小さな変形しかしない｡こ

の大きな変形を担う鎖状部分を構成しているボンドの一本を切断すると､このネット

はふたつのネットに分解してしまう｡この鎖状部分を ｢リンク (link)｣と呼び､密に
ボンドがつながっている部分を ｢プロップ (blob)｣と呼ぶ｡
p>pcのときには､リンクの中の一本のポンドを切断しても､ネットがふたつに

分解することはない｡しかし相関長Eの半径内では､リンクは変形に対して主要な部分

を担う.平均サイズEのクラスター同士を結び付けているサイトが､｢ノード(node)｣
である｡リンクやプロップには､｢袋小路 (deadend)｣と呼ばれる変形や伝導に寄与
しない部分が付随している｡

｢振動問題と電気伝導の問題は同じ型の方程式に属することを第4章で強調し

た｡ネットを引っ張ってボンドがのびることと､電気が流れてボンドがあつくな

ることの等価性や､プロップを剛体として近似したり､超伝導体のように考える

ことがイメージとして浮かび上がってくることを学生諸君に期待する｣

図 5.5:浸透網の骨格の幾何学的特徴をうまく取り入れたNodesILinksIBlobs(NLB)
モデルの概念図●
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第 6章

フラクタ.ル格子上の拡散

これまでの話でフラクタル構造におけるダイナミクスを記述するためのお膳立て

が揃った｡まずダイナミクスの研究が発展するきっかけとなったdeGennesの問題提

起の宙からはじめよう｡

6.1 異常拡散

1976年に､deGennesによってP.N.上の拡散について次のような問題が提起さ

れた【4】｡いわゆる"蟻の問題"である｡それは､

"Anantparachutesdownontoasiteontheparcolationnetwork,and

executesrandomwalk.Whatisthemeansquaredistancetheanttraverses
asafunctionoftime7門

というものであった.つまり∴p.N.上で蟻がt秒間に出発点からどれだけ遠ざかる

ことができるかというものである｡この間に対する解答は､7年の歳月の後1983年に

Gefenら【5]によって与えられた｡格子点の占有確率をp､∞-クラスターの出現する

臨界確率をpcとしたとき､p>pe及びp<pcでの平均到達距離 <r2(i)>1/2をまず
導き､スケーリング仮説によってp-pcでの指数を決定するという方法で解いたもの
であった｡

(1)p>pcのP.N.上の拡散を考える
境がパラシュートで降りた点を原点とすると､十分時間がたてば (l≫1では)､

平均到達距離 <r2(i)>1/2は

<r2(i)>≫f2 (6.1)

となるであろう｡これは､p>pcでは占有されている格子数が多いため､時間
が十分たてば相関長Eに比べて十分長い距離まで移動できることを意味してい

る｡従って､このときは通常の拡散が起こると考えられるから､

<r2(i)>-2Dt∝(p-pc)p-βi

ー 3 4 -

(6.2)
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で表される｡ここで､βは拡散定数である｡

Proof:拡散定数Dが(6.2)のように表されることの証明

p>pcのP.N.が金属ワイヤーのボンドで出来ていると考え､.そこ

に電流を流すことを考える｡このとき､conductivity(電気伝導度)Jは

J.∝Dnで表される｡Dlま拡散定数､nはcarrier濃度である｡camier
浪度はあ阜ボンドが∞-クラスターに属する確率に比例する.なぜな

ら有限クラスターの格子は電流を流さないからconductivityには寄与

しない｡前章よりq∝(p-pc)p,n∝Pco(p)∝(p-pc)βであるから､

D":"(pIPc)P-P (6･3)

が得られる書｡

(2)p<pcでは､Eは有限クラスターの平均サイズを表すから､時間が十分たてば
(t}jl)

<r2(f)>Fdf2∝ lpIPcI-2レ (6.4)

となるq ここで前章より頒閑長 f ～(p-PCJ-Vであることを使った｡つまり､
p<pcでは時間が十分たてば拡散は有限クラスターの全域に及び､そのクラス
ターの外には拡散できないことを意味する｡

(3)スケ-1)ング関数の導入 ■

次に､(1)､(2)をp -pcで結び付けるため､以下めダイナミック･スケーリ
ングの仮配をおく｡

<r2(i)>1/2-tcl'1(p-pc)ty]

(4)p>pcで(6･2)が(6.5)になるためには

F(I)∝I(p~β)/2

であ右必要がある｡このとき(6.5)は

<r2(i)>1/2-lcty(p~β)/2(p-pc)(～-β)/2

となる｡一方､(6.2)は

<r2(i)>1/2- (pIPc)(P -P)/2tl /2
であるから､

3:+

という関係があることがわかる｡

y(FL-P)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

■ここで､FL>βとなることに注意しよう｡これの意味するところは､deadendはpmには寄与す
るがUには寄与しない一(つまり､電流は流れない)ということであるO
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(5)p<pcでは､<r2(i)>∝tO-consi･であるから､

F(I)∝ZIC/y

とする必要がある｡(6.4)､(6.5)より､

<r2(i)>1/2- tc(pIPc)-3/yrD

= (p-pc)〟

である｡従って､ 3
-=〝
y

が得られる.(6.9)､(6.13)より､指数 x,ytま以下のように求められるo

L/ 1
X=

(6)p-pcでは以上より､

2V+p･-β, y =2U+p-β

<r2(i)>1/2-icFl0]∝iち示 =声.

(6.10)

(6･13)

(6.14)

(6.15)

従って､時刻 OでP.N.上にパラシュートで降り立った蟻が時刻tに到達できる

距離の2乗平均は

となる｡ここで

<r2(i)>∝i王震わ ∝茜

o=巴』
〝

(6.16)

(6.17)

とした｡βは静的臨界指数 β,〝と動的臨界指数 〝で表される｡β>0である
ため p-pcでの拡散は通常の拡散(<r2(i)>∝i)よりも遅くなることがわか
る｡これは､ p.N.には袋小路があることによるものと直感的にも理解できる｡

Gefenら【5]はこれをanomalousdiffusion(異常拡散)と呼んだ｡Gefenらは指

数 βを求めたわけではないことに注意｡特に動的臨界指数〝については､解析
的にはおろか計算機で求めることも難しかった｡

′■′
6.2 スペクトル次元d

次にフラクタル構造のダイナミクスに関する重要な指数であるスペクトル次元に

ついて説明する｡ここで次の量を導入する｡

V(i),:フラクタル構造上の拡散において､時刻 tで拡散可能な体積
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P(r-,i):(Lrl,f)における粒子の存在確率

p(0,i)≡Po(+)という量を考える.これは時刻tで原点に粒子が存在する確率であり､
一般にV(i)に逆比例していると考えられる.P.N.上及び高分子鎖上の拡散において
Po(i)をtの関数として表してみる.

(1)P.N,

例えば､時刻i=0で原点r-=Oにアリが置かれ､氏.W.すると考える｡この時､
時刻 tで拡散可能な体積V(i)は､<r2(+)>1/2をこれまで同様平均到達距離で
あるとすると

V(i)pS<r2(i)>DJ/2 (6.18)

と表される.(6.18)は､ユークリッド空間(次元をdとする)における通常の拡散

では､拡散可能な体積が<r2(i)>d/2となることから推測できる.この時､Po(i)
は時刻 tで原点にアリが戻っている確率である｡つまり､P.が大きいというこ

とはアリがあまり遠くまで行けない (拡散しにくい)ことを表し､逆にP.が小

さいということは拡散しやすいことを意味する｡従ってR.(i)は (6.16)､(6.18)
を使うと､

Po(i)
1 1
∝___.(X
V(i)〉ー<r2(i)>DJ/2

∝七一品 ≡f一書 (6.19)

のように表される｡ここで､

d～-篇 (6･20)

で定義される葺をスペクトル次元という｡なぜスペクトル次元というかについ

ては第7章で明らかになるであろう｡

(2)高分子鎖上の拡散

高分子鎖の場合時刻舌での拡散可能な体積は､第2章の(2.18)で求めたように

慣性半径をRG(f)とすると

V(i)拙くRG(i)2>Df/2 (6.21)

である｡また､<RG(i)2>1/2∝N(i)Vであった.ここでの問題ではN(i)は｢実際
の｣拡散により得られた拡散長であることに注意｡1次元鎖上の拡散はN2(f)∝t
であるので､Ro(i)をtで表すと

p.(i)～i一字 =七一d-/2 (6.22)

となり､(2.18)よりV-1/DJであったから､d～-1であることがわかる｡この
ことは､鎖がどのような形をしていても結局1次元上での拡散にはかならず､通

常の拡散をすることを意味している｡
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図 6.1:コンダクタンス

6.3 局在(localization)

前節では､拡散のしやすさの指標となるP.(i)がスペクトル次元d～で表されるこ
とを知ったが､ここでは､スペクトル次元が葺く2であれば､粒子は拡散せず､局在

する事を示す 【61｡

電子はP.N.上では局在する｡

Proofl:有限サイズ･スケーリング

一辺がLのP.N.を考える (図6.1)｡ この左右の面に単位電圧をかけたとき流れ

る電流をコンダクタンスという｡コンダクタンス9(L)は2つの面の間の距離(L)に反
比例し､面の広さ(Ld-1)に比例するからg(L)-qLd-2とかくことができる.(5.35)
よりq∝(p-pc)p､また､(5.2)より相関長はE∝(p-pc)~Vだから､

9(L)-∝ (pIPc)PLd -2一- i-～/yLd-2 (6.23)

である｡ここで､L<Eであれば､この系を特徴的な長さはムとなるためf→lJとお
きかえることができる｡従って (6.23)は

9(L)∝L-～/V+d~2-LDJ(a-2)/a

となる｡ただし､(6.20)および(5.19)より

28J
2+(ILIP)/Z/

DJ= d-

(6･24)

を使った｡(6.24)で､d～<2ならば､L→∞ (箱の大きさを無限大にする)にする
と9(L)lL_00-0となり､電流は流れない､つまり電子が局在していることを意味する.

Proof2:氏.W.の観点からの証明

SN:N-stepで訪れることのできる異なったサイト数
(同じサイトを何回訪れてもー回しかカウントしない)
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∑N:<r2(i)>1/2の半径内のサイト数｡従って∑N-<r2(i)>Df/2∝td-/2∝Nd-/2
(時間tはステップNでおきかえられる.)

以上を用いて､9(L)を記述することを考える｡まず､伝導率(conductivity)･Uは

q-C2Dn砧e2D孟面 (6･27)

と表すことができる｡ここでeは電子の電荷､Dは拡散定数､nは電荷密度である｡
また､△Eは､次式で表される｡

AE-; (6･28)

ここで､Tはバンド巾であり､SN個に縮退が解けていることを示している.すなわ

ちSN個の状態間を電子がR.W.しているとする｡また､拡散定数DはD∝L2/tで
あるから､結局 Jは

q-e2詣 掌 ∝誓 (6･29)

となる｡ここでTは遷移確率とも考えられ､単位時間にある状態から別の状態に遷移

する確率を与える.従って分母 Tt-N(f)､つまりステップ数とみることができる.
これを用いて

SN
9(L)-qLd~2∝万両

を得る｡電子が局在しているかどうかを判定する甲ま

ilh-N烏

が､Oとなるかどうかを調べればよい｡つまり､これが局在の判定式である｡

(6.30)

(6･31)

次に､SNFdNJ/2になることを示す｡そのために､SNの上限を考えてみる.SN

はN-stepで訪れることのできるサイト数であったからSN≦Nである.また､平均

到達距離<r2(i)>1/2の半径内のサイト数は∑NFYNd-/2であったから､SNの上板は
以下の2つに場合分けされる｡

(1)d～/2<1のとき SN≦Nd/2
～l
(2)i/2>1のとき sN≦N

従って (1)の場合､つまりd～<2の場合には先の判定式はSNFSNd-/2とすると

tlb-u告-li-Nd/2-1- 0
となる｡したがって､d-<2の場合には､局在することがわかる.例えば､Ii.N.の場
合､空間次元dによらずd～符4/3であることが知られているので､電子は必らず局在
する｡
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第 7

フラクタル格子の固有値分布

ここではGreen関数の方法及び有限サイズ ･スケーリングの方法によってエネル

ギー状態密度を求めてみる.d～ヵ言何故スペクトル次元と呼ばれるかが分かるであろう｡

7.1 Green関数の方法

7.1.1 拡散方程式のGreen関数

まず拡散方程式は次のように書ける｡

∂P(a,i) ∂2p(x,i)
∂i ∂3:2

時間に関して Laplace変換をすると

I.∞貰 e-Etdi-I.∞芸 e-eidi-0･

(7.1)

(7･2)

第一項を部分積分して

lp(3')el究 +E/p(I,i)e-｡dt一芸/p(I,i)e-Etや-0 (7･3)

ここで

とすると

となる｡次に初期条件を

i(x,E)-1∞ p(I,i)e-Eidl

ep(xj)-芸p(I,e)-p(I,o)

P(I,0)-6(I,0)
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｢複雑系のダイナミクスーフラクタル構造を中心として-｣

で与えFourier変換する｡

6(I,0)-去/_wJikcdk
p(I,E)-去rup(k,e)e･'kcdk

以上より
1

ji(k,e)-石膏 ≡Gd･･J(k,E)
が得られる｡

7.1.2 波動方程式の Green関数

波動方程式の場合には次のように書ける｡

∂2u(I,i) ∂2u(3;,i)
at2 ∂x2

= 0

これをLaplace変換し先と同様に計算すると

G- e-毒 ≠Gdif(k,E2)書

が得られる｡

(7.9)

(7･10)

(7･11)

7.1.3 拡散方程式とDOS(Densityofstates)

(7.8)で得られたjiを用いると､この系のDOSD(e)は次式で表すことが出来る.

D(e)=一三zmji(x=0,-e+iO.)7T
Proof:

(7.9)で6--8+iO+とすると

Gd.･j(k,-e+iO+)

従って､DOSは

D(E)≡ ∑6(6-k2)k

-e+k2+iO+
1
-e+k2

'Gd.I/でE-62とおいたものとは違うことに注意
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7T-iZm∑GdiJ(k,-e+iO')

一土Zm∑p(k,-e+iO.)冗

-一三I-症 /_:dx毎 -eIiO')e-ihc (7･18)

- 一三I-去/dk/_uwdxi(I,-e･iO')e-̀kc (7･19)

=-1Zmp(x=0,-e+iO.) (7･20)〟
となる (証明終)｡

更にD.0.S.と､時刻tで原点にいる確率P(0,i)とは次のような関係がある.

p(I-0,f)-r D(e)e~etde
Proof:

p(x-0,i)をLaplaceの逆変換すると

p(I-0,i)-去Jご p(I-0,e)elide
となる｡ここで(7.8)と(7.9)より

p(0,6)-;/dkX
であるから(7.22)に代入して次式を得る｡

P(I=0,i)
11
21ri21rl∞dkJ

去/dke-h2t1
元

C'I'∞de_i
_i∞ e+k2

/dk/de6(6-k2)e-Ei
I.∞ deD(e)e~Et

(7･21)

(7.22ト

(7.23)

(7.24)

(7･25)

(7.26)

(7.27)

(証明終)

7.1･4 Gdげ(恒 2)とDOSの関係

GdiJ(k,62)とD(e)の関係を調べることによりD(e)とD(82)の関係を導く｡公
式 (7.12)より

D(62)=-lzmGdiJ(-62+iO.,x=0)7r
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であるから､これを計算すると

D(62)-一三I-去エdk
-1Z m ∑
打 h

eikc
-62+k2+iO+

k2162+iO+

-∑6(k2- 62)-∑ 6(k-e)(k+e)
A

-去∑きよ-:-I

主β･三一 (7･29)

が得られる｡

7.1.5 PercolationnetworkのDOS

この節では､以上の関係式を用いて具体的にP.N.上での振動問題のDOSを考え

てみる｡(6.19)式より

p(I-0,i)∝再

であることがわかっている｡従って､公式(7.21)に代入すると

p(0,i)-/.∞･D(e)e-etde-t一書

(7.30)

(7.31)

である｡これを逆変換することによりD(E)C"書11であることがわかる.この道変換
の収束条件は古く2であることに注意.E→W亘 置き換えるとD(W2)∝〟d---2となり､
(7.29)を用いると

D(LU)- 2ED(W)

- 2LU･LUヴ~2∝od-1 (7.32)

が得られる｡このように葺はスペクトル分布を決定する指数であるため､スペクトル

次元と呼ばれる｡あるいはこのよう.な励起状態をフラクトンと呼び､d～をフラクトン
次元とも言う【7】｡

7.2 有限サイズ ･スケーリングの方法

フラクタル構造に助起される振動モードの状態密度 (DOS)や分散関係等の特性

を有限サイズ･スケーリングの方法によって求めてみよう｡これを通して有限サイズ･

スケーリングの有効性を理解してもらうことがここでの目的である｡
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図 7.2:SierpinskiGasket

7.2.1 DOS

まずスケール不変な系の最も単純な例として ｢等方連続な弾性体｣を考える｡あ

る振動数Wにおける1粒子当たりの状態密度は､M～W+△Wの間にある単位体積当

たりのモー戸数のことだから､サイズLの系に対しては

D(u)∝品 (7･33)

と書くことが出来る.今､LJをサイズL､からくる最低振動数 (図7.1)とすると､分

散開係W=vkより
2汀V 1

LJ=△W=丁 ∝f

である｡従ってこれを(7.33)に代入すれば

D(W)=D(△W)∝(△W)i-1

(7･34)

(7･35)

が得られる｡この関係は系の特徴により｢どのような長さスケール上でも成立する｣

ので △LL)を任意のLJで置き換えてもよい.このことは連続体がスケール不変な性質

を有していることを意味しているoここでd-3につしJ､てI.uD(W)dw-1という規格
化条件を用いるとD(W)-LJ2/(27T2V3)というDebyeのDOSを簡単に導くことができ
る｡すなわちDebyeの状態密 度 が 有 限 サ イ ズ ､･ス ケ ー リ ン グ の考え方で簡単に (多分
最も簡単に)求めら れ た わ け で あ る ｡
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次にフラクタル構造をとる例として､P.N.の場合を考える.(7.33)でd-DJ と
置き換えることにより状態密度は

D(W)∝
1
Aw LDf

となる.ここで分散関係を△W∝L-aと仮定し､(7.36)からLを消去すると

D(W)C((Aw)211

(7･36)

(7･37)

が得られる.(6.16)よりP.N.上での拡散については､<r2(i)>～藩 という長さと
時間の関係があることがわかっている｡振動問題の場合､これを波数と振動数の関係

とみればi- (△W)12として
L2-(△LU)読

を得る｡従って
△W∝L一旦欝

という分散関係が得られる｡すなわち分散関係の指数αは

となる｡･従って(7.37)は

D(W)∝(△W)311∝(△LU)d-1

(7･40)

(7.41)

となる.(7.41)は系のフラクタル性から任意の△Wについて成り立つ｡従って先と同
様 △W→L.'で置き換えて最終的に

D(W)∝Ud--1 (7.42)

を得る｡これはGreen関数の方法で求めた結果(7.32)と当然ながら-敦している｡

7.2.2 長さスケール (̂LJ)と単一長さによるスケーリング

これまでの議論からわかるようにLは波長に対応しLLJの関数であるため､改めて

この量を (̂W)とすると分散関係は

LJ∝A(W)一撃 ∝A(W)-Dj/a- (7.43)

である｡従って-Df/d～は分散曲線を決める指数であり､又､A(W)はフラクトンに関
する唯一の長さスケールである｡このようにスペクトル次元葺はフラクタル構造のダ

イナミクスを記述するための最も基本的な指数であるといえる｡
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乱れのない均質系では､波動を特徴づける長さスケールは波長入そのものである｡

ところが浸透網やフラクタル系では､乱れはフラクタル次元DJを通してすでにとり
こまれており､波動を特徴づける長さスケールは､分散関係を表す(7.43)の (̂W)だ
けである｡_このユニークな性質は､"フラクトンを特徴付ける長さスケ-)I,は (̂W)だ

けである"といい表わせる(single-length-scalingpostulate:SLSP).この立場にたて
ば､フラクトンが関係する物理量は (̂W)を用いてすべてスケールされることになる.
すなわち物理量f(q,W)は次のようなスケーリング形にまとめることができる.

f(q,LJ)-q-yF(q̂(W))

SLSPは波長､散乱長､局在長が一つの長さスケール (̂W)に集約されてしまうこと
を意味している｡すなわち局在長が波長のオーダーになり､フラクトンは ｢強い局在

状態｣にある｡
ところで､"正"の電荷をもつ不純物ポテンシャルを導入することによって電子の

強い局在状態を容易に作ることが出来る｡しかし格子振動や光波あるいはネピン波に
対して､"正"のポテンシャルに対応するもののないことに注意してほしい｡フラクタ

ルはまさに ｢すべての｣周波数の波動を ｢強く局在させる｣典型的構造なのである｡

7.3 厳密に解ける例

これまでスペクトル次元(‖こついてスケーリング理論の立場から論じてきた｡
P.N.の場合その具体的な値は解析的には求められず､大規模シミュレーションにたよ

らざるを得ない｡これについては総合報告 【8]を参照のこと｡この章ではそれが厳密
に解ける例について説明する｡

図7.2のSierpinskiGasketを考える.図のxl,x2,…,Xl,…等には質点があり､そ
れらが互いにバネ定数 ∬ のバネで結ばれていると考える｡ このような系に振動を与

えたとき､各質点の平衡位置からの変位をxl,…等とする｡このときxlに関する運動
方程式は､

mi'1-K∑ (36- 31) (7.44)
6

である｡ただし､6は31に関する最近接点を表すものとする｡wo-Jk7=とし､固
有値開港におきかえると､

w2
詔 ∬1- ∑ (x1-36)6

となる｡以下､LU2/LJ.2を人とおきかえる｡具体的にxlについての方程式を書くと

入xl=431-32-X3-X2-X3 (7.45)

であるから､

(A-4)31+x2+x3- -X2- X3
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と書き直せる｡同様にして､x2,33に関する方程式は､

xl+(A-4)x2+33- -X3-XI
xl+x2+(A-4)33- -X1-x2

である｡以上､(7･46)-(7.48)より

x2+33--
2(入14)Xl+(A-6)(x2+X3)

(A-2)(A-5)

(7･47)

∫(7.48)

(7.49)

を得る｡更に､Xl≡Zlであることに注意して zl- Z3について同様の方程式を書き
下すことにより､

Z2+Z3--2(A-4)Zl+(A-6)(Z2+Z3)
(A-2)(A-5)

が得られる.一方､xlに関する運動方程式は､

人X1-4X1-(x2+x3+Z2+23)

である｡(7.49)､(7.50)を (7.51)に代入すると､

-(A-4)(A-1)X1--(x2+X3+Z2+Z3)

(7.50)

(7.51)

(7･52)

となる｡つまり､Xlに関する運動方程式がすべて大文字のX とZで表示できた.こ

れはSierpinskiGaBketをスケールを2倍にしてみたときの質点xlの運動方程式に
なっている｡ここで新たな固有値 入′を

I'-4--(A-4)(A-1) (7.53)

と考えると(7.52)式は (7.46)式に対応する｡入′をくりこまれた固有値という｡(7.53)

式より入'-A(5-A)という関係があることがわかる｡ここで､5は空間次元と関係し､
一般にd次元では､

l'=l(d+311)
と表される｡人をWに書き換えると

LLl12-W2･-L=T
wg w.2

低振動数W2/W.?≪ 1の場合には､

(d･31諾)

J2-W2(a+3)

(7.54)

(7･55)

(7.56)

つまり､W'>Wになることがわかる｡分散関係 △W(L)∝L-aを仮定し､｡を求めて
みよう｡

△W(L/a)∝ba△W(L)
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である.低振動数では､Aw～Wと考えてよいからW(L/a)-W'とすれば

u12∝ b2aw2

という関係が得られる｡これを (7.56)と比較すれば

b2a=d+3

となる｡従って､

α=lm(d+3)
2hb

(7･58)

のように分散関係を表す指数 αが求められた｡

｡ ≡ βJ/葺であったから､これより丘を求めることもできる｡SierpinskiGasket
の場合､第-章よりDj-ln(d+1)/lnbであるから

dj2in(d+i)
ln(d+3)

<2 (7･59)

と厳密に求められる｡

d～<2であるので､Sierpinskigasketのような ｢規則的｣構造でも次元dによらず
すべての鹿超が局在することに注意｡

第 8章

おわりに

フラクタル構造のダイナミクスの開港点を分かりやすく説明してきた｡5日間の

特別帯義の時間内では､残念ながらパーコレーション反強磁性体のダイナミクスの開

港にふれることができなかった (講義ノートは作っておいたのですが)｡以下にその

要点だけを記しておく｡第4草で示したように､多くの物理系を拡散問題と同じユニ

バーサリティ･クラスに属する問題として解くことができた｡しかし反強磁性の場合

だけは､(4.19)と(4.20)を比較すれば分かるように方程式が異なっている｡すなわち
反強磁性フラクトンは拡散問題とは全く違うユニバーサリティー ･クラスに属するこ

とになる｡この間寛に対して最近大きな発展があった｡これについては､我々の稔合

報告 【8]を参考にしていただきたい｡
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