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Abstract

Haldaneが 1983年に,反強磁性 Heisenberg銀の基底状態について整数スピンと半奇整

数スピンとは定性的に異なり,半奇整数スピンでは励起にギャップがないが整数スピンで

はギャップ(Haldaneギャップ)が存在すると主張して以来,∫≡1反強磁性 Heisenberg鎖

は理論 ･実験両面で盛んに研究されてきた｡

交換相互作用 J(>0)の2本の β-1/2反強磁性Heisenberg鎖を鎖間相互作用 一入Jで

つないだ S=1/2Heisenberg梯子模型はS=1/2(入=0)とS=･1(A- ∞)の反強磁性

HeiSenberg鎖のクロス ･オーバーがみられるため,Haldane状態の理解に関連して興味が

持たれている｡特に無限小の鎖間相互作用で ∫=1のHaldaneギャップと本質的に同等な

エネルギー ･ギャップを持つ相 (Haldane相)が実現されているかが調べられてきたが,プ

ロジェクター ･モンテカルロ法や厳密対角化を用いたこれまでの数値的な研究では系のサ

イズが小さすぎるため,無限系への外挿の際の琴差が大きく明確な結論が得られていない｡

一方,最近Wlliteにより提案された密度行列繰り込み群の方法は大きな系の低励起状態を

精度よく求められると期待されている｡そこで,この方法によりギャップや相関長の臨界

的性質を求めてみた｡

その結果,銀閣相互作用 一入Jが非常に小さい領域までHaldane相が続いており,鎖内

に1軸性の異方牲 △ を入れ,これを等方点 △=1より少し小さくしたときにも,強磁性

的な銀閣相互作用が少しでも入ればHaldane相に転移することを示唆する結果を得た｡転

移はKosterlitz-Thouless的ではなく2次転移のようである｡また 入=1のときのHaldane

相と反強磁性相の間の相転移も調べ,転移点 △C符1.15を得た.さらに,以上より推察さ

れる △一入の相図を提案した｡
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成島 毅

1 序論

1.1 はじめに

1次元量子スピン系は量子多体系のなかでも最も簡単なモデルとして古くから研究され

てきた｡特に∫=1の系でHaldaneギャップがみつかって以来,1次元量子スピン系は精

力的に研究されている｡本論文で取り上げる2本の β-1/2XXZ鎖からなる ∫=1/2

Heisenberg梯子模型は鎖間相互作用が強磁性的なとき,∫-1/2とβ-1のXXZ鎖を内

挿するモデルであり,Haldane状態の理解に関連して興味が持たれている｡

まず1章で序論として1次元量子スピン系のレビューを行い,Haldane状態を特徴づけ

る隠れた反強磁鮎秩序と,有限系に現れる ∫-1/2のedgespinや基底状態の4重縮退に

ついて解説する｡2章ではWhiteにより提案された密度行列繰り込み群の方法を詳細に説

明する｡3章で梯子模型に関係する問題のレビューと密度行列繰り込み群を用いて得られ

た結果を紹介し,最後に4章で給括を行う｡

1.2 1次元量子スピン系とHildane予想

1次元 Heisenberg模型のHamiltonianは次のように表される｡

∬-J∑ Si･Si+11 (1 ･1 )

スピンの大きさSは S=1/2,1,3/2,･-をとる｡J<0のとき強磁鮎相互作用,J>0の

とき反強磁件相互作用と呼ぶ｡スピンを単なる長さ1のベクトルとみなす古典スピン系で

は,この系の基底状態は明らかである｡J<0のときはすべてのスピンが同じ方向を向い

た強磁性状態が基底状態であり, J>0のときは2つの部分格子に分かれる格子では,ス

ピンが隣同士反対の方向を向いた反強磁性状態 (N6el状態)が基底状態である｡

ところが(1･1)式を量子力学的に取り扱おうとすると途端に問題が難しくなる｡J<0の

ときは量子的な場合にも古典的な強磁鮎秩序が基底状態であるが,J>0のときにはN占el

状態はもはやHamiltonian(1.1)の固有状態でない｡例えば ∫-1/2のとき,簡単な場合

として2サイトの系を考えると固有状態は

triplet 去J,

singlet -;J･

1

諺

St｡t-1,SIl.(-1

(l†1)+ll†)), St｡.-1, S.I..-0

St｡t-1,StL.I--1

(ITl)一日†)), St.I-0, S.I.I-0

の4通りある｡ここで S.0.は全スピンの量子数で S.Z..は全スピンの Z成分の量子数であ

る｡j<Oのときは古典的な場合と同じくスピンの向きの揃った ITT),旧 )という状態も

基底状態であるが, J>0の場合は基底状態はsingletであり,N6el状態に対応する ITl)

や I川 はもはや固有状態でなくエわレギー期待値も-J/4で,singletのときのエネルギー
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図 1.1:1次元鎖のダイマー状態｡実線はsingletポンドを表す｡

固有値 -3J/4よりも大きい｡一般に1次元の多体系のときも状況は変わらない｡例えば

Niel状態では 1つのポンドあたりのエネルギーは -J/4であるが,仮に図 1･1のように

単純にsingletボンドを交互に並べたダイマー状態をつくるだけでもボンドあたりのエネル

ギーは平均 して -3J/8となり,N6el状態よりエネルギーの低い状態がつくれる｡

S=1/2の 1次元鎖の基底状態の描像としてAndersonによるRVB(resonatingvalence

bond)の考え方がある｡RVB状態とは図 1.1を含む様々なsingletpair状態を

佃 -∑ 帆 )
(I

帆 )=Hh(i-3')(ij),(ij)=1-i
I.･13･)-Ili丁,･)

Ji

のように線形結合させたものである｡ここで帆 )は8ingletpair状態のうちの1つで,singlet

pair(ij)は最近接だけでなく離れた位置のものも考える.h(i-i)は2つのスピン間の距

離の関数で,ベキ的に減少するとき長距離 RVB,指数関数的に減少するとき短距離 RVB

と呼ぶ｡有限系ではこのような長距離 RVB措像で良く近似できることが確認されている｡

以上のように量子効果が入ったときのHamiltonian(1.1)の基底状態は非常に難しくなる

が,∫-1/2のときはBetheにより厳密に解かれている｡それによるとβ-1/2Heisenberg
鎖の基底状態と励起状態の間はギャップレスでスピン相関は振動しながらベキ的に減衰す

る,反強磁性秩序に近い臨界的な状態であることが分かっている0-万,2次相転移の理

論によるとスピン系の臨界的軌跡 まスピンの大きさにはよらないため,S=1/2の基底状

態の性質は他の任意の ぶでも同様と思われていた｡

ところが 1983年になって,Haldaneはスピンの大きさが 1/2,3/2,5/2,- などの半奇

整数のときと1,2,3,- などの整数のときとでは基底状態が定性的に異なるという予想を

した(Haldame予想)｡スピンが半寄整数のときは基底状態は ∫=1/2のときと同じ性質で

あるが,整数のときは基底状態からの励起にギャップがあり,スピン相関関数は指数関数

的に減衰すると主張したのである｡ つまり整数スピンの系では異常に強い量子ゆらぎがあ

り,系のスピンは無秩序な状態であると主張している｡

以後,整数スピン,特に ∫=1に特有の励起のギャップと基底状態をそれぞれHaldane

ギャップ,Haldane状態と呼ぶことにする｡

1.3 EdgeEfFectと隠れた反強磁性秩序

Haldane予想はもともと∫ー ∞ での解析によるものであり近似を多用した難解な談論

であったため当時の理論家にはすぐには受け入れられなかったが,その後の多くの計算機実
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図 1.2:VBS状態の模式図｡黒点は S-1/2のスピンである.2つの点を囲む丸は S-1/2

のスピンの対称化を表す｡∫-1/2のスピンは互いにsingletボンドで結ばれている｡

験により今日では広 く信 じられている｡いままでのところHamiltonian(1.1)でのHaldane

予想の厳密な証明はないが,A凪eck-Kermedy･Lieb-Tasakil21によりそれに類似 した回転対

称かつ並進対称の β-1のHamiltonian(AKIJモデル)

H-; lsi･S̀+1･喜(st･･S̀.1)2] (1･2)

でエネルギー励起のギャップとスピン相関関数の指数関数的な減衰が厳密に示された.

実はAKLTモデルの基底状態は厳密に書き下せる｡ この基底状態はvBS(ValenceBond

Solid)状態と呼ばれている(図 1.2)0VBS状態は以下のようにしてつ くる｡まず β-1の

スピンを2つの ∫=1/2のスピンでつくる｡このためには ∫=1/2のスピンをtripletに

対称化すればよい｡これを1次元に配置し,∫-1/2のサイトを互いにsingletボンドで結

ぶ｡このsingletボンドをvalencebondと呼ぶ｡

VBS状態がAKIJTモデルの基底状態になるのは(1.2)式が

H-冒(2Pifi-.21-;)I
と書き直せるからであるoPi5i=.21はサイトi,i+1のスピンの合計が 2になる空間への射

影演算子である｡VBS状態ではサイトi,i+1にある4つの S-1/2スピンのうち2つは

singletを組んでいるためスピンは高々1にしかなれないo従ってVBS状態はP.･fi=.21の固有
値 Oの固有状態で,AKLTモデルの基底状態になる｡

VBS状態では,有限系で境界がopenのとき,基底状態に疑似 4重縮退がある｡これは

鎖の両端の β-1/2のスピンがダイマーを組まずに余ってしまうからである｡もちろん両

端の β-1/2スピンも同じ格子上のもう1つの ∫-1/2スピンと対称化されなければな

らないため,完全に両端の格子点に局在 しているわけではないがその影響は指数関数的に

減少 し,鎖端にスピン1/2が局在する｡

VBS状態は 5'の基底で展開すると面白い性質が見えてくる｡例えば図 1.2で左端のス

ピンが †であるとすると右隣はtripletで対称化されているので †か 1のどちらかになる

が,ここでは例えば †とする｡その右隣とはsingletで結ばれているため必ず反対向きの

スピンとなり1になる｡このようにしてスピンを並べていった項のうちの1つを図示 した

のが図 1.2である｡もとの ∫-1の系に戻ると+00-+000-0+Oといった配位になる｡つ

まりVBS状態は + と-の間に0がいくつか入るがそれを除 くと十一十一十一 といった反

強磁性秩序が現れる,隠れた反強磁件秩序を持っていることが分かる｡
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隠れた反強喝鮎秩序を特徴づける秩序変数として,次式で定義されるストリングオーダー･

パラメータ-がある 【3,4】｡

o･,I--一誹漣 exp (茂 S･a)S,,) , α- 訂,飢･, (1･3,

ここで (･･･)は基底状態での平均を表す｡exp(i打∑i=I.･1.1S,i)は,SiとS,･の間のスピンSt
を見ていったときに+ または -が現れたらその都度,符号を反転させることを意味して

おり,特にVBS状態では任意の i,j間で 0,aI,-4/9である｡

以上のような基底状態の粧Ji''ilまHamiltonian(1.1)でも成り立つ｡Kennedyは数値対角

化により,偶数 (奇数)の長さの系でsinglet(triplet)の基底状態とtriplet(singlet)の第 1

励起状態の間のエネルギー ･ギャップ E6.,が長さLとともにEg.,∝e~L/Eに従って指数

関数的に減少することを兄い出した 【10】｡この式より評価 した逆相関長 r lは無限系のエ
ネルギー ･ギャップに比例すると考えられている｡ 彼らは一般にHamiltonian

H-S lsi･Si'1- P(St･･Si･l)2]1

において,β≠0の領域でも同様に逆相関長 f~1を評価 し,β--1/3とp-Oが同じ

universalityclassに属していることを示した｡

Hamiltonian(1.1)の直接の数値的な研究から,鎖の南端のedgespinが兄い出されてい

る 【11,12】｡またストリングオーダーもvBS状態での4/9よりは小さいが,有限の値が得

られている(0.I.矢川1374)【12】.これらはVBS状態がHeisenberg模型においても基底状態

の良い近似になっていることを示唆している｡

1.4 Kennedy-Tasakig*

境界がopenの有限系での基底状態の4重縮退は,実はZ2×Z2の隠れた対称性の破れ

からくる 【5】o KennedyとTasakiは非局所的ユニタリ変換によりHamiltonianの持つ隠れ

た Z2×Z2対称性を明らかにした｡

Kennedy-Tasaki(KT)変換 Uは

U申qニト1)N(q)争5

で定義される｡ここで も は Sfを対角化する表示の基底で,q-(qi),qi-0,土である.

N(q)は有数番目のサイトに0が占める数で,6は 6i=eXp(iq∑;'=iqL)J.･で与えられる｡

具体的には,例えば Uがストリングオーダーを持つ場合は

(0+-00+00-+0-0)- -(0++00+00++0+0)

のようになる｡
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変換 Uで重要なのはiサイトの左側のサイトtで ql-土 となる数を調べ,それが奇数

ならqiを 一g.･に反転させることである｡従って,KT変換は単純な演算子の形で

U-IJUiI

Ut.-喜(1･fil)･喜(1-fiV t'.sI

fi=-eXp(iqgSLL)
と書き直せる 【6】.(1/2)(1士fi･')は射影演算子になっており,(1/2)(1+liz)は iの左側の

サイトで ql=士の数が偶数なら1,奇数ならOを与え,(1/2)(1-fiZ)は偶数なら0,奇数

なら1を与える｡

KT変換 Uにより,Hamiltonian (1.1)は

h-UHU-1--冒[(S,'S.ll+TiyTiy.1+S.fS.Ll]I

T-iSFeiqSI

となる｡元のHamiltonian(1.1)の対称性は壊れており,Z2×Z2の対称性のみを持つ0-

万,ストリングオーダー ･パラメーター(1.3)は

dSa..=lim (S.FS,1),α- 2,Ilト)'トco

と変換される｡系がストリングオーダーを持っている場合は 0品.>0,0;I->0となる｡こ

のことは秩序パラメ｢タ-として (S.f),(S,?)がとれる(くTiy)の符号はこの2つで決まる)

ことを表し,従ってHaldane状態においてはkの Z2×Z2対称性が自発的に破れ,4重

縮退の基底状態をとるoまた秩序パラメーターが (S.f)と(S.f)になることは,変換された

系で第1近似として分子場が有効に働くことを表 している.特にAKIJTモデルでは,変換

されたHamiltonianに対する分子場近似で4垂縮退のVBS状態が求まる｡

VBS状態に限らず,ダイマー状態を含むような相はストリングオーダーを持つ相として

定義でき,KT変換されたHamiltonianは分子場でよく近似される｡実際 ∫=1/2交代ボ

ンド鎖 【7】や ぶ-1/2Heisenberg梯子模型 【8】にも応用され,分子場により糸の性質が非

常によく説明されている｡特に交代ポンド鎖では,puredimerに近い状態において分子場

近似は数値計算と驚くほどよく一致している 【9】｡
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2 密度行列繰り込み群

この章ではWhite【13,14】に従って,密度行列繰 り込み群のレビューをする｡この方法

は外界の影響を取り込んで繰 り込んでいくところに特徴があり,従来の方法に比べて量子

系の基底状態が非常に正確に求まると期待されている｡

2.1 数値繰り込み群の従来の方法

まず従来の 1次元系の美空間数値繰り込み群の方法を紹介する｡この方法は数値対角化

と同じように絶対零度を対象としており,基底状態や低励起状態が得られるが,数億対角

化より大きな系を扱えることが特徴である.Hamiltonian はHeisenberg模型やHubbard模

型といったものを考える｡

図 2.1:従来の数億繰 り込み群の基本的な方法｡系は左右の同一のblockからなり,1回の

繰 り込みで系は2倍の長さになる｡新しいblockβ′の基底は低励起の状態から選ぶ｡

まず,無限に長い 1次元鎖を有限の長さの同一のblockに分割する｡その有限の長さの

blockを m 個のエネルギーの低い固有状態で近似 し,再び結合していくことで元の系を

近似的に再現するわけである (図 2.1)｡最初の blockは 1サイトだけからなると考える

と簡単である｡blockを β,blockHamiltonianを ∬β と書 く｡いま最初のblockは 1サ

イトとしているので,たとえばHeisenberg模型では HB =0となり,Hubbard模型では

HB =UniTnil-IL(niT+n.･1)となる.元のHamiltonian H を再現するにはHB 以外に2つ

のblockの間の相互作用も必要で,Heisenberg模型の場合は,

S･･･si.1-Sits,ll.;(SIS.,.1ISlSl.1)

Hllbbard模型の場合は,

-∑(cLl.qCiq+C三cci.1,q)

q

である｡

Heisenberg模型に対する基本的な方法を以下にまとめる0HamiltonianH=∑iSi･Si+I

で,境界はopenとする｡

1･基底をたとえば = ),=)として

HB-(.?.?),Sr･･-SLZ-(1去2_10/2),Sr･- SL･-(:三)
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とおく｡γは左のblockの右端のサイト,Jは右のblockの左端のサイトを表す｡最初

のblockは1サイトだけからなるとしたので,ここではまだS"SJともにsinglesite

のスピンの演算子である｡なおS,-(St-)はS,+(SI+)のエルミート共役なので特に求

めておく必要はない｡

2.2つのblockを結合したHamiltonian HBBをつくる｡

(ili2IHBBli'li12)-(ilIHBli'l)(i2li;)+(i2lHBli12)(illi'l)+(ills,Lfill)(i2fSLZlil2)

･喜((ills,･lill)(i2iS,li;)･(ills.lilt)(i2lS,+fiJ,))

ここで,il(i2)は左(右)のblockの基底である｡HBが mxmの行列のとき,HBB

はm2×m2の行列である.また,blockBBの右端(左端)のスピンS.(SL)につい
ても

(ili2庇Iilli'2)=(i2IS,zli12)(illi'l)

(ili2li,zli11i12)-(ilISIZfi'1)くi2Ii',)

などのように求めておく｡

3･HBDを対角化し,固有値の小さいほうからm個の固有ベクトルu.Fli,,α=1,･･･,m
を求める｡固有値がm個に満たないときはすべての固有ベクトルを求める｡HBBを

対角化するときは量子数で部分空間に分けるとよい｡Heisenberg模型の場合は Sz,

Hubba･rd模型の場合は,NT,Nlを用いると簡単である.

4･基底をIili2)からJua)に変換する｡

(iIHB車')-∑ (irOtili2)(ili2lHBBliii'2)(illi12lOli'),
ili2i;i左

(its,l･li')-∑ (ilOJili2)(ili2Jb,zli'lil,)(i'li',lOIi'),etc･
t'li21'ii;

ここで,(αlOlili2)-u.Fli,,α- 1,･･･,m であり,従って HB,は対角行列になる｡
0が正方行列なら,これはユニタリ変換だが,最初の数回の繰り込みを除いて0は

mxm2の行列だから,この変換で高エネルギー状態を切り捨ててしまうことになる｡

5.β′をβに置き換える｡

6.Gotostep2.

Hubba,rd模型についても同様に実行できる｡以上の手続きは系が適当な大きさになるまで

繰り返す｡

この方法により,BrayとChui･[151は1次元Hubbard模型を調べた｡ところが非常に多

くの状態(mFS1000)で基底を表現したにもかかわらず,16サイトの系ですら基底状態や

低励起のエネルギーで5-10%の誤差があり,32サイト以上ではもはやまったく信頼できな
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[:互 コ

図 2.2:従来の方法では外界との結合がないため,外界をとり入れた系を考え-る｡外界を含

めた全体をsuperblockと呼ぶ.blockB'を表現する最適な基底は密度行列から選ばれるこ

とになる｡

い値であった｡XiangとGehring【16】は少しこの方法を変形して1次元Heisenberg模型に

応用した｡その方法は,2つのblockを結合するのでなく,blockに1サイトずつ付加して

いくものである｡これによりm矢ゴ200鹿度で,S=1/2のサイトあたりの基底状態のエネ

ルギーについては5桁の精度が得られた｡ この方法は1サイトだけを加えるという意味で

後述する密度行列繰り込み群の方法と似ているが,密度行列繰り込み群の場合,より小さ

い mでも9桁程度の精度で基底状態のエネルギーが求まる｡

2.2 密度行列による定式化

従来の方法はHBDの基底の選び方に問題がある｡HBB にはblockBBの外との相互作用

はないので,その固有状態はblockの両端で不適切である｡∬88の固有状態はblock間の相

互作用がゼロの極限のときだけ最適な基底である｡この困難を取り除く方法がs叩erblock

による方法である｡つまりBからB'をつくる際に,より大きな系 (superblock)から求め

た基底を用いるのである(図 2.2)0

superblockを対角化 して基底状態

座･)-∑4,ijli)lj), 車ij:reali)'
を求めたとする.ここで Ii),i-1,-,lはsuperblockのうち繰り込んでB'をつくる部分

(system),Li),i-1,･･･,Jはsuperblockの.残りの部分(environment)であるo系の最適な

状態の組をIua),α-1,- ,m とする｡

lua)-∑uTIi)I

一般にm <tのときIuQ)で 14･)を正確に記述することはできないが,

励 =∑ 叫lua)tJ')
aJI
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が 冊 に十分近い状態になるようにJua)を選びたい｡すなわちaQjとfua)を(uafua')-Saa･
の条件のもとで適当に選んで,

S=JJQ)一朝2

を別 ､にしたいo(2･1)式はa諦O)-∑)aajlj),V,?=(jJva)として,

励 -∑aaTuo)Jva)-∑a湖V,TJi)Ij)
a αi)'

と書き直せる｡従って(2.2)式は,

S-*i,･-a!laautn,,)2

(2･2)

(2･3)

となり,あるmの値について u.?,V,P,aaを適当に選んで,Sを最小にすればよいことに

なる｡lxJ行列 Qi,･を特異値分解 【17】すると,

少-UDVT

ただし

●U:Exlの直交行列

●β:JxJの対角行列

●Ⅴ:JxJの列直交行列

である｡ これより(2.3)式は

5-訂 .(._

∫ m ＼2

)
∑UikDkhV,･k- ∑ a湖 V,Tk=l a=1

となり,βを最小にするには,βの絶対値の大きい m 個の行列要素をα｡とし,対応する

U,Vの列ベクトルをIua),fvd)とすればよし豆 とがわかる｡

実際には,系の最適な状態 ≠αは密度行列から求められる｡密度行列は

∫
pii･=∑車i,･車i,,I=∑U.･kDh2kUi･h

)- k=l

p-UD2UT

で,Uは pを対角化する. 従って,pの固有値 wa-a三であり,Iud ) はpの大きいm 個

の固有値に対応する固有状態である.wQは系が状態 Iua)である確率を表 し,∑L=lWa-1
である｡ iiil

Pm =∑wQ
α=1

とおくと,p.nの 1からのずれは,m 状態で truncationしたときの誤差の目安になり,

trunca.tionerrorを表す｡結局,系の最適な状態は密度行列から選べばよいことになる.
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図 2.3:境界がopenのときのsuperblockの配置｡左端と右端にblockを配置し,その間に

singlesiteを2個置く｡このとき左半分をsystemblock,右半分をenvironmentblockと呼

ぶ｡1回の繰り込みで8yStemblockは1サイトずつ大きくなる｡environmentblockの選び

方によって,in丘11itesystemmethodと五mitesystemmethodの2通りの方法に分かれる｡

2.3 密度行列繰り込み群

境界がopenのとき,superblockの配置は図 2.3のようにとる｡このような配置を以後,

Bt･･Blfと書く.Btは長さtのblock,BIFは長さI'のreAectedblock,･はsinglesiteを表

すoBt'+lはblock同士の結合からではなく,blockにsinglesiteを加えていく(BL･→ BI'+1)
ことでつくる｡

blockは図 2.3のように,blockの一端で結合している方が両端で結合するより正確なも

のが得られる｡従って,境界はperiodicよりopenの方が過している｡大ざっばに言って,

blockの基底にm 状態を用いてop台nで得られた精度をperiodicで得るには,大体 m2の

状態が必要と言われている｡

以下ではまず,境界がopenのときを説明する｡superblockの右半分にあたるenvironment

block･BIfは密度行列をつくるときにtraceoutされる｡図 2.3のsuperblockにおいて,

reAectedblockの選び方から2つの方法に分かれる｡(infinitesystemmethod,finitesystem

method)｡in五mitesystemmethodでは繰り込みのたびにsuperblockが2サイトずつ長くな

るが,五mitesystemmethodではsuperblockの長さは一定である｡

2.3.1 InfiniteSystem Method

例としてHeisenberg模型

H=∑ S.1･Si'1
I

を用いてin五mitesystemmetl10dのアルゴリズムを説明する｡superblockの配置は図2.4の

ようにとり,左右対称な系を考える｡singlesiteでもblockと呼び,左からblockl,block2,

block3,block4と呼ぶ｡il,i2,i3,i4をそれぞれblock1,2,3,4の状態とする｡blocklの

右端のサイトのスピンをS‥ block4の左端のサイトのスピンを Sfと書く｡
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11 12 13 も4
図2.4:infinitesystemmethodでのsuperblockの配置｡environmentblockはsystemblock

と同じものを用いる｡従って,1回の繰 り込みでsuperblockは2サイトずつ大きくなる｡

1.4つの最初のblockをつくる｡blockが 1サイトだけからなるとすると,基底をたと

えば J†),[1)と･して,

HBl- (: :),Sr,-(1£2_10/2),ST･-(: 三)

とおく｡ γは左のblockの右端のサイトを表す｡

2.superblockBL･･BLの行列表示H8,..B,をつくるO

(ili2i3i4lH8,..B,li'li12i;il)
=(ilJHB.lii)(i2i3i4lil,i;i'.)+(i4IHBF,,lil)(ili2i3Iilli12il,)+くili2JSr･Slilli'2)(i3i4li13il)

+(i2i31S･Sli12i;)(ili4liii;)+(i3i4IS･SL]i'3il)(ili2liii12)

ここで,Sはsinglesiteのスピン演算子である｡

3.Lanczos法などを用いてsuperblockHamiltonianHB,..a,を対角化 し,基底状態

冊 - ∑ 車.･li2.･,.･.lili2i3i4)
III2t314

を求める｡HB,..B,はSlの部分空間に分けておくと簡単である｡磁化や相関関数な

どはこの 回)を用いて計算する｡

4.enviornmentblockをtraceoutして,systemblockに対する密度行列を求める｡

(ili2lpJilli',)=∑ 毎 2.･3i.車ili;i3i.
1314

5.Householder法などを用いてpを対角化 し,大きい方からm個の固有値 W｡ と対応

する固有ベクトル uTli2を求める｡pはSzについてblockdiagonalなので,対角化

は非常に効率よく実行でき,得られる固有ベクトル u:li,はSzの固有状態である0

6.systemblockに対する演算子(HB,.,S,I,etc.)の行列表示を求めるO

(ili2IHB..Ii'li'2)-(ilIHB,lii)(i2Ii'2)+(ili2lS,･SJi'li12)

(ili2[5,llilli;)-(i2tSzli',)(ilLii)

(ili2[5,円i'liら)-(i,lS+一il,)(illi'l)

SLは S,と等 しいので考えなくてよい｡
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図 2.5:finitesystemmethodでのsuperblockの配置｡environmentblockはsuperblockの

長さが一定になるように選ぶ｡

7.行列の基底を Iili2)から匿 )に変換する.

(ilHBJi')- ∑ (iIOfili2)(ili2IHB,.Iiii',)(i'li',LOJi'),
t'li21''li;

(ilS,Zli')=∑ (ilOIili2)(ili2IS,zli'li',)(iii',IOIi'),etc･
tlt2i'li;

ここで,(alOiili2)=uTli,,α=1,･･･,m である.

8.Gotostep2.

ここでsuperblockの配置 BL･･BIRについて補足しておく.外界を･BIRでなくBIRと

し,superblockを･BL･BIRとするとHilbert空間の次元が小さくなり,より効率的に計算

できると考えるかもしれないoLかLBL(BIR)が m 状態,n をsinglesiteの自由度とす

ると,superblockが BLHB,Rのときには密度行列 pはnm 個の0でない固有値を持つが,

superblockが BL･BIRでenvirol､lnClltblockがBIRになると,Oでない固有値はm個 しか

とれない｡つまり,もし最初に1サイトのblockから繰り込みを始めたとすると,blockβJ
はいつまで経っても71.状態のままということになる｡

2.3.2 FiniteSystem Method

有限系の性質をより正確に調べるための方法として提案されたのが五mitesystemmethod

である.系の大きさをL.とし,Lは偶数とするO典型的なsuperblockの配置は図2.5であ

る.infinitesystemmethodではBL+lをつくるにはBLだけが必要で,それ以前のblockの

情報は必要でない.しかしfinitesystemmethodではL-3個のblockBl- BL_3が必要

である｡このあたりの事情も含めて以下に五mitesystemmethodのアルゴリズムをまとめ

る.finitesystemmethodの計算では一定の手続きを何回か繰 り返す｡このときsinglesite

の対に注目すると,Lサイトの系のなかであたかも左から右に動いているようであること

から,この手続きをひとまとめにしてsweepと呼ぶ｡sweepの回数をJと書く｡それぞれ

のsweepはL-4回の繰り込みからなる.
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1.sweepl

(a)infinitesystemmethodで L/2-1回の繰 り込みを行い,B2,B3,- ,BL/2をつ

くる｡

β 1..月㌘ ⇒ β2

Bゥ●●B2R =⇒ B3

BL/2-1..BLR/2-I - BL/2

Store!!

羊こでblockだけでなく,例えばHeisenberg模型の場合 blockの右端のサイト

S,も保存しておかなければならない｡以下も同じである｡

(b)l=L/2として繰 り込みを始めて,BL/2+1,BL/2+2,･-,BL13をつくる.blockl

は BLであり,block4にはstep1(a.)でつくった blockのreAectionBLR_ト2を

用いる｡以後,系の大きさは常にLである｡

BL/2●●BLR/2-2 =⇒ BL/2十l

BL/2+1●●BLR/2-3 =⇒ BL/2+2

BL-4●●B2R =⇒ BL-3

Store!!

2.sweepJ,J≧2

(a)i-1として繰 り込みを始めて BL/2-1をつくるまで繰 り返す｡blocklに BL,

block4にはsweep(I-1)でつくった blockのreAectionBLR_3を用いる｡

Bl●●BLR_3 =⇒ B2

B2●●BLR_4 =⇒ B3

BL/2-2●●BLR/2 =⇒ BB/2-1

Store!!

(b)I-L/2-1としてBL_3をつくるまで繰 り込みを行う.block4にはstep2(a,)

でつくったblockのreAectionを用いる｡

BL/2-1●● BLR/2-1 =⇒ BL/2

BL/2●●BLR/2-2 =⇒ BL/2+1

BL-4..B2R =⇒ BL-3

Store!!

3.Gotostep2.

sweepは収束するまで繰 り返す｡通常 2,3回のsweepで収束する｡物理量の計算は,最

後のsweepでsuperblockBL/2-1..BLR/2-1を対角化 してから行う｡sweepを繰 り返すこと
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図 2.6:周期的境界条件のときのsuperblockの配置｡openのときと異なりblockは両端で

外と結合している｡

により外界 BLR_I_2がより正確になり,従って左のblockBLも正確なものになるといわれ

ている｡

計算を効率的に行うために,WIlite.は block4の状態数 m′をblocklの状態数 m に

対 して m′< m のようにとるとよいと指摘している｡blocklは密度行列をつくるのに使

われるのと同時に新しい blockの一部にもなるが,block4は単に密度行列をつくるのに

使われるだけだからである｡具体的には最後のsweepの前まではblock1,4ともにm′状

態をとっておけばよい｡最後のsweepではblocklをm 状態,block4をm′状態として

BL/2-2..BLR/, まで繰 り込んで BL/･'-1をつくり･最後にblock1,4ともにm 状態用いて

BL/2-1..BLR/2-1を対角化するoところで nをsinglesiteの状態数とすると密度行列から
得られる基底の数は nm'個である｡従って m'はいくらでも小さくできるわけではなく,

m'≧m/nととる必要がある.

2.3.3 周期的境界条件への応用

周期的境界条件への応用は非常に簡単である｡Superblockは図 2.6のようにとるとよい｡

BL.BL'●ととるのは2つの大きなblockが隣合わないようにするためである｡2つのblock

が隣合うと行列がsparseでなくなる｡Hamiltonianの行列の非対角要素はγをblocklの

右端のサイト,Jをblock2の左端のサイトとすると,

(ilJSJrill)(i2lSlli12)(i3i4Ji13il)

といった項からでてくる｡行列がsparseであるかは行列の1行あたりの0でない行列要素

の数ではかるとよい｡つまりil,i2を固定してii,i12を動かして,0でない固有値の数を数

える｡block1,2が m状態のblockであるとするとOでない要素の数はm2に比例するが,

block2がsinglesiteのときはm に比例する｡従ってsupcrblockは図 2.6のようにとる｡

superblockの配置が違うことを除けば,方法は境界がopenのときとまったく同じであ

る｡しかし正確な計算をするためにはopenのときと比べ,より大きな m が必要であり,

実際には簡単なぶ=1/2の1次元鎖のときくらいしか実用的でない｡
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2.3.4 物理量の計算法

Lサイトの系のsuperblockの配置はinfinitesystem methodでは唯一であるが,finite

systemmethodでは L-3･RBりある｡このとき,どのsuperblockから物理量を計算 して

もよいが,昔風 対称なsuperblockBL/2-1･･BL/2-1が最も正確である｡従って,以下で

は両方の方法での物理量の計算法を同時に脱明する｡物理量 Aの期待値は,superblock

BL/2-1･･BL/2-1を対角化して得られる波動関数 座)から(中JA14,)として求めるが,Aの

基底の表現を冊 の基唇と同じにしなければならない｡つまり,演算子 Aの基底も逐次変

換 していかなければならない○ここでは例として,磁化 刷S,-:揮･)と相関関数 く朝S,!SkZlQ)
を例に挙げて説明する｡

磁化 刷S,fJQ)

サイト3'がblock2,3(singlesite)にあるときは基底は自明なので考える必要はないが,

block1,4にあるときは適切な基底に変換する必要がある｡実際にはblock4はblocklの

re且ectionなので,サイト3'がblocklに入るときだけ変換 していけばよい｡ここでは従っ

て,サイ[3'がblocklにあるときを考える.基底の変換は S,!がsuperblockに現れたと
きから追跡していけばよい｡具体的には以下のように行う｡

1.サイト3'がblock2(simglesite)に現れたら

(ili2lS,fliii12)-(i2lSzlil,)(illill)

のようにしてsystemblockに対する行列表現を求める｡

2.変換行列 0を求めて基底を変換する｡

(ifS,fli')=∑ (ifOlili2)(ili2f考Iiii12)(illi;[0li')
t'li2iiiと

この時点でサイトJがblocklに糾み込まれ,次の繰 り込みに移る｡

3.サイトjはblocklにあるので

(ili2Ji,fli'li12)-(ills,flill)(i2橘)

のようにsystemblockに対する行列表現を求める｡

4.基底を変換する｡

(its,flit)- ∑ くiIOlili2)くili2IS,引illi',)くilli',IOIi')
ili21'it';

5.Gotostep3.

以上の結果,目的のsuperblockを得たら期待値を計算する.

(車lS,fIV･)= ∑ (卯 li2i3i4)(ills,flill)(illi2i3i414,)
I'li2i3i41'i
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相関関数 刷S,fShZ冊

相関関数 刷S,!ShEIQ)の計算方法はサイトj,kの位置に依存する｡ここでは例としてサ

イト]',kが異なるblock(block1,block4)にある場合と同じblock(block1)にある場合を

考える｡

まずサイト3'がblockl,サイトk･がblock4にある場合だが,このときは

(中lS,fS紺)- ∑ (卯li2i3i4)くillS,fli'1)(i4IS純 )(illi2刷 や)
ili3iSt'4iit'i

を計算すればよい｡追跡すべき演算子は くilfS,引ii),(i4JSILil)-(illSLk.llii)であり,先
の1体の演算子のときと同じである｡特にサイトj,kがreAectionに対して対称なときは

(ills,fli'l)だけを変換していけばよいので非常に簡単である○相関関数を距報の関数として
求めるときはこのようにするとよい｡

サイト3',kが同じblock(block1)にあるときは少しだけ複雑になる｡

(朝S,f矧中)符 ∑ (卯Ii2i3i4)(ills,fJi'l)(i'lIS言Iii')くii'i2i3i4ld･)
ilt'2ililiiii'

のように計算出来ないからである｡このときは以下のようにすればよい｡

1.サイトjがblock2に現れたら

(ili2lS,fli'li'2)=(i2ISZIi12)くilli'l)

のようにsyStemblockに対ずる行列表現を求める｡

2.変換行列 0を求めて基底を変換する｡

(ilS,flit)=∑ (iLOIili2)(ili2IS,fliii12?(iii'2JOli')
ili21'ii;

この時点でサイトjがblocklに組み込まれる｡

3.サイトkがsuperblockに現れるまでstep1,2を繰り返す｡

4.サイトたがblock2に現れたら

(ili2lS,fSk引i'li'2)-(il一s,fli'l)(i2lSEJil,)

のようにsystemblockに対する行列表現を求める｡

5.基底を変換する｡

(its,fS紺')=∑ (ilOJili2)(ili2lSTskEIi'li;)(i'li封OJi')
ilI'2iii;

ここでサイトkもblocklに机み込まれる｡
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･･Q.･-･e･･････Q
i 王
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-〇･･-･〇･-･･○

図 2.7:密度行列繰り込み群の2次元への応用｡左図はsinglesiteをサイトの列で置き換

えたもの｡この方法は単純だが,superblockのHilbert空間の次元が大きくなりすぎるた

め実際には実用的ではないo右図ではsuperblockのHilbert空間の大きさを制限するため,

blockの間のsinglesiteを2個にしている｡このときsystemblockとenvironmentblockに

鏡映対称性がないためinfinitesystemmethodが使えない｡

6.サイトj,kはともにblocklにあるので後は1体の演算子として追いかけていけば

よい｡

(ili2ISfSIIilli12)-〈ills,!Shllill)(i摘 )

7.基底を変換する｡

(its,fShZli')-∑ (il0lili2)(ili2lSTshZli'li'2)くiii12IOli')
ili2iiii

8.Go to step6.

以上の結果,目的のsuperblockを得たら期待値を計算する｡

(中lS,fSkEJ車)= ∑ (卯 li2i3i4)(ills,fShLIill)(iii･2i3i招･)
ilt'2i3i4ii

特に最近接スピンの相関を計算するときはstep3がなくなるだけである｡

2.4 密度行列繰り込み群の2次元への拡張

2次元に拡張する1つの方法としてblockの間のsinglesiteをサイトの列で置き換える

ことが考えられる(図 2.7の左図)｡しかしsinglesiteが増えるとsuperblockのHilbert空
間は指数関数的に大きくなる.特にHubbard模型の場合サイトあたりの自由度が大きく

(n-4),またホールをドーピングするとより大きなmが必要なため,梯子模型の場合で

すら図 2.7の左図 のsuperblockの配置は困難である｡

従って繰 り込みの各段階でsinglesiteだけを加えるアルゴリズムが必要になる｡これは

2次元の格子の中を通る1次元の経路の上にサイトを置 くことで実現する｡典型的な配置

は図'2.7の右図である(サイト間の相互作用は省略して書いていない)｡blockの外の2つ

のsinglesiteを,その動きになぞらえてzipperと呼ぶ｡太い点線で囲まれているサイトは
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(a) (b)

図 2.8:(a.)sweeplでの最初のsuperblock｡blockは1次元の方法から作る｡finitesystem

methodにより大きなsystemblockを求め,その鏡映をenvironmentblockとしてより大

きなS叩erblock(b),(C)を構成 していく｡

systemblockに取り込まれるものである.細い破線はfinitesystemmethodでのzipperの

動 く軌跡を表す｡superblockはreAectionに対 して対称でないため,単純にinfinitesystem

methodを用いて大きくすることはできない｡従って基本的にfinitesystemmethodを用い

ることになる｡2次元と1次元のfinite,systemmethodは,単にblock間に余分な相互作用

があること以外はまったく同じように実行できる｡ただしsweeplで外界をどうするかが

問題である｡

1次元系においてはsweeplではinfinitesystemmethodを用いて系を目的の大きさにす

ればよいが,2次元では不可能なので最初のSWeepが間蓮になる｡sweeplでは外界を考

えないというのが最も簡単な方法である｡つまり,SyStemを対角化し,低エネルギーのm

状態を用いてHamiltonianを記述するという,wilson流の美空間数億繰り込み群を用いる

方法である｡しかしWilson流の方法は1次元ですら非常に正確でなく,この方法は不可能

である｡

Noackらはsweeplでfinitesystemmethodとinfinitesystemmethodを混成させた方法

を捷案 した 【14】｡例として4列の格子を考える｡最初に長さ上,+1の1列のblockを1次

元のin五mitesystemmethodでつくる.Lyは系のy方向の長さで,いまはLv=4である｡

これを図 2.8(a.)のように配置 してsuperblockとする｡ここでfinitesystemmethodを何

回か繰 り返し大きなblockをつくる.そのreAectionを外界として図 2.8(b)のsuperblock

を構成する｡さらにRnitesystemmethodを繰り返して大きなblockを求め,図 2.8(C)の

ようなsuperblockをつくる｡これを繰 り返して系を目的の大きさにして8Weeplが終わ

る｡従ってsweeplではfinitesystemmethodの間に系の大きさは 1列ずつ大きくなる.

sweep2以降は普通のfinitesystemmethodを行う.

blockで保有する状態の数 m はblockから出ている結合の手の数に依存し,少ないほど

m が小さくても正確に計算できる｡周期的境界条件よりopenの方が正確なのもこのため

である｡上で説明した 上,列の格子に対する方法も,従ってあまり大きな列のものは実際

には困難である｡Noackらは,この方法によりHubbard梯子模型を研究 した 【14,27,28】
が,特にホールをドーピングすると正確な計算は困難で m =400ないし500程度が必要

だとしている｡
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3 量子梯子模型

3.1 梯子型化合物(VO)2P207,Srn_lCun+102n

梯子模型に対応する物質としては(VO)2P207とSrn-1Cun+102nがある.(VO)2P207【18,

19】には(Ⅴ-0)2+(バナダイル)カチオンがあり,従ってバナジウム原子Vの酸化数は+4

で,1原子あたり1個の局在電子 (スピン1/2)がある.この物rfeまバナダイル ･カチオン

とリン酸 (p207)2~からなる(図 3.1)｡a軸に垂直な面内の,梯子の格 (rung)にあたるV4+

イオンの原子間距掛 ま3.19Aである｡(VO)2P20,はα軸に平行に梯子型の構造を持ち,棉

子の角にVを含む8両体がある｡梯子の格の間の距離は3.864Aである｡

｣ ∴ ｣ .･一 一十 ､｣ 一

三 i …± …‡ …8■■■■舶載■■■ r竃

｣

図 3.1:(VO)2P207の構造｡左図は梯子の断面で,2つ並んだ8両体がそれぞれ梯子の格

にあたる｡8面体の中心にV4+イオン,4面体の中心にリン原子があり,頂点に酸素原子

がある｡梯子を結ぶのは磁鮎を持たないリン原子であるため,それぞれの梯子は独立であ

る｡右図は(VO)2P207両に垂直な方向のV4+イ オンの梯子構造である｡小さい円はバナ

ジウム原子,大きい円は酸素原子を表す｡

この物質の帯磁準は Jl=ll.3meV,J2=7.9meVの1次元交代ポンド鎖で驚 くほどよく

説明された 【18】｡しかしこのことは(VO)2P207が梯子模型であることを否定 しているわ

けではない｡実際,交代ポンド鎖と梯子模型の熱力学的な性矧 ま極めて似ている｡最近の

Bam esらの反強磁性Heisenberg梯子模型の数値対角化による研究 【22け ら,Jll-7･76meV,

ん -7.82meVの梯子模型でも非常に正確に記述されることが分かった｡励起スペクト

ルについては梯子模型と交代ポンド鎖の両方について求め,J.L/JH- 1の梯子模型では

k-q/a-0.813A-1において3.9meVのギャップがあり,J2/J1-0･7の交代ポンド鎖では

ギャップは4.9meVという値を得た｡交代ボンド鎖の場合,ポンドの結合の経路がはっきり

しないため kの債が決まらない｡エネルギー励起のスピンギャップは最近の非弾性中性子

散乱の実験 【19】から3.7meV(kも0.8Å~1)と得られており,梯子模型での値と非常によく

一致している｡このことから(VO)2P207は反強磁性Heisenberg梯子模型でよく近似でき
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二; =_
3･Jq bdd●(

図 3.2:Cu02面内の梯子構造｡SrCu02におけるCu02両は高温にすることで一部が渡れ,

梯子構造が現れる｡左図はSrCu203(n-3),右図はSr2Cu305(n=5)｡黒丸は銅原子を

表し,酸素原子は正方形の頂点にある｡SrはCuで作られる正方形の中心にあり,CuO2両
の間に位置する｡磁気的な相互作用は酸素を媒介としており,梯子間の相互作用は梯子内

に比べて弱い｡

ると期待されている｡

一万,もう一つの梯子型の化合物の候補としてSrn_lCun+102nがある 【20,21】｡この物

質は nー ∞ で CuO2両を持つ通常の高温超伝導体 SrCu02になる｡SrCu02はCuO2
両の間に酸素を持たない Sr両がある｡SrCu02は Sr面にホールか電子をドープするこ

とで超伝導体になる.SrCu02は高温高圧の下で合成されるが,さらに高温にすることで

Srn_lCun+102n(n-3,5,7,･･･)が安定になる｡Srn_lCun+102nはCuO2両内に(n+1)/2
本の鎖からなる梯子を持つ(図 3.2)｡梯子内での交換相互作用は反強磁性的であるが,梯子

間のClユ原子は0サイトを媒介とし900で結合しているため,強磁鮎的な相互作用になる｡

この物質の特徴は梯子間のジグザグな結合にあり,図 3.2のような格子になっている｡

梯子内の交換相互作用をJ,梯子間をJ'と書くと,lJ'l/J～0･1-0･2程度であり,第 1近
似としては J′を無視 してよい｡孤立した梯子では,鎖が番数のときと偶数のときとでは

基底状態は定性的に異なる 【25】｡n-5,9,13,･-は鎖の数カチ3,5,7,･･･の梯子に対応 し,

励起はギャップレスで,スピン相関はベキ的に減少する｡n-3,7,ll,･-は鎖の数が2,4,

6,- の梯子に対応し,励起スペクトルはギャップを持ち,スピン相関はshort-rangeで指

数関数的に減少する｡このギャップは整数スピンの1次元鎖のときに現れるHaldaneギャッ

プに対応 し,スピンが大きくなるとHaldaneギャップが指数関数的に小さくなるのと同様

に鎖の数が多くなると急激に減少する｡

2本の梯子をジグザグに結合した格子では,分子場による解析によるとギャップが減少す

るどころかむしろ少し増大している 【211｡これは図 3.2の格子でも成り立ち,従って梯子

間のフラストレートした交換相互作用によりスピン液体の状態が残ることになる｡このこ

とは他のhigh-Tcの化合物についても示唆を与える｡high-Tcの試料のなかにはドープされ
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ているときでもスピンギャップを持つものがあるが,このことを2次元反強磁性格子にお

いてフラス トレーションを持つ次近接相互作用により説明しようとすると次近接相互作用

が非常に大きくなり物理的でか ､oところが,もしCuO2両がなんらかの微視的な構造を

持っているとすればスピンギャップは極めて自然に説明される｡

8.2 量子梯子模型

(VO)2P207や Sr2Cu406 といった梯子型の構造を持つ物質の発見や,スピン 1の反強

磁性 Heisenberg鎖におけるHaldane問題,高温超伝導などに関係 して,2本の ∫=1/2

Heisenberg鎖からなるHeisenberg梯子模型に関心が持たれている｡鎖間相互作用が反強磁

性的なとき,基底状態はスピン液体 【23,24,251で,励起にギャップを伴い,スピン相関長

は有限である｡鎖内の交換相互作用を J,鎖間を J′としたとき,J′→ ∞ の場合の基底

状態は明らかで梯子の格 (rung)の上のsingletの積で表される｡このときギャップはJ′の
オーダーであるが,このような種類のギャップは J′一 十0まで残る 【23,24,33】｡

スピン液体状態は短距離 RVB描像で記述できる｡Whiteらは反強磁性的な鎖間相互作

用を持つ等方的なn列耳eisenberg梯子模型(n≦4)の基底状態がRVB描像で表されるこ

とを示すために,密度行列繰 り込み群で系の性質を調べた 【25】｡特に2列梯子模型の場合,

dimervalencebondの配位は r̀esonating'と s̀taggered'の2種類ある(図 3.3)｡図 3･4のよ

うに梯子の両端に余分なスピンを加えるとstaggeredな配位が起こりやすくなるが,このよ

うな配位は梯子の両端から離れると指数関数的に減少することを示 した｡従ってresona.ting

な配位が安定で,staggeredな配位は仮にでさてもtopologiCalspindefectにより有限の区

間に収まる｡resonatingな配位が重要なのでポンドは鎖内に比べて銀閣の方が大きく,敬

値的な結果もこれを支持している｡RVB描像による談論はJ′が小さいときにも成 り立つ｡

J′- +0のとき鎖間のⅦlencebondが減少 しresonatingとstaggeredの配位の間のエネル

ギー差は小さくなるが,それでも有限の大きさのギャップが残る｡このことはBarnesらや

Dagottoらの数億対角化の結果 【23,24】と矛盾しない｡

最近,渡辺も図 3.4のような反強磁軌的な鎖間相互作用を持つ梯子模型を調べた 【26】｡
先に述べたように,鎖内相互作用が0のときは基底状態は梯子の格がダイマー(singlet)に

なる｡このようなダイマー状態を含む榔 まHaldane相と同様にストリングオーダーを持つ

相として定義できるo実臥 Kennedy-Tasaki変換を梯子模型に拡張し,図 3.4の点線で囲

まれたスピンを対にして変換 したHamiltonianに分子場近似を行うことで,基底状態にス

トリングオーダーがあることが示された(J'-2JのときOstrFtO.37)｡･また,この値は数

億対角化による結果とも一致 している｡

反強磁性的な鎖間相互作用の梯子模型で興味深いのは,ホールをドーピングしたときの

基底状態である｡2本のi-J鎖をt-JIcouplingで結合 したt-J梯子模型を考える｡J'≫J

のときの基底状態はmi単である.half-fillingのときは先に述べたようにsi叩letrungの横で

あり,ホールをドーピングするとなるべ くsingletrungを凄さないように振舞い,ホール

の対相関が増大する｡実際,2×8の格子の数値対角化により,(可 ～0.5の丘llingのとき

J'を大きくしていくと超伝碑のsinglet対相関が増大する結果が得られている 【24】｡
Hubbard梯子模型の数値的な研究はNoackらによって精力的になされている【14,27,28J｡
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(a) 霊 8霊 88'8

(ち)
CXn o=DOO cn
qコ〕qコ⊃Q=D

･C, 8慧莞宗 88
図3.3:dinervalencebondの配位｡(a)はresonatingで,.(b)はStaggeredを表す｡resona･ting

の方が安定で,staggeredは仮にできたとしても(C)のようにtopologiCalspindefectによ

り有限の区間に収まるO

_＼ ′ ヽ′ ＼

ー ヽ l ヽ l ヽ ヽ

ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽ ヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ.ヽヽ ヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ
ヽ_′ ヽ_′ ヽ_′

′ ヽ ′ ＼ ′ ヽlヽ l -ヽ l ヽ
ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ

ヽ -ヽ ヽ ヽヽヽ ヽヽ ヽヽ

ヽ ヽヽ ＼ヽ■■

-ヽ ヽ- ヽ_′

図 3.4:両端に余分なスピンを加えた梯子模型｡この模型では梯子の端の近くでstaggered
な配位が起こりやすいが,その影響は指数関数的に減少する｡
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Si-1 Si Si+1 Si+2

qI･-1 qi qI･+1 qt･+2

図 3.5:2本のⅩⅩZ鎖からなるHeisenberg梯子模型｡銀閣は等方的な相互作用である｡

U=8tのとき,half･filling(17･)=1ではsinglet対相関は距離とともに非常に急速に減少

するが,丘llingく可-0.875ではベキ関数的に減少する 【14,27】｡ このsinglet対相関は,格

と格の間の対相関と格と梯子の足との間の対相関で符号が異なっており,d披超伝導を示

唆している｡しかし(可=0.875のときの指数は -2であり,これはon-siteクーロン斥力

U=0のときと同じで,実質的な超伝導の相関はこのパラメーター領域では見られない.

ただし梯子間のホッピング t⊥を変えると対相関の距離依存性が変化 し,t⊥ ～ 1.5t程度

でやや対相関が増大する傾向が見られ,それより大きくても小さくても対相関が抑えられ

る 【28】｡

3.3 S-1/2Heise血berg梯子模型

次のHamiltonianで表される∫=1/2Heisenberg梯子模型を考える(図 3.5)0

H-H.+Hq+a,q

L-1

H.-∑(S.Ts.ll+sTsT+I+△S;S.f+1)
i=l

L

HSq= 一入∑ si･qi
i=1

(3.1)

ここでH.(Hq)は S-1/2XXZ銀のHamiltonian,H..は銀閣相互作用で,等方的な相

互作用を考える.Lは梯子の長さを表す｡密度行列繰 り込み群は周期的境界条件より開放

端の方が正確に計算できるので,境界はopenとする｡

この模型は入=0で2本の独立なS=1/2XXZ鎖,A- ∞ では

H-;Lgil(st,私 +- 1.△SIfStf･1,-喜入
で表される S-1のXXZ鎖になる｡S=1/2XXZ鎖については厳密に分かっており,

△>1は反強磁件(AF)札 △ < -1は強磁性 (F)相であり,-1< △ <1では,励起が
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ギャップレスでスピン相関関数がベキに従って減少する相 (XY相)が現れる｡また,XY相

とAF相の間の相転移はKosterlits-Thouless(KT)転移である｡S=1XXZ鎖については,

1次元系が整数スピンと半整数スピンで定性的に異なるというHaldane予想が出されて以

級,精力的に調べられてきた｡数億計算によると,△<-1はF札 -1<△<0はXY

札 △>△CがAF相であり,△e～ 1.2として0<△<Acにギャップを持ち,スピン相

関が指数関数的に減衰するHaldane相が現れる 【29】｡
S=1/2梯子模型は銀間相互作用 一入により,S=1/2とS-1のXXZ鎖を内挿す

るモデルである｡特に △一入の相図においてS=1のHaldaneギャップにつながるエネル

ギー ･ギャップを持つ相 (この相をHaldane相と呼び,対応するギャップをHaldaneギャッ

プと呼ぶことにする)とXY相がどのように広がっているかについて関心が持たれている｡

非線形 qモデルへのマッピングによる解析 【31】からは,図 3.6の相図が得られた｡しか

しこれは半古典近似であり,異方性のある領域からの展開で求めているため,特に△=1

ではあまり信頼できない｡一方,プロジェクター ･モンテカルロ法と数値対角化を用いた

数値計算 【30】によれば,△=1のとき人の大きい領域で明らかにギャップが開いている

(図 3.7)｡図 3.7によるとギャップは 入=1.0から0.6の間で急速に小さくなり,入≦0.6
では誤差が大きくよく分らないがギャップは開いていないようであや｡これより,飛田は

△=1のとき有限の大きさの 入Cが存在 し,入>入CのときHaldane札 入<入CのときXY

相と結論 している｡

これに対 して渡辺一野村一高田やStrong-Millisによるbosonizationを用いたスケーリング

解析からは,銀閣相互作用が少 しでも入ると励起にギャップを持つ相に転移し,XY相は

A-0の線上 (-1≦△≦1)にしか存在 しないという結果が得られている 【32,331｡また,

繰 り込み群の解析によると転移は･2次であり,臨界指数は 71-1である.さらに,この

ギャップを持つ相がストリングオーダーを持ち,入→ ∞ で S-1のHaldanC状態につな

がる相であることがKennedy-Tasaki変換を拡張して高田一渡辺により示されている【8】｡棉

図は図 3.8のようになる｡

スケーリング解析ではumklapp項はirrelevantなため,無視 している｡一方,umklapp

項はβ-1/2Heisenberg鎖ではrelevantでKT転移を導き,XY相とAF相を分ける臨界

点を与える｡従って,少なくとも入≪ 1では鎖内のumkla.pp項はrelevantでKT転移を

与えると考えられる｡このようにして渡辺一野村.高田は図 3.8から図 3.9の左図の相図を

恥 ､ている｡飛田の数億計算 【30】はKT転移を支持しているようにもみえる｡渡辺はさら

に △=1においてギャップを数値対角化で調べた r34】.それによると臨界点は 入C=0を

示唆 しているが,転移は2次的で先のbosonizationによる解析とは一致しない(図 3.9の

右図)｡特に図 3.9の左図ような2次元的に広がるXY相を持つには転移はKT的でなけれ

ばならない｡

これまでの数値的な研究は厳密対角化を主な手段としている｡プロジェクター ･モンテ

カルロ法も一部使われているが,格子の大きさは 2×30までである｡ところが梯子模型

では有限サイズ効果が大きく,実際,図 3.7に見られるように系の大きさは十分でなく,

正確な外挿は非常に困難である｡ それに対 して密度行列繰 り込み群の方法は大きな系の基

底状態や低励起状態を精度よく求められると期待されている｡そこでこの方法で∫=1/2

Heisenberg梯子模型を調べた｡
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1-△

図 3.6:非線形 qモデルへのマッピングによる相図｡DE-COUPLEDとCOUPI.EDはそれ

ぞれXY相 とHaldane相を表す｡

図 3.7:プロジェクター ･モンテカルロ法と数値対角化から求めたエネルギー ･ギャップ｡左

図はEp,(L,A)≡Ep,(L,∞)+6(A)La(A)exp(-L/i(A))により無限系の億に外挿 したギャッ

プを銀閣相互作用 人に対 してプロットしたものである｡右図は外挿の一例で,A-1のと

きのものである｡データの数が少ないため最小 2乗フイットの誤差が大きくなっている｡
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I ∫ ､.A.

Tー-..IF xY .Aと==H

図 3.8:bosoni2;ationを用いたスケーリング解析による相図｡左図は渡辺らの結果で,右図

はStrongらによるもの｡右図では JK/JCy-一入である｡Haldane相とXY相の間は2次

転移で,臨界指数は 71-1である｡

dt29̂
6
Jou
u

図3.9:左は人の十分小さい領域でumklapp項がrelevantであるとして導いた相図｡Haldane

相とXY相の間はKT転移である｡△=1のときの臨界点 入Cは Ac=0と仮定 している｡

右は渡辺による △=1での数億対角化の結果｡
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図 3.10:密度行列の固有値 wa を大きい順に並べた｡A-1,A-1である｡systemblock

を表現する基底の数は,この固有値の大きさを目安にして選ぶ｡左図は強磁性的な銀閣相

互作用の場合で,梯子が長くなると基底状態は4重に縮退する｡右図は反強磁性的な場令

と強磁性的な場合を比べたもの｡反強磁性的な場合,基底状態に縮退がないため固有値の

収束は大変良い｡

3.4 密度行列繰り込み群による研究

図 3.10は密度行列の固有値 wa を大きい順 (α)に並べたものである｡△=1で,左図

は入=1(強磁鮎的)の場合で,右図は入--1(反強磁性的)と入-1(強磁性的)を比べた

ものである｡Lはsuperblockの長さで,密度行列はenvironmentblockをtraceoutしてい

るため長さL/2の梯子について対角化している｡偶数の長さの梯子ではsingletが基底状

態,tripletが第1励起状態で,奇数の長さの梯子ではtripletが基底状態,singletは第1励

起状態になるが,密度行列の固有値の分布もそれと一致している｡梯子が十分長くなると

singletとtripletの密度行列の固有値の差は非常に小さくなり,L- ∞ ●で基底状態が4重

縮退していることも分かる｡梯子が長くなると基底状態に寄与する低励起状態が増え,杏

度行列の固有値の収束が悪くなる｡つまり大きな系を扱うには非常に大きなmが必要で,

数値計算は困難になる｡一方,反強磁俳的なときは基底状態は唯一つで収束は大変よい.

3.4.1 EdgeEffect

密度行列繰り込み群の軌'Frにより,境界条件はopenで計算しているため有限系の計算で

はedgeの影響がでてくる｡図 3.11は最近接スピン間の相関で,ポンドの強さを表してい

る｡梯子の両端では,edgeの影響で端から奇数番目のボンドが非常に強く,偶数番目はそ

- 730-



S-1/2Heisenberg梯子模型の密度行列繰り込み群による研究

図3.ll:最近接スピンの相関｡左図は銀閣相互作用が強磁性的な場合で,右図は反強磁性

的な場合｡

れに比べて弱くなっているが,そのような振舞いは指数関数的に減衰する｡銀閣租互作用

が反強磁性的なときは梯子の格におけるダイマー状態が強いが,強磁他的な場合には鎖内

のダイマーでエネルギーを低くしていると考えられる｡

Hamiltonian(3.1)で表されるHeisenberg梯子模型は,密度行列の固有値の分布からも分
かるように少なくとも入～1程度の領域ではHaldane相に属する｡有限のS=1の1次

元鎖では量子モンテカルロ法【11げ 密度行列繰り込み群の方法 (12,13】により,'vBS状態

で説明されるedgespinが得られているので,梯子模型でもこのようなedgestateが期待

されるO図3.12はS=-1の基底状態で (S.f)=(S.f+U.f)を求めたものである｡L-119

のときは明らかにedgespinが見られる.さらに梯子の両端の磁化が (Slt)∝ e-I/Eに従う

として相関長 Eを評価したところ, r l 六川.095なる億を得た｡これは後で導入する相関
長とほほ一致している｡

3.4.2 Haldaneギャップと相関長

△=1,A-1のときのエネルギー･ギャップは図 3.13のようになる｡En(SE)はSLの

部分空間の第n励起状態のエネルギー固有値とする｡n-0は基底状態を表す｡singletと

tripletの間のギャップはL- ∞ とと′もに指数関数的に減少し,4重に縮退した基底状態

の上のquintetとの間にギャップが開く｡A-1,人=1のときのエネルギー･ギャップは

m=112のときEp, 矢ク0･158,m-100のときEpp記0･161である.無限系への外挿は

Ep,(L;A,A)=Egap(∞;A,A)+6(A,A)La(A,A)e-L/((A･A) (3.2)
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図 3.12:S-1/2Heisenberg梯子模型 (A-1,人=1)の両端に現れる磁化｡Sf-S.!+qf
である｡

によって行った｡

第 3.3節で述べたように強磁一肘 勺な鎖間相互作用を持つ梯子模型は β-1と∫=1/2の

1次元鎖を内挿するモデルであり,Haldane的なギャップを持つ相がどのように広がってい

るかに興味が持たれている｡そこで,Heisenberg点 △=1で 入一 十bのときと,入=1で

1≦A≦1.25のときにHaldaneギャップを持つ相がどこまで続いているかを調べた｡前者

については,Halda.岬的なギャップが 人の小さいところまで続いているかどうか,厳密対

角化やプロジェクター ･モンテカルロ法で調べられてきた r30,34】が,系が小 さくいまだ

確定的なことは分かっていない｡後者については単純な推察はつく｡AF相が ∫-1/2の

1次元鎖 (A-0)のときは △>1,S-1の1次元鎖 (A- cp)のときは △>1.2にあるこ

とから入=1の場合には転移点 △Cが 1<△C<1.2にあることが予想される｡

図3.14は無限系に外挿したエネルギー･ギャップである｡エネルギー･ギャップはHaldane

相では El(Sz-1)-Eo(S'-0)として,(3.2)式 によって外挿 し,AF相では Eo(S'-
1)-Eo(Sl=0)からL-1について6次までのベキで,

Eg.,(L)-Eg.p(∞)+alL~1+a2L~2+･･･ (3.3)

に従って外挿した｡左図は △=1として 入一 +0としたときのエネルギー ･ギャップで,

異なる m の値でエネルギー ･ギャップを外挿 したときの値のずれを誤差の目安としてい

る｡7nは80から128の間で選んでいる｡右図は 入=1としで △ を変化させたときのエ

ネルギー ･ギャップである｡右図では主に m=80,100を用いたが,ギャップの m依存

性はほとんどなく十分収束 していると考えられる｡ただし,△ =1.1- 1.15ではエネル
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図 3.13:∫=1のHaldaneギャップにつながるエネルギー ･ギャップ｡m=112である｡

l=1

. El(Sl･=l)-Eo(SYtO)

. ◆Eo(Sl･=1)-Eo(Sち0)

AF◆
1 1.I

図 3.14:左図は △ =1として 人を小 さくしていったときのエネルギー ･ギャップの振舞

い｡右図は 入=1としで △ を動かしたときのエネルギー ･ギャップ｡
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図 3･15:singlet-tripletギャップ Egapの長さLに対する依存性｡･

ギー ･ギャップの指数関数的な収束がみられず,つキ的に減衰 していたため(3･3)式で外挿
した｡そのため大きな誤差を含んでいる可能性もある｡左図からはギャップが 入ー +0ま

で開いていることが示唆される｡ また,転移はKT的ではなく2次転移のようである｡右

図はHaldane相とAF相が同じ点で閉じている様子を表す｡臨界点は △cFt31.15であり,

臨界指数はbosonization【321による Z,=1を支持 しているようである｡

一方,エネルギー･ギャップを直接求めにくい領域では,相関長により解析 した｡Haldane

相では図 3.12からも分かるように,境界がopenのとき系の両端に∫-1/2のスピンが残

り,基底状態は4重に縮退 している｡従って有限系での疑似的なギャップは指数関数的に

減少 し,

Egap(L;A,A)∝exp(-L/E(△,A)) (3･4)

から相関長 ((A,A)が決まる｡臨界点 入Cは相関長が発散する点として決まる｡

図 3.15は △=1,A-1のときのsingletとtripletの間のエネルギー ･ギャップを長さ

エに対 してプロットしたものである｡明らかにsingletとtripletは縮退しており,基底状

態が4重に縮退していることを表 している｡

従って(3.4)式 により相関長 f(A,A)を評価することが出来るが,其のエネルギー･ギャッ

プを直接評価する場合と異なり,(3.4)式 に従って相関長を決める場合,特に高い精度で

ギャップを評価する必要がある｡密度行列繰 り込み群の方法の精度は m に依存する｡特に

人の小さい領域ではこの誤差は無視できない｡例えば △-0.9,A-0.2におけるエネル

ギー ･ギャップの,異なる m に対する振舞いは片対数でプロットすると図 3.16のように

なる｡

密度行列繰り込み群の方法では,量子モンテカルロ法や量子転送行列法などと異なり系統
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図 3･16･･ギャップ Egap-El(Sl=0)-Eo(SL=0)の m依存性om が大きいほど正確な
億である｡右図は L-40,60,90について,ギャップをm-2に対 してプロットしたもので

ある｡これにより7nー ∞ でのギャップの値を求める｡m-2からの階段型のずれは密度行

列の固有値の構造からきていると考えられる｡

誤差がどのように伝播するか分かっていない｡ところが,エネルギー･ギャップをm に対 し

てプロットしてみるとこのモデルでは明らかにm~2に依存していることが分かる(図3.16)0

ただし,図 3.16には階段型のずれがみられ,特に梯子が長くなるとこのずれは大きくなっ

ている｡このような励起状態における縮退からきていると思われる｡つまりblockを表現

する基底の数 m を,縮退の途中で切ってしまったためであると考えられる｡

図 3.17は Lー ∞ で縮退するエネルギー ･ギャップをm-2で外挿した結果である｡m

は主に48,64,80,100,120,140を取った｡人の大きい領域では m =100くらいまでで外

挿したが,人の小さい領域では大きなm でのギャップを用いて外挿した｡誤差は m の外

挿の際の最小 2乗法の当てはめからくるも､のである｡異方性 △ は △-1,0.9,0.8につい

て調べた｡この傾きから逆相関長 f-I(A,A)を決定する｡

逆相関長 r lを人の関数として求めたのが図3.18である｡△-1のときについては図3.14

と同じ振舞いをしていることが分かる｡△=1,人=1のときの逆相関長は f-1穴iO.097で

edgespinから評価 した値とほほ一致している.グラフは転移がKosterlitz-Thouless的でな

く,通常の2次相転移であることを示唆している｡転移点は△-1- 0.8について,入C～0

のようである｡これは △-1での渡辺の数億計算の結果 【34】を支持している｡図 3.18の

両対数プロットの傾きから,

r l～l入一入cJq

としたときの指数 71は △=1のとき人の小さい方から4点を用いると71=0.83土0.04,
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図 3･17:7nで外挿したギャップ Egap=El(S'-0)-Eo(SL-0)を長さ Lに対 してプ

ロットしたもの｡この傾きから相関長 f(A,A)を決める｡
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｡△=l I
▲△=0.9

I

○△=0.8

l I
J 暮

0.05 . 壬

図 3.18:逆相関長f-1の 入依存他｡

3点を用いると71-0.87土0.07となる｡従って,より､人の小さい領域では指数はやや大き

くなる可能性もある｡異方･Fl･･.を入れたときについては,人の小さいところでの mの外挿が

できなかったためよく分からなかった｡

3.4.3 基底状態の相図

密度行列繰 り込み群によるエネルギー･ギャップの計算から,Haldane相とAF相の間の

臨界点は 入-1のとき,△C(入=1)～1.15という値を得た.一方,△=1のときS=1の

Haldaneギャップと本'j?f的に同等なエネルギー･ギャップは少なくとも入≧0.1まで続いて

いる｡Lー ∞ で基底状態に4重縮退するエネルギー ･ギャップから,有限サイズ効果を考.

えて評価 した逆相関長はエネルギー ･ギャップに比例すると考えられているが,△=1の

ときはこのことが確認された｡△=1,0.9,0.8について逆相関長を求めたところ,転移は

KT的でなく2次転移のようである｡△=1のときの臨界指数は △=1のとき人の小さ

い方から4点を用いると77=0.83士0.04,3点を用いると71=0.87士0.07という億が得ら

れた｡

さらに,A-1,0.9,0.8のとき転移がベキ的に撮舞うという.ことは,△>0,人>0の領域

では図3.9に見られるような2次元的な広がりを持つmasslessのXY相の領域は存在せず,

△≦1のときHalda.ne相が 入>0(Ac-0)で存在することを示唆 しているが,入C(A)≠0
となるのが △≡1であるかについては未定である｡渡辺･野村一高田やStrollg･Millisによる

スケリーング解析の結果と合わせると,結局,図 3.19のような相図が考えられる｡

- 73 7 -



成島 毅

図3.19:△一入の相図.
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4 結論

本論文では,2本の異方fI･..△ を持つ S=1/2XXZ鎖を銀閣相互作用 一入でつないだ

S=1/2Heisenberg梯子模型を調べた｡この模型は 入- ∞ で S=1XXZ鎖になるが,

入=1でも本質的にS=1のHaldaneギャップと本質的に同等のエネルギー ･ギャップを

持つことが分かっている｡このようなエネルギー ･ギャップが 人の小さいところまで残る

のか,これまでにいくつか数値的に調べられてきたが系のサイズが小さすぎて明確な結給

が得られていない｡そこで最近,Whiteによって提案された密度行列繰り込み群により大

きな系の低励起状態を調べた｡

密度行列繰 り込み群の特徴は基底のtruncationの方法にある.従来の美空間数値繰り込

み群では系 (block)を2個つなげて新 しいblockをつくり,それを表現する基底は低エネ

ルギーの状態から選んでいたo一方,密度行列繰り込み群ではblockを含むより大きな系

(superblock)を考え,その基底状態からblockについて既約した密度行列をつくり,密度行

列の固有値の大きい状態に対応する基底を選ぶ｡このようなtruncationの方法の変更によ

り,従来とは比較にならない精度が得られるようになった｡

この方法をS=1/2Heisenberg梯子模型に応用し,Haldane状掛 こ特有のedgespinを

得ることができた｡またエネルギー ･ギャップを求めることにより入=1のときHaldane

相とAF相の間の臨界点を△C(入=1)FS1.15と求めた｡また △=1で 人を小さくしたと

きに,Haldane相とXY相の間の臨界的な振舞いは2次転移のようである｡さらに有限サ

イズ効果を考え,Lー ∞ で4重縮退するエネルギー･ギャップから逆相関長を求めた｡こ

れはエネルギー ･ギャップに比例すると考えられているが,i.△=1のときにこのことが確

認できた｡△=1,0.9,0.8については逆相関長の振舞いから入e～0であり,特に△=1

のときの臨界指数は,人の′トさい方から4点を用いるとり=0.83土0.04,3点を用いると

り=0.87土0.07という値が得られた.人の小さいときの臨界的な振舞いが2次転移である

ことは,△>0,人>0においてはmasslessのXY相が 入-0の線上にしか存在 しないこ

とを示唆している｡
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