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揺動散逸定理の真空の揺らぎ項の物理的な意味

藤川和男 (東大理)

揺動と散逸という概念は,統計力学における基本的な概念であり,これらの二

つは措動散逸定理で関係づけられている.揺動あるいはゆらぎという概念が基

本的であることは､最近の分数量子 Hall効果での 半端な電荷の測定がいわゆ

る"excessqua.ntumnoise"の測定に基づいていることからもわかる.すなわち

電流の揺らぎSJと (Ha.11効果の媒体がピンチされている constrictionでの)

backnow電流 IBが Poisson分布の関係 (ショットノイズ)

sI-2(; )IB (i)

でつながっていること､およびこの公式がNyquist･の公式で記述される (平衡
状態の近傍での揺らぎの)公式へ クロスオーバー する振る舞いの測定に基づ

いている回.
揺動散逸定理はEinsteinのBrown運動の理論とかNyquistの公式,さらに

はPlallCkの編射の公式とも関係している.具体的には,この定理は[2]

(Q2)-27｢j'lihw+
hLJ
ehu/kT-1]R(LJ)dLJ (2)

のように書かれる.ここで､ Q は力の場 (forceBeld)であり､R(LJ)は散逸
係数 (あるいは､抵抗係数)である.

例えば,真空を散逸の媒体と考えると,振動数〟で単振動する電荷からの双

極子転肘の公式からわかるように,編射の強さは加速度の時間微分に比例し,荷

電粒子に働 く反作用 F--R(LJ)まで定義される散逸係数 R(LJ)は LJの自乗
に比例する いわゆるsuper-Ohmicな媒質となる.荷電粒子に作用する力の場
Q として電場 E を取ると､その自乗は真空中の電磁場のエれ レギー密度を与

え,上記の揺動散逸定理の公式は,Planckの編肘の公式そのものになる.この

考察からわかるように､揺動散逸定理の公式の右辺の第一項は真空の揺らぎを

与え､その物理的な意味,特にそれが測定可能か否かは自明ではない.例えば,

最近のnleSOSCOpiぐ系におけるAharonov-Bohm タイプの実験においては､真

空の効果あるいは揺動の低振動数極限の振る舞いが問題になっていることから

も∴この種の考察が無意味では無いことが分かる[3].
以下では､eallellとtVeltonによる揺動散逸定理の少し異なる角度からの再

定式化を行い,上記の真空の揺らぎの項は,散逸物質中への (有効的な)振動子

の自発的な放出に関係しており,従って適当なプロセスを考えれば観測可能で
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あることを示したい[4].(線形応答理論に基づく久保流の定式化はエレガント
であるが､我々の現在の目的には,それ以前のCa,llenと Welt,onによる定式
化が便利である,)また､この考察においては､揺動散逸定理を自発的な対称

性の破れに伴う南部-Goldstoneの定理と類似な解釈を行うと,物理的な内容が
明確になることを示したい.

まず次の ハミルトニアンから出発する.

H-Ho(q)+qQ (3)

ここで qは我々が注目している自由度を表し,その力学は1I.(q)で記述される･
Qは環境系 (散逸をもたらす系)を指定する一般には複雑な (複合)演算子で
ある.このハミルトニアンの選択は線形応答理論からは正当化されると思われ

る.変数 Qを記述する力学系7従って 間接的に ハミル トニアンHo(Q)を指定
するために,次の思考実験を考える:与えられた正弦的な運動をする変数 q

qe.rl(i)-qeTi(0)siIILJi

を微少量qeTt(0)を用いて定義し,次の相互作用 ハミル トニアン

HI-qeTi(i)Q

(4)

(5)

を考える.ここで,ハミル トニアンH｡(q)は Switch-offしておく･
Fermi の黄金律に基づ く 1IIを用いた最低次の摂動計算は,Qの系の状態

鶴 )から出発した時には遷移確率
7T

W - 元qeal-i(0)2(f(En+叫 Q凧 )l2p(En+hw)

+f(En-fwIQJEn)f2p(En-hLJ)) (6)

を与える. ここで p(En)はQの系のエネルギーE- Enでの状態密度であ
る.系 Qによるエネルギーの吸収率は,この遷移確率の二つの項 (吸収項と放
出項)の差にhLJを乗 じて得られる.

7TW
TqF-LCl(0)2(1(En+叫 QIEn)L2p(En+7-)
｣(En一叫 QLEn)f2p(En-hLJ)1 (7)

従って環境系が温度γにあるときの単位時間当りのエネルギー吸収は次式で
与えられる.

7TJL;
TqFJ:1(0)2∑引くEn+hLJfQIEn)12p(En+77LJ)

n

-i(En-hLJIQZEn)l2p(En-hLJ))i(En)
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ここで,I(En)は規格化された Boltzmann因子であり,f(En+hLJ)/I(En)-

exp(-hLJ/LIT)を満たす.
この最後の散逸の表式は次のようにも書ける.

PowE丁･ 写qeJ:i(0)2W/.'X'dEp(E)f(E)(l(EIhwlQIE)L2p(EIhw)
-1(E-hLJLQIE)l2p(E-hLJ))
7rLL)

T qellt(0)2W(1-e-hw/kT)

･jl dE(i(E･hwIQlE)L2p(E+hw)p(E)f(E)) (9)

ここで 積分変数をずらした後にl(En-hLJIQlEn)L-I(ErnEQLEn-hLJ)1および
I(E+77LJ)/f(E)- t-I-hw/kTを用いた.
他方,与えられた正弦的な運動 qelll(i)によって 散逸 (9)が誘起されると
いうことは､現象論的な摩擦力 (反作用)が逆に変数qellt(t‖こ働いていること
を示唆している

FニーR(LJ)巌i(i) (10)

ここで R(LJ)は振動数LJの正弦的な運動にたいする散逸係数 (摩擦)を表す.
われわれは､反作用力 (10)を作 り出す微視的なメカニズムをここでは問わ

ないことにする｡ この現象論的な摩擦によるエネルギーの散逸は

J..II,I･!J･!/･信 ･､IJH/(''JH / EI'/I/I川I,

-F4exi(i)

R(LJ)4ex.i(i)2-誓R(W)qert(0)2 (ll)

により与えられる.ただし､上に引いた棒線は時間平均を表す.

この現象論的なエネルギーの散逸の式をミクロな表式 (9)と同一視する
ことにより

R(W)-≡(1-t,hw/kT)./.00l(E･hwLQLE)[2p(E･hw)p(E)f(E)dヤ (12)
が得られる.この表式はそれぞれの山にたいして成立する"揺動散逸定理の局

所化版"を与える.

この式 (12)から次の二つの基本的な関係式

eβhw - 1]R(W)-hjl dEp(E)f(E)p(E･hw)I(E･hwiQFE)J2
(13)
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および

2[7,LJ

7T '2 C･l'17LLJ - 1]IW -hj:泊dEp(E)f(E)p(E-hw)牌JwIQIE)l12 (14)

が導かれる.ただしβ-1/招｢である.
これらの表式 (13)と (14)は､もしR(LJ)の温度依存性が考えてい
る温度領域では無視できるとすると,実に注目すべき内容をもっている :これ

らの式の右辺では最低次の摂動計算をFermiの黄金律を用いて行った.他方,
(13)の左辺は第二量子化された (有効的な)振動子の媒質中-の自発的放

出と誘導放出を表し,(14)の左辺は標準的な (誘導)吸収を表している.し

かも､これらの 有効的な振動子のスペクトルは散逸係数R(LJ)で特徴づけられ
る･換言すれば､ゼロでない散逸係数R(LJ)が存在することは必然的にR(LJ)
により特徴づけられる (有効的な)振動子が媒質中に存在することになる.こ

れらの (有効的な)振動子は有限温度では真空の揺らぎと熟的な揺らぎを持ち,

このことを表現するのが (2)の揺動散逸定理である.これらの性質は,連続
的対称性が自発的に破れた時には必然的に質量ゼロの粒子 (振動子)が現れる

というNambu-CTOldstoneの定理を想起させ,その類似物と見なされる[4].

これらの表式はまた,FeynmanとVernonおよびCaldeirarとLegge叫5]に
よる散逸媒体を無限個の振動子で近似するという考えを､実際に振動子を導入

せずに表現していることにもなっている.上記の表式は詳細つりあい (detailed

balaIICe)をみたしている.無限個の振動子を,手で入れずに基本的な原理から
上式で導いたことは､真空の揺らぎの項の物理的な意味といった微妙な問題を

議論するときには,理論的な基礎がより明確になると思われる.

まず上記の二つの表式 (13)と (14)を足して2で割 りLJに関して積
分すると通常の揺動散逸定理 (2)が得られる.特に (13)の第一項の自発
的な放出に対応する項は, (2)の真空の揺らぎの項を与える.次に, (13)
および (14)の表式と因果律あるいは分散関係式 (dispersionrelation)を組

み合わせることにより､CaJdeira･-Leggettの模型を用いた摩擦のあるトンネル

効果の公式を導くことができる[4].特に,温度ゼロの極限では (13)の第一

項の媒質中への (有効的な)振動子の自発的な放出の項のみが効き,Ohmicな
摩擦による トンネル効果の抑制の効果を出す.すなわち､現在のcontextでは

揺動散逸定理 (2)の真空の揺らぎの項は原理的に測定可能であり､物理的に

意味のある効果を産み出すことが結論される.

次に,揺動散逸定理の原型である (13)と (14)式のFermion的な摩

擦および揺らぎへの一般化を議論したい[4]･Grassmann数を用いた注意深い
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考察を行うと,

i%[1-

二言 [

eβhw+1

27iU, 1

7T'2LePTiW+1

]Rf(W)-A/.∝'dEp(E)f(E)p(E･hw)I(E･叫 QTlE)L2
(15)

]Rf(W)-A/.'刃dEp(E)I(E)p(E-hw)I(E･hwlQlE)l2
(16)

が得られる. (15)の左辺はFermion的な (有効)振動子の自発的な放出と誘

導放出 (むしろ抑制)を表しており､二つの項の相対的なマイナス符合はPauli

の排他律を正しく表現している. (16)の左辺はFermion的な振動子の (請

導)吸収を表している.

揺動散逸定理は

主(QTQ-QQ†)-言/.<xJdwEf(W っT)[
の形に書かれる.ここで､

Ef(W,T)ニー等 +▲-■

RJ(LJ)-Rf(-LJ)

hLJ

e/3hw +1

], (17)

(18)

を定義した.Ferrlion的な演算子Qが非エルミート的であることに伴って二種

類現れることになそFermion的な散逸係数RJ(LJ)およびRJ(-LJ)の符合は､
Rf(LJ)>J)およびRfトLJ)≧0となるように選んだ･物性系ではFermionであ
る電子が主役であるが,一般に測定される量がBose的な電流とか電圧なので

Fermion的な散逸とか揺動散逸定理は過去において議論されてこなかったが､

将来純粋に量子論的な概念であるFermion的な揺動とか散逸が測定され議論

されることが期待される.

最後に,分数量子 Hall効果におけるanyonicな統計との関連で言えば,そ

のような統計を明確に取 り入れた揺動散逸定理を書くことができ,またそれに

基づいてanyollicな統計が実際に測定できれたとすれば非常におもしろいと思
われる.われわれは現在のところそのような例-の定理の一般化に成功してい

ない.
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