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1 量子物理学一無限自由度の場合

1.1 物理系の記述

物理量 Q - 測定値 q

関数f(Q) 一 測定値f(q)

状態 甲 - 統計的記述-測定値の分布 :測度 dLLq,(q)

実験データ ー 期待値 :q)(Q)- f(q)dトtq,(q)

1.2 無限系の物理量

定義 複素係数の*環 Qt(A,B∈Qt,C∈C -1 A+ち,cA,AB,A*∈Qt)にノルム
(A∈Qt→ ‖AIJ≧0,ノルムの公理を満たす)が定義されていて､完備であり､かつC*ノ

ルムの性質 (HA*All-=A112)が満たされているとき Qtを∈_塁 というO

定義 C*環QtのJt上の表現 7Tとは

〈
(i)ヒルベルト空間Jt
(ii)*準同形 7t:A∈Qt-1 7T(A):Jt上の有界線形作用素

の組を言う｡

準同形 7T(A+ち)-7T(A)+7T(B),7T(cA)-C7T(A),

7T(AB)-7T(A)7t(B),7t(A*)-7T(A)*

定理 自動的に‖7T(A川≦‖A=･(連続)

定義 7T(A)-0はA-Oに限るとき､表現 7Tは昼墨 であるという｡

定理 このとき､すべてのAについて ‖7T(A)lI-=A日｡すなわち､忠実な表現はノルムを
含めてもとの C*環と全く同形｡
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基本定理 C*環は､ヒルベル ト空間上の作用素がなすノルム閉な*環とノルム*同形｡

C*環の具体的定義 ヒルベル ト空間上の作用素のノルム閉な*環

例 量子スピン格子系 - スピン主の場合

Tt-(Ttl,Tt2,-,Tld)∈Zd(d次元格子)

Uin),crLn),Utn)パウリ行列 :格子点Ttのスピン主を記述
n≠mならば[6km',JEm']-o(可換) (α,β- x,V,i)
〈拙 α-x,勺,- ∈zd)は物理量がなす C*環を生成する1｡

1.3 無限系の状態

定義 C*環Qt上の ｢正規化された正線形汎関数｣をQtの状態という｡

A∈乳→ q)(A)∈C (A-A*ならば期待値)
q)(A+ち)-q)(A)+q)(B),q)(cA)-C(p(A)
Hq)ll-1(1∈Qtのときはq)(1)-1で十分)
任意のA∈軌についてq)(A*A)≧O

基本定理 (Gelfand,Naimark,Segal)

(1)～)がQtの状態ならばつぎの三つ組が存在する｡

〈

ヒルベル ト空間Jtq,

Jtq,上の乳の表現7Tq,

Jtq,の長さ1のベクトルで､q)(A)-(fiや,7Tq,(A)flq,)となるflq,

すなわち､量子力学で状態と呼ばれているものと同じ形に書ける｡

(2)上の形のq)は状態の定義を満たす｡

(3)flq,が巡回的2である三つ組が存在し､そのような三つ組は本質的に (ユニタリ同値類
として)一意的であるrGNSの三つ組 という｡また7Tq,はGNS表現 という)0

例 量子格子スピン系の場合 :すべてのスピンが Z軸方向上向きの状態

甲(艦1'･･-UknN"))-甲(艦l')-････甲(JknN"')
F
nu
h
gb
i川ltUや
二
E

u
h
xb
同tL川U花川

-0,甲(Utn')-P(l)-1

1.4 無限系の時間発展

対称性 S(積極的解釈を持つ場合)

物理量Qー 物理量sQ 全単射

状態 q).-1 状態 S(p 全単射

f(sQ)-sf(Q),(S(p)(sQ)-q)(Q)

1生成する :線形結合とノルム極限を追加 したもの

2巡回的 :7Tq,(9t)nq,-tTr甲(A)(A∈%)全体)が jtpで桐密
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時間発展 ‥対称性の-変数群 αt:αt.αtZ-αt.+tZ,t- αt(A)連続
数学的定理を経由して次のαtが存在

αtはQtの自己同形群 :A∈敬一→ αt(A)∈乳全単射､*同形

αt(A+ち)-αt(A)+αt(B),αt(cA)-C∝t(A),αt(AB)-αt(A)αt(B)

αt(A*)-αt(A)*,したがってl匝t(A)ll-llAH

αtl(αtZ(A))-αtけtヱ(A) (αt,αtュ-αtl+t之と書く)

t→ αt(A)連続

孟∝t(A)がQtの中の極限として存在するようなA∈軌の全体をD(6)とする
と､a:A∈D(6)- 6(A)-孟αt(A)It=Oは*微分

(
6が*微分:a(A+B)-6(A)+a(ち),6(cA)-cb(A)

b(AB)-6(A)B十Ab(ち) (LeibTtitzの法則)

b(A*)-8(A)*

量子スピン格子系の場合

叫 oc-〈有限個の鵜 川 ,UknN"'(N<∞)の多項式全体)とおく｡
有限到達距離の並進不変なハミル トニアン

H- ∑Tnh ,Tt∈Qtt｡C 偏 は格子のTtだけの並進)
n∈Zd

このときbiH(A)-i∑ 【T,､h,A】はA∈Qtt｡｡に対し有限和

定理 b∝-biHとなる時間発展αtが一意的に存在する｡

このαtを-ミル トニアンHによる時間変化という｡

例 -次元ⅩY模型 :d-1,

h-1((1十,)UY'Uil)+(.-,)桝 tl'十人(ufo).Uy'))
J,γ,人は実数で､模型のパラメタ

2 量子スピン格子系の熟平衡状態

2.1 有限系

ハミル トニアンHと逆温度βを定めると

やG(A)-tr(Ae~βH)/Z,Z-tr(e-βH) (trは トレース)

は正準分布 (Gibbs状態)とよばれ､熱平衡状態と考えられている｡
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2.2 無限系

Hは無限和で一般に収束しない(無限系のエネルギーは無限大)｡次のような (たがい に

同値な)特徴づけを用いる｡

9tと∝tは一組固定して議論する｡その組はC*力学系 と呼ばれる0

2.2.1 β-KMS条件 (Kubo-Martin-Schwinger)

Qtent:αt(A)がtの整関数であるようなA∈Qtの全体､乳の部分*環

定義 状態 q)がβ-KMS状態であるとはつぎのβ-KMS条件を満たすことである.

q)(Åαt(B))-(αt十iP(B)A)

ただしtは任意の実数､A∈乳,B∈乳C1､tもそれぞれ任意

注 例えば有限到達距離の相互作用の場合､格子の有限領域 Ⅰの中だけの

和を取った-ミル トニアンをH(Ⅰ)とおき､そのGibbs状態のⅠノ Zdの極限
での集積点 (極限があればその極限)はこの条件を満たす｡

2.2.2 大局的変分原理

圧力関数

p(H)-1imEIl--logT(e-BH(I')
ただしではQt上の一意的 トレース状態､

極限はvanHove極限 (Ⅰの形状に多少の制限､立方体とか球ならOK)ⅠノZd

定理 上の極限は存在する｡

内部エネルギー密度

eH(甲)- limlI｢1(p(H(Ⅰ))
Ⅰ/Zd

ただし関はⅠ内の格子点の総数

定理 並進不変な状態に対し上の極限は存在する｡

エントロピー密度

Qt(I) 0-971),Tt∈Ⅰで生成される部分*乳 Ⅰの物理量
pq,(Ⅰ) q)(A),A∈Qt(Ⅰ)はQt(Ⅰ)の状態を与える.その密度行列

SI(q))- -q)(logpq,(Ⅰ)) (Ⅰのエントロピー)

S(q)) - limIノZdSI(p)/IIl エントロピー密度

定理 並進不変な状態に対し上の極限は存在する｡
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変分等式

P(βH)-sup(S(q))-βeH(q)))
(ド

定理 (変分原理) 並進不変な状態 q)については

q):β-KMS状態 H P(βH)-S(～))-βeH(～))

自由エネルギ｣f:=u-TSが最小

注 必ずしも並進不変でない状態については､局所的な変分原理が定式化

できて､β-KMS条件との同値性が証明できる｡

2.2.3 安定性による特徴づけ

相互作用の局所摂動 :

Q-Q*∈軌に対し､6α′-bα+biQとなる時間変化C{tが存在する｡

これを局所摂動という｡ただし8tH(A)-t[Q,A]

準素状態 7Tq,(Qt)の弱位相閉包が自明な中心を持つ状態｡任意の状態を準素状態の積分に

分解できるので､基本的な状態｡

状態の安定性 C*力学系の定常状態 (αt不変な状態)のうち､任意の局所摂動に対し摂動

力学系の定常状態がもとの状態の局所摂動の範囲にある(すなわち､Jtq,のベク トルによ

る期待値で与えられる)ことをいう｡

定理 (力学系にたいするある条件のもとでは)安定な準素状態はKMS状態 (βは任意)

か基底状態である｡

基底状態については次節で定義

2.2.4 化学ポテンシャル

ゲージ群 G:軌の*自己同形のなすコンパクト群でαtと可換なものとする｡

定理 (力学系にたいするある条件のもとで)ゲージ不変な (任意のg∈Gに対しg(Q)-
Q)任意の局所摂動に対 し安定な準素状態は､Gの-変数部分群 γ(t)について力学系
(乳 αtY(t))のKMS状態または基底状態である｡とくに粒子数に対応するゲージ群の場

合､γ(t)の違いはちょうど通常の化学ポテンシャルを与える｡
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3 具体的可解模型

3.1 模型-ⅩY模型

H-T∑[(1+γ)Utn'打十l)+(l-,)ULn'吋十l-+入(JP)+顕十1')]ll
(T<O)γ1.XtJ非対称性の大きさ ,入:外磁場の大きさ

定理 一次元格子スピン系では長距離相互作用を除いて全ての温度で平

衡状態 (KMS状態)は一意的である｡特に有限到達距離の相互作用の場合は､

局所物理量の平衡状態での期待値はパラメタの解析関数である｡

という一般的な定理により､KMS状態は一意的である｡

相関関数 q'(O･崇1)……O･knN"))も具体的な形が求められている｡

3.2 基底状態

定理

(1)9tの*自己同形 αについて不変な状態 や(p(α(A))-p(A))に対しJtや
上に次式を満たすユニタリ作用素uαが存在する｡

ucnq,(A)u;-7Tq,(αA),uαnq,-flq,

(αt一不変状態を定常状態ともいう)

(2)∝tが*自己同形の-変数群のとき､各 αtに対する(1)のユニタリ作用素

uαt-utは､次の形をしている｡

ut-exp(itHq,)

Hq,は自己共役作用素で､次式を満たす｡

H*q)-Hq) ,Hq)Oq)-0

定義 C*力学系 (敬,ctt)の状態q)がαt-不変で､Hq,≧0の時､それを基底状態とい う ｡

3.3 XY模型の基底状態の相図

以下一般の基底状態は純粋基底状態の混合状態であるので､純粋基底状態の数をあげる｡

XY模型のハ ミル トニアンは次の対称性 (スピンの Z軸まわりの1800回転)㊥で不変で

ある｡

㊥(打))ニーgin),a(JLn')ニーJLn',㊥(JP))-6㌢'(Ttは任意)
純粋基底状態が㊦不変か､この対称性が破れているか､も書く｡基底状態を表すGNSベ

ク トルOq,はGNS表現のエネルギー作用素Hq,のエネルギー0の固有ベク トルであり､
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その直交補空間での日中のスペクトルは正または0であるが､その部分のスペクトルがあ

る正の数(≠0)より大きいか､そうでないか (0を含んだり､0-収束する点列を含む)の

区別 (励起エネルギーギャップあり､なし)も与えるo

(A)強外磁場 :困>1の,場合
基底状態は1個､ 不変､

ギャップあり､並進不変

(B)弱外磁場､Ⅹy非対称 :

l̂E<1,γ≠0の場合

ただし(入,γ)-(0,士1)を除く

純粋基底状態は2個､ 対称性の破れ､

㊦で相互に移る｡

ギャップあり､並進不変

(C)臨界線､l入1-1および閃 く1,γ-0

基底状態は1個､ 不変､

ギャップなし､並進不変

(D)ソリトン出現､(入,γ)-(0,土1)

並進不変純粋基底状態は2個､

性質は (B)と同じ

それ以外に並進不変でない純粋基底状態が無限個

二つの既約表現の (無限個の)ベクトルで表される｡

それらはソリトン基底状態

XY模型の基底状態の相図

3.4 解析性 (入,γの関数として)

任意のA∈叫 ｡｡に対するや(A)の解析性については

(A)､(B) それぞれの領域内で解析的

(D)の並進不変な2個については､(B)の解析接続

残りは正エネルギー表現の中で (B)から接続されるo(後述)

(C)分岐型特異点､

3.5 共役対称性

定義

(1)gtの全単射Oが次の性質を持つ時共役自己同形というo

o(A+ち)-a(A)+a(ち),a(cA)-eO(A),a(AB)-a(A)a(B),a(A*)-a(A)*

(2)上のOに関して状態 q'が次式を満たす時､～,は共役対称であるという｡

q'(oA)-q'(A) (任意のAについて)
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次のOx,0gは共役自己同形である.

ox(gin))ニーUin',ox(ULn')-ULn',ox(Uin))-Utn'

og(Uin')-Uin',og(ULn')ニーULn',og(Uin))-Jtn'

(B)の純粋基底状態はγ>OのときOg共役対称

γ<0のときOx共役対称

3.6 正エネルギー表現

定義 C*力学系 (Qt,∝t)のJt上の表現 7tについて､表現空間上に次式を満たす自己共役

作用素H7Tがある場合､7Tを正エネルギー表現という｡

eitHn7T(A)e~ttH〔-7T(αt九),H,T≧0

(注) 基底状態のGNS表現は正エネルギー表現である｡

XY模型の既約正エネルギー表現の個数 (既約性は純粋状態に対応):
(A)の場合 :1個

(B)の場合 :4個

(C)の場合 :無限個 (基底表現以外に赤外表現)
(D)の場合 :4個

(A)､(D)の場合は全部基底状態のGNS表現である｡(A)の領域､(B)および(D)の領域
の中でそれぞれある意味でパラメタについて解析的である｡

･(B)の場合は2個だけ､(C)の場合は1個だけ 基底状態のGNS表現

･(B)の残りの2個はソリトン表現

･(C)の場合には無限個の赤外表現が含まれる｡
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