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量子系における時間演算子の数学的解析

早大 理工 大場一中里 研究室 宮本 学 1

概 要

公理論的量子力学に基づいて量子系における時間演算子を解析する.時間演算子の解析の

基礎として,Hilbert空間上の2つの作用素TとHがみたす,Weylの関係式に似た代数的関
係式,̀T一弱'Weylの関係式,を導入する.この関係式は,Y.AharonovとD.Bohmによって,
1次元自由粒子系の時間演算子として提案された作用素 Toと,自由ハミルトニアンH.との

間でもみたされる.そこで本稿では 7bの解析をねらって,T一弱Weylの関係式をみたす作用
素TとHの一般的な解析および,それが時間演算子にもたらす結果について報告する.

1 はじめに

時間演算子 Tは時間とエわ レギーの不確定性関係と不可分な概念である.それは通常,物理系

のハ ミル トニアン H と正準交換関係 (canonicalcommutationrelations,以下 CCR と呼ぶ 【1】)

lT,H]-iを満たす作用素として定義される(【2】およびその参考文献を参照).仮にこのような作

用素が矛盾なく定義できたなら,Schwarzの不等式により,位置と運動量との不確定性関係と同様

に,時間とエネルギーとの不確定性関係が量子力学の理論の数学的枠組から自動的に導出される.

例えば Y･AharoI10Vと D.Bohm 【3】は,1次元自由粒子系 (以下 lDFPSと呼ぶ)に対して,

･o:-;(QP-iIrlQ) (1･1)

という作用素を提案した.ここで Qと Pはそれぞれ L2(Rl)上の位置演算子と運動量演算子で

ある.この作用素 Toを使えば,形式的には自由ハ ミル トニアンHo:-P2/2とCCRlTo,Hoュ-i

が,したがって ToとHoとの間の不確定性関係が導出できる.しかし,(1.1)式における逆作用素

P~1が矛盾なく定義できるかという疑問が残った.また数学的に厳密ではないにせよ,あらゆる

物理系に対して時間演算子を定義できるとは限らない,というW.Pauliによる批判を忘れること

はできない【4】･さらに,例え矛盾なく時間演算子を定義できたとしても,その物理的解釈の不透明

さは残されたままである.

我々は公理論的量子力学 【5】に基づいて時間演算子に関する議論を進めてい く.このとき公理

論的な立場から,上述の問題点についてい くつか述べることができる.まず (1.1)式における逆作

用素 P-1は矛盾なく定義可能であ り,L2(Rl)上の自己共役作用素である (詳述は次の節でなさ

れる)･Pauliの批判については次のことが指摘できる.それは,この種の主張において使われてい

る,次のような命題である:ある作用素 Tが存在して,それがあるハ ミル トニアン 〟 とCCR

TH4,-HT¢-i47,∀¢∈Don(TH)nDom(HT)
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をみたしていれば,次の関係式

HeieT4,-eieT(H十e)O , V4,∈Dom(H),∀e∈Rl (1･3)

がなりたつ.しかし,この命題は一般に正しくないことに注意しなければならない.この命題をみ

たさない例として,L2(【0,1】)上の位置演算子 Qと運動量演算子 P をあげることができる･(l･2)

と (1.3)式において,T を Qに,H を p に置き換えると,(1.2)式はなりたつが,(1･3)式は

e=27Tn,n∈Zのときだけなりたつ.なぜならPが自己共役であるための条件として,その定

義域 Dom(P)に含まれる任意の状態4,は,境界条件4,(0)-04,(1)をみたさなければならないか

らである.ここで 0は,lOI-1をみたす適当に固定された複素数である 【61.この境界条件より,
4,∈Dom(P)がei'Q4,∈Don(P)をみたす (つまり,Pが eieQ4日こ作用できる)ための必要十分

条件は,4,(0)-OeieO(1)がなりたつこと,すなわちe-27Tn,n∈Zとなることである.さらに時

間演算子がオブザーバブル (すなわち自己共役作用素)でなければならない積極的理由は今のとこ

ろみつかっていない.そこで我々は,時間演算子は少なくとも対称作用素であり,かつある物理系

のハミルトニアンとCCR(1･2)式をみたす作用素であることを要求する.ここで対称作用素とは,

その特別の場合として自己共役作用素を含むような作用素である([5,61および 3節を参照).

我々のここでの目的は,どのような量子系が対称な時間演算子の存在を許すのか,また時間演算

子が量子系のダイナミクスとどのようにかかわっているのかを暴くことにある.そしで,そのよう

な量子系を分類することによって,時間演算子の物理的解釈を考えていくことである.時間演算子

はその定義により,ハミルトニアンとCCRを通して直接に関係している.また,CCRはそれをみ

たす2つの作用素のスペクトルの走性的な性質を決定してしまうほど,代数的に強い関係式であ

る【7】･そこで時間演算子を解析することで,我々は量子系のダイナミクスの定性的な面に関する

情報を得ることが期待できる.後の議論のために,ここで T̀一弱'weylの関係式という概念を導入

する.ある意味でこの関係式は (1.3)式におけるTとH を入れ替えたものである.

定義 1.1(T一弱Weylの関係式):71をHilbert空間,Tを71上の対称作用素,そして Hを71

上の自己共役作用素とする.このとき作用素 TとH の組が,T一弱Weylの関係式(TIWeakWeyl

relations,以下T-weakWRと呼ぶ)をみたすとは,

Te~itHV,-e-itH(T+i)4,,∀･4,∈Dom(T),∀t∈Rl (1･4)

がなりたつときをいう.

ここで,Don(T)とは作用素Tの定義域のことを指す【5,61･(1.1)式の作用素Toは,実は対称作

用素であって(次の節を参照),自由ハミルトニアンHoとCCR(1.2)式をみたし,さらにHoと

To-weakWR

Toe-itHo4,-e-itHo(To+i)4,,V4,∈Dom(To),∀t∈C(Imi≦0) (1.5)

をみたすことが直接に計算することでわかる.この代数的関係式が Toのスペクトルや定義域につ

いての情報を得るために重要な役割を果たすことを後に示す.
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2節において,時間演算子の解析の際にr-weakWRが重要な役割を果たすことを確認する.そ

のために,(1.5)式のTo-weakWRをもちいて,Don('Llo)がsurvivalprobabilityによって特徴付け

られることをみる.CCRとT-weakWRの関係については 3節で述べる.4節において,T-weak

wRをみたす作用素の組 TとHに関するいくつかの定理,命題等を示す.それらは,Tの標準偏

差とsurvivalprobabilityとの間になりたつ興味深い不等式,Hは点スペクトルを持たない等の T

とHのスペクトルの性質,そしてTとH との間の不確定性関係に関するものである.5節では,

これらの結果とSchr6dinger作用素論 【8,9,10】からの結果をもとに,時間演算子に関する議論を

展開する.そこで,1DFPS以外の量子系で時間演算子が存在することが可能な系について述べる.

実際あるクラスの量子系においては,Toのユニタリー変換によりたやす く構成できる.その構成

方法は容易であるが,時間演算子が存在する量子系が非常にたくさんあるのほおどろきである.6

節において結論を述べる.

2 時間演算子の解析におけるT-weakWRの有効性

この節において,時間演算子の解析にr-weakWRが重要な役割を果たすことをみる.そのため

にまず,(1.1)式における作用素 Toとその定義域 Dom(To)を概観する･

2乗可積分な関数からなるHilbert空間 L2(Rl)を考える.L2(Rl)上の作用素 Toは次のよう

に定義される:

Don(To):- Dom(QP-1)nDom(p-lQ),

･o :- ;(QP-1･p-1Q)･
ここで,作用素 PはlDFPSの運動量演算子である.公理論的な立場では,PはL2(Rl)上の微分

作用素 Dxを使って P:--iDxと定義される.ここで,Dxは,以下のように定義される:

Don(β｡):-

i

4,∈L2(Rl)
中は絶対連続であって,

fLdT:<‡ '), (2･3)
ill(ill
dJ:

伽 (x):-響 ,匪 Do-(Dx)･ (2･4)

ここで,微分可能な関数は少なくとも絶対連続 [111であることを注意しておく･作用素 Pを使っ

て,この物理系のハ ミルトニアン Hoは Ho:-P2/2と定義される.また位置演算子 Qは,xを

掛けるL2(Rl)上の掛け算作用素 Mxによって,Q:-Mxと定義される.Rl上の可測関数f(I)

をかける L2(Rl)上の掛け算作用素 MJは,以下のように定義される‥

Dom(〃J):-
〈
ゆ∈L2(Rl) /Rlげ(瑚 x)I2dx<∞), (2･5)

Mf4,(x):-I(x)*(I),4,∈Dom(Mf)･ (2･6)

Toの定義式のなかに含まれる P~1は矛盾なく定義され,L2(Rl)上の自己共役作用素であるこ

とを注意しておく.何故なら,一般に任意の自己共役作用素 Aに対して,もしもその逆作用素 A~1
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が存在するならば逆作用素 A~1は自己共役でなければならないからである 〔12].1DFPSでの運

動量演算子 Pの場合,pは単射,つまり(･4,∈Dom(P)lP4,-0)-(0)がなりたつ･したがっ

て逆作用素 r lは定義可能【5,6,12】で自己共役である.Toの運動量表示 【5]は次のようになる:

FToF-1-去(iDkMl'Ll･Ml'kiDLl)･
またその定義域は次のようになる:

Donl(FToF~1) - Dom(DkMl/k)nDonl(Ml/kDk)

(2･7)

(2･8)

-(匪 Dom(Ml/L･)IMl/k匪 Dom(Dk)i

･〈匪 Dom(Dk)IDkO∈Don(Ml/k))･ (2･9)

ここで,FはFourier変換を表し,L2(Rl)からL2(哩 )へのユニタリー作用素になっている･

ところで Toの定義式 (2.2)のなかにある P-1のために,一見 Dom(To)は制限されているか

のように思われる.実際このことは次の簡単な例からわかる【21,

例 1:¢n(k):-kne-aOk2 (n≧O,a｡>o)を考える.このとき直接計算することで,4,n∈

Don(FToF~1)(n≧2)とわかる.したがってこれらの関数に対して次のように計算される‥

FToF-1bn(k)-;[(2n-1)kn12-2aokn-i-2aokn]e-aOL12 (2･10)

しかし,上式においてn-0,1の場合を形式的に考えれば,右辺の関数は二乗可積分ではない.ゆ

えにQo,¢1≠Dom(FToF-1)でなければならない.

上の例の結果にもかかわらず,Dom(To)はL2(Rl)で桐密である.このことは以下で定義する部

分空間Ci(⊂Don(FToF~1))が L2(Rと)で桐密であることからわかる･Ciは次のように定義さ

れる:

ci:-(恒 C.～(R去)Isupp榊 )⊂Ri･＼tol)･ (2･11)

ゆえにToの共役作用素T.*が定義可能であって [5,6,12】,Toが対称作用素であることが以下の
計算からわかる:

･.～⊃芸((QP--1)､ (r lQ)～)⊃
1

2((p-1)*Q*･Q'(P-1)～)-To･ (2･12)

ここで,Q*-Qおよび (P-1)*-p~1であることを使った.

時間演算子の解析において,1節の (1.4)式で定義した71.-weakWRが重要な役割をすることを

みるために,(1.5)式における̀T.TweakWRをつかってDom(rT.)がsurvivalprobabilityと関係づ

くことを以下で見ることにする.ここで (1.5)式におけるTo-weakWRは,運動量表示において

直接計算することにより示せる.FToF-1が部分空間Ciを不変にすることは重要である.つま

りFToF-1:ci-Ciであって,Ciに含まれる状態に対して FToF-1を何度でも作用すること

ができる.位置表示で表せば To:F~lci- F-1ciである.ここでF-1ci-棉,∈L2(Rl)14,-

F-1叩,Tl∈Ci)である.
この事実は自明ではなく,したがってCiは Toを特徴付ける重要な部分空間であると考えられ●■
る.このことに着目して (1.2)式を使えば次の命題が得られる･
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命蓮2.1.･任意の非負整数 n,m と4,,¢∈Ciに対して,

lim 回ntーj:oo
dm(¢le-itHoQ)

(2.13)

がなりたつ･つまり(可e-itHo頼 まt∈Rlの急減少関数である･

証明･.4,,¢∈F~1ciとする.このときToが F-1ciを不変にすることから,T.4,,Tod,∈F~lci⊂

Don(770)とわかる.(1.5)式をつかうことで次の事実がわかる:

(可e-itHoToO)-(Ql(To-i)e-itHoゆ)
- (Tobfe~itHo*)-i(Qle-itHoO) (2.14)

さらに,Hoが絶対連続 ((2.3)式における絶対連続とは違う.定理 4.4の後の説明を参照)であ

ることから,W-1imト→土00e-itIIo中-0が任意の4,∈L2(Rl)に対してなりたつことに注意する【81

･すると的 -土∞(¢巨 itHoToO)-lilnt-土∞(ToQie-itHo¢)-Oがわかる･これらの事実と
(2.14)式により,結局

tLiEJ (頼 itHoO)-o (2･15)

とわかる･任意の自然数 n≧2と4,,¢∈Ciに対してlimt-土∞ln(可e-itIIoO)-oがなりたつ
ことを示すには,任意の k∈Nに対してT.k:F-1ci-F-1ciがなりたつことと,(2.14)式と同

様の以下の式を見ればよい:

(¢te-itHoT.n'10)-(47(To-i)n'le~itIIoV,)
-kS.甘 くTon･llk中 Ho小 (-i,n.1 (Qle-itHoQ)･(2･16)

(2･15)式と上式により,帰納的に任意の 71≧2に対してIi- -士∞tn(Oie-itHoゆ)-0が 得 られ
る･(¢le-itHo*)が無限回連続微分可能であることをみるためには,Hoが F-1C膏 不変にする,
つまりHo:Fllci- F~lciがなりたつことに注意すればよい.このとき任意の 4,∈F-1ciと
t∈Rlに対して e-itHo4,が無限回強連続強微分可能【5]であることから,もとめる結果が得られる. I
上の命題から,- 土∞ のときに確立振幅(¢fe-itHo吋車 ままのどんなべきよりも速く0に収
束するとわかる.このことは自明でないのであるが,それは次の例よりわかる.

例 2:任意の 4,∈L2(R去)とt∈Rlに対して 4,のsurvivalprobabilityP4,(i)を次のよ

うに定義する:PO(i):-I(中辛 itHo4,)F･ このとき以前の例における ¢n,n ≧ 0に対して
pen(i)- (1+t2/16a呂)~nll/2ともとまる.これらは t→ 士∞ において高々tのべきとして
It｢(2n+1)のようにふるまう.
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上の例から我々はDom(To)(もしくは To)とsurvivalprobabilityとの間に何らかの関係があ

ると期待できる.実はこの期待はK.Bhattacharyyaや EricA.Gisla50m等の仕事からも見るこ

とができる 【13,14】.ある意味でこの期待は命題 4.2における不等式(4.2)を導くことで実現され

るといえる.この不等式はr-weakWRをもちいることで示される.

3 r-weakWRとそのCCRとの関係

T-weakWRをより理解するために,1節にあるT-weakWRの定義と同値な別の表現を以下に

おく.

命題 3.1:71をHilbert空間,TをTt上の対称作用素,そして H を71上の自己共役作用素と

する･このとき以下の (i),(ii)は同値である.

(i) TとH はT-weakWRをみたす.

(ii)任意の4,∈Dom(T)とt∈R]に対して4,t∈Dom(T)(,4,i:-e~itH4,)がなりたち,
かつ次の等式がなりたつ:

(4)tlT･4,i)-(桝T4,)+i(Qly,).

したがって rは非有界作用素である.

(3･1)

この命蓮の証明は,Don(T)が 71において桐密であること及び内積の連続性によりただちに示さ

れる.この命題より,ある物理系にハミルトニアンH とT-weakWRをみたす対称作用素Tが存

在することは,その物理系に(3.1)式のような状態 4,tにおける期待値が時間のパラメータtに比

例する対称作用素 γが存在することと同値である.1節で述べたように,対称作用素 Aとは,そ

の特別の場合として自己共役作用素を含む作用素である.その正確な定義は,Aの定義域 Dom(A)

がHilbert空間で桐密であって,Donl(A)⊂Don(A*)であり,かつ任意の¢∈Dolれ(A)に対して

A4,-A*4,がなりたつことである.ここで A*はAの共役作用素を表す.特に自己共役作用素と

はDom(A)-Don(A')がなりたつときをいう【5,6,12】･(3･1)式から,T-weakWRをみたす対

称作用素 Tが時間演算子とよばれるのに妥当な作用素であるとわかる.

しかし,我々の時間演算子の定義は 1節の正準交換関係(1.2)式によって与えたのであった (よ

り正確には,Hibert空間で桐密な適当な部分空間上で (1.2)式をみたすような対称作用素 Tを時

間演算子の定義と考えている).正準交換関係 (1.2)式とr-weakWRとの関係は次の命題によっ

て与えられる.

命蓮 3.2:TをH とT-weakWRをみたす 71上の閉対称作用素とする.このとき71で桐密

なある部分空間Dが存在して以下の (i),(ii),(iii)がなりたつ.

(i) DcDom(TH)nDom(HT),
(ii) H:D-D,
(iii)任意の4,∈Don(TH)nDom(HT)に対してTH4,-HT¢- i4,･
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証明は文献 【1】の定理 VIII.14の系の証明と同様に行える.また TとHが r -weakWRをみ

たしているとき,それが Tの閉色に対してもなりたつことを示すのは容易である.この命題よ

り,T-weakWRをみたす対称作用素は必然的に我々の定義の意味での時間演算子である.ここで,

Weylの関係式 【1](以下WRと呼ぶ),T-weakWR,CCRの関係をあらためて示しておく:

e-isTe-itH4,-C-iste~itHe-isT車, ゆ∈71 (WR)

⇒ Te~itH4,-e-2-tH(T十t)4,, ¢∈Don(T) (T-weakWR)

⇒ TH4,-HTV,-i･4,, 4,∈Don(TH)∩･Dom(HT) (CCR)･

しかし,1節.の例にもあるように,これらの逆向きが一般にはなりたたないことは注意しなければ

ならない.

4 r -weakWRに基づくいくつかの結果

この節では,TIWeakWRをみたす作用素 TとH に関して得られるいくつかの結果を述べる.

これらの結果はTとH のそれぞれのスペクトル,Tとsurvivalprobabilityとの間になりたつ興

味深い不等式,そしてTとH との間の不確定性関係に関するものである.これらの結果を述べる

前の準備として以下の定義をおく.

定義 4･1:Aを71上の対称作用素とするとき,任意の状態4,∈Dom(A)に対して4,における

Aの期待値(A)¢および標準偏差 (△A)中を以下で定義する:

(A)¢:-酬 A帖 (△A)ゆ:-朕A-(A)ゆ)緋 (4･1)

この準備のもと,まずr-weakWRをみたす作用素Tとsurvivalprobabilityとの間になりたつ以

下の不等式を示す.

命題 4.2:Tを71上の対称作用素,H を71上の自己共役作用素とする.また任意のせ,∈71

に対して 中のsurvivalprobabilityと呼ばれるt∈Rlの関数 Po(i)をpO(i)‥-I(Ote-itHO)l2

で定義する.このときTとHがr-weakWRをみたすならば,任意の 4,∈Dom(T)とt∈Rl

に対して次の不等式がなりたつ:

4(△T);‖酬2
≧Pw(i)･ (4.2)

証明‥仮定より任意の¢∈Dom(T)とt∈Rlに対してT-weakWR:Te-itH4,-e~itH(T+i)4,
がなりたつ.この関係式をTとe-itHの交換関係とみれば,以下2つの式が得られる:

lT,cos(tH)]4,- -itsin(tH)･O, (4.3)

lT,sin(tH)]4,- itcos(tH)¢･ (4A)

ここで cos(tH):-圭(eitH+e~itH),sin(tH):- 去(eitH- itH)であって,これらは自己共
役作用素である･これら2つの交換関係について不確定性関係を導出する.まず (4.3)式からは,
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Schwarzの不等式により任意の 4,∈Don(T)に対して

(△T)illcos(tH)0112 ≧ 去t(仰 ,cos(tH)]洲 2

去酬 -itsin(tH)洲2t2
4Im (OLe-itH*)l2

が得られる.次に (4.4)式からも同様の計算により,

(△T)allsin(tH)引l2≧錘 e(4,le-itHO)l2･
"cos(tH)4,日2+llsin(tH)洲2-l陣‖2に注意して,これら2つの不等式を足し合わせれば,

(△T);,llW‖2≧言[(O le-itHQ)r2

(4･8)

(4.9)

が得られる･よってsurvivalprobabilityP4,(i)の定義式を用いれば,もとめる不等式 (4･2)が示さ

れる. ■

不等式 (4.2)からr-weakWRをみたす対称作用素 Tの固有値について,次のことがすぐに示

せる.

系 4.3:T を71上の対称作用素,Hを71上の自己共役作用素とする.このときTとHが

T-weakWRをみたすならば,Tは固有値をもたない.

証明 :いま,Tが 0でないベクトル･4,̂∈Dom(T)を固有ベクトルとする固有値 入∈Rlをも

つと仮定する･したがって T4,A-入4,̂がなりたち,かつ Il4,AH-1とできる.このとき状態 軌

におけるTの標準偏差 (△r)中は

(△T)や-ll(T-(T)中人)叫 1-日(T一梱 All2)叫 l-lA(1一帖 =2)llE軌‖-0 (4･10)

となる･またT-weakWRの仮定より不等式 (4.2)がなりたつ･そこで (4･2)式に (4･10)式を

代入すれば,I(叫 e-itH血 )l-0,t∈Rl＼(o)が得られる･ところで任意の t∈Rlに対して
e-itH は強連続であるから,このことは0-li枇 -ol(小 一itH0人)巨 llhrt2を意味する･これは

仲人Il-1に矛盾する･したがってTは固有値をもたない･ 雷

さらに命題 4.2にある不等式 (4.2)から,ある対称作用素 TとT-weakWRをみ?T=している自

己共役作用素 Hのスペクトルについて次のことが示唆される.それは,HとTIWeakWRをみ

たすような'Zlが存在すれば,それらの作用するHilbert空間71はHの散乱状態だけからなるの

ではないか,という予想である.この予想は次の例から理解できる.

例 3:71上の自己共役作用素 H のスペクトルが高々可算個の離散固有値 (入n)T=1だけから

なっている場合を考える.このとき7tの任意の状態 4,のsurvivalprobability
せいぜい準周期的な振る舞いをする.特に任意の¢≠0に対して

TIL-n妄/O,T.I(Ole-itHO)I2dt-n$1"E(.局 酬 4≠o
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がなりたち,適当な列 (tN描=1でtN- ∞ (N- -)かつ

IL-jAf刷e-itNH･*)12≧三 日E((u )洲4n=1 (4･12)

をみたすものが存在することを示せる.ここで 岬 (B)lB∈Bl)はHのスペクトル測度であって,

BlはRlの開集合全体を含む最小のα-加法族である.この (4･12)式によって示されるsurvival

probabilityの振る舞いと,HとT-weakWRをみたす作用素 Tが存在するときになりたつ不等

式 (4.2)によって予言されるsurvivalprobabilityの振る舞いは,互いに長時間において矛盾する･

したがって声の例での H とT-weakWRをみたす対称作用素Tは存在しない.

実際に上述の予想は正しく,それは次の定理によってまとめられる.しかしその証明は,上の例と

は違って H の形を仮定せずになされる.

定理 4.4:H をTt上の自己共役作用素とする.このときH とT-weakWRをみたす71上の

対称作用素 Tが存在するならば,7ipp(H)-(0)がなりたつ･すなわちH は点スペクトル (固有

値全体の集合)をもたない.

この定理の証明の準備として,ここでいくつか述べておく.H をHilbert空間 71上の任意の自

己共役作用素とする.このときスペクトル定軌 こよって,Hのスペクトル表示を与えるスペクト

ル測度 【5,8,12】と呼ばれる正射影作用素の族 fE(B)IB∈Bl)がただひとつ存在する･H の
スペクトル表示は記号的に

H-/RlAdE(N (4･13)

と記される.H をハミルトニアンとみれば,これは通常の量子力学におけるH のエネルギー表示

H i-,/RlAlA)(AldA (4･14)

に対応するといえる.ここで -̀'と書いたのは,数学的に厳密な意味での等号とを区別するため

である.また任意の自己共役作用素 H に対して,Hによって定まる部分空間により71は直和分

解される.すなわち,

71-71pp(H)㊨7iac(H)07tsing(H) (4.15)

である･ここで,Ttpp(H),71ac(H),7tsing(H)は71の部分空間であって,

71｡｡(H) :- 頼,∈ナ‖llE(･)洲2はLebesgue測度について純粋点状 ), (4･16)

71批(H):- 何,∈71日IE(･)4,ll2はLebesgue測度について絶対連続 ), (4.17)

7tsing(H) :- 頼,∈7tIllE(I)洲2はLebesgue測度について特異連続 ) (4･18)

で定義される 【1,8,9】(表記は 【1】にしたがった).ここで IIE(･)4,112の説明をしておく.仲=-1

とするとき,スペクトル測度の定義よりIIE(I)4,日2は可測空間(Rl,Bl)上の確率測度となる.例

えばハミルトニアンH のスペクトル測度を(E(B)lB∈Bl)とすれば,IlE(B)4,H2は状態4,に

おいて,iネルギーの測定値 入が集合Bの中に検出される確率p4,(入∈B)を表す [5】.上の定義
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はこの確率測度の性質に基づいている･H をハミルトニアンとみるとき,7tpp(H)はHの束縛状

態に,残りの71ac(H)◎71sing(H)は散乱状態に対応する.例えば,例 3における自己共役作用素

Hについては,Hilbert空間 71は 71-7ipp(H)となって,7tac(H)-7ising(H)-(0)である･ま

た,L2(Rl)上の自由ハミルトニアンHoについては,71:-L2(Rl)とするとき,71-7iac(Ho)と

なって,71pp(Ho)-7ising(Ho)-(0)である･このときHoは絶対連続(absolutelycontinuous)

であると呼ばれる.この分解に応じて任意の4,∈71は一意的に

･¢-4,pp十4,ac+Osing (4･19)

と分解される･これらは互いに直交する･ここで4,pp-PpprゆであってPppは71pp(H)への正射

影作用素である･同様に 4,acと4,singも,7iac(H)と7ising(H)のそれぞれへの正射影作用素 Pac

とpsingをつかって表せる･

定理 4.4の証明 :71の部分空間Tt｡(H)を

71｡(H):-71ac(H)07tsing(H) (4･20)

と定義すれば,この空間への射影 pcはPc-Pa｡+Psingと表せる･また軌:-Pc4,とおくと,

車-4,pp+4,C-Ppp4,+Pc4,と表せる･このとき,この直和分解に応じて

(可e-itHO)- (0,,Ie-it･H 毎 ,)+ (可 e-itH* C) (4･21)

が得られる･なぜなら,正射影作用素は自己共役であってPcPpp-PppPc-0がなりたち,さらに

Pppとpcのそれぞれが e-itHと可換であることから,

(毎ple-itHOc)-(p,｡ゼ十itHpcO)-(ppp可pce-itHQ)-(pcpp｡可e~itII*)-o (4･22)
などがなりたつからである.(4.21)式をさらに変形すれば,

1(Q,p le- itHOp,) l2 - iくす十 itH¢)-(4,cIe-itH Oc) I2 (4･23)

･ 2 (I(O le-itHO)I2+附 -itHOc)l2) ･ (4･24)

が得られる.ところでこの定理の仮定によりTとHはT-weakWRをみたすから,必然的に不等

式 (4.2)がなりたつ.そこで l∈Rlの関数 G(i)を以下のように定義する:

G(i,:-(
2(△T)4,H4,
目測 t∈(-2(△T)恒 2(△T)4,)

t∈Rl＼(-2(△T)や,2(△T)や)
(4.25)

すると不等式 (4･2)と刷e-itH*)I5日棚 により,刷 e-itHO)I≦G(i)がいつでもなりたつ･
この G(i)をつかえば,

l(毎ple-itH毎p)t2≦2(a(i)2･I(Ocle-itHOc)12) (4･26)

妄/..T.1(*pple~itH毎p)I2dt≦ 紀,T,(G(i)2･I(*cle-itHOc)I2)dt (4･27)
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が得られる.この式の両辺について r- ∞ の上極限をとれば,

Tli-N妄/.,T.K.pp巨tH毎p)[2dt-0

がもとまる.なぜなら,まず直接計算することで,

TIL-A/.,T】a(i)2dt-0

(4･28)

(4･29)

とわかる.次にIIE(･)4,clI2は有界かつ連続であること,つまりIIE(Rl)4,cl1-llOcH<∞ であって,

かつ *C∈7ic(H)により任意の可算集合 A∈Blに対して IIE(A)*C‖2-0がなりたつことに注

意する.するとWienerの定理 【15】により,

Tl最 /0.T.I(中 tHQc)[2dt-0 (4･30)

が得られる.以上 (4･29)及び (4.30)式を(4.27)式に適用すれば,(4.28)式がもとまる･ここで再

びWienerの定理をつかえば,(4.28)式が次のことを意味するのがわかる:

O - TIE-n妄/.,T.I(Qpple-itH.pp)l2dt (4･31)

- //(A,p,eR2" =p,a(*ppIE冊 pp)a(4,ppIE(p)･pp) (4･32)

≧∑ HE((A))4,,｡Il4 (4･33)
入∈A

ここで Aは Blに含まれる任意の可算集合である･この結果は 4,pp∈71pp(H)∩7tc(H)を

意味する･したがって直和分解の定義によりPpp4,-4,pp-0がなりたたなければならない･

4,∈Dom(T)は任意であって,かつDom(T)は 71で桐密であるから,Ppp-0とわかる･このこ

とは 7ipp(H)-(0)を意味する･ L

この定理を使えば例 3の結果はすぐに導かれ,それは以下のようにまとめられる.

系 4.5:Hを71上の自己共役作用素とし,そのスペクトルが固有値だけからなるとする.こ

のときH とTIWeakWRをみたす 71上の対称作用素は存在しない.

この定理 4･4におけるH をハミルトニアンとみると,この定理は,H とT-weakWRをみたすよ

うな対称作用素 γが存在すれば,Hilbert空間 (したがって着目している物理系)は散乱状態だけ

からなる,ということを主張している.命題 3.1によれば,着目している物理系に(3.1)式のよう

な期待値がパラメータ tに比例して発展する対称作用素が存在すれば,その物理系は散乱状態だ

けからなる,ともいえる.次の節において,r-weakWRをみたす対称作用素 rすなわち時間演算

子が存在する量子系の例を紹介する.

この節の最後に,T-weakWRをみたす作用素の組 TとH との間でなりたつ不確定性関係に

ついて述べる･命題 3･2の(iii)により,不確定性関係が自動的に導出できるのはすぐにわかる 【5].

しかし以下の定理は,ある条件のもとでは不確定性関係において等号をみたす状態が存在しない

ことを主張するものである.ここではその証明は省略する.
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定理 4.6:Tを71上の対称作用素,H を71上の非負の自己共役作用素とする.つまり,任意

の 車∈Dom(H)に対して(4,lHV,)≧0がなりたつとする.このときTとHがr-weakWRを

みたし,かつそれが任意の t∈C(Imf≦0)に対してもなりたつならば,以下の不確定性関係が

なりたつ:

(AT)*(AB).,;･ (4･34)

ここで 4,∈Dom(TB)nDom(BT)(=酬 -1)であって,特に等号をみたす状態は存在しない･

(1.5)式により,lDFPSでの T.とH.がこの定理の条件をみたしそいることを注意しておく.

5 一般的な量子系における時間演算子の構成

この節では,前節および Schr6dinger作用素論からの結果をつかって,1DFPSを含むより一般

的な量子系における時間演算子について議論する.特に注目すべき結果は,1次元量子系において

ポテンシャルV(I)がRl上の実可測関数であって,有界‥0≦V(I)≦定数 a.e･かつRl上で絶

対可積分ならば,L2(Rl)上のハミルトニアンHl:-Ho+VとTl-WeakWRをみたす L2(Rl)
上の対称作用素 Tl,すなわち命題3.2により,時間演算子が存在することである.このようなポテ

ンシャルをもつ系には,階段型の障壁ポテンシャルや 1/cosh2x型のポテンシャルをもつ系など
我々に馴染みのものも多い.ここではまず,1DFPSの時間演算子 Toについて前節の結果からわ

かる事実をまとめる.

例 4:

(i) (1･5)式よりToとHoはTo-weakWRをみたす･したがって命題 3.2により,
Dom(ToHo)nDom(HoTo)上でCCRおよび不確定性関係がなりたつ･

(ii) 命題 4･2より,任意の4,∈Don(To)に対して(△To)4,とsurvivalprobability
との間で不等式 (4.2)がなりたつ.

(iii) 系 4.3よりToは固有値をもたない.

(iv) 定理 4.6よりToとHoとの間の不確定性関係において等号をみたす状態は,

Dom(ToHo)nDon(HoTo)には存在しない.

ここで上の例についていくつか述べておく.まず (ii)について,不等式 (4.2)から例 1における

Gauss波束4,0がDom(FToF~1)に入らないのがすぐにわかる.なぜなら,i- ∞ において1DFPS

におけるGauss波束のsurvivalprobabilityはt-1で減衰するのだが,このことは (4.2)式から

survivalprobabilityがt~2で上から押さえられることに矛盾する.したがって4,0¢Don(FToF-1)

でなければならない.しかし,一般的に空間次元があがるごとにsurvivalprobabilityの減衰のしか

たは速くなるので,この手の議論は1次元でこそ効果があるといえる.またこの不等式 (4.2)に関し

て,任意の 4,∈Dom(To),(4,悼,)-1に対してTh(･¢):-Sup
と定義すれば,

2J5(△To)ゆ>_Th(4,)
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が得られれる･つまり2J5(△To)中は Th(4,)の上限をあたえる･これは,観測量 Th(4,)とToとの

直接的な関係を与えているという意味で重要である.さらに(iv)について,確かに不確定性関係に

おいて等号をみたす状態は存在しないが,少なくとも次のことはなりたつことを注意しておく【2】‥

‖0..=1,i,n.fm(lT.,H."(△To).(△Ho)持 去 ･ (5･2)

次に,1DFPS以外の量子系で時間演算子の存在する系について述べる.そのための準備として,

C.氏.Putnumによる次の定理をあげる【71.

定理 5.1'(C.a.Putnam):L2(Rl)上の自己共役作用素 Hoを1DFPSのハミルトニアンと

し,V(x)をRl上の実数値可測関数で,0<_V(x)≦定数 a.e.および Ⅴ(I)∈Ll(Rl)をみたすと

する(このときV(x)∈L2(Rl)がなりたつ).さらにL2(Rl)上の作用素 HlをHl‥-Ho+V(I)で

定義する.このときHoとHlは絶対連続であり,かつ波動作用素:Ui=:- S-1iml→j=∞eitHle-itHo

が存在してユニタリーであり,Hl-U土HoU圭をみたし,LZc(U土)⊃Ran(V)がなりたつ.また,

もしも

ll禦 nl(a-a)13/a,b.V~1(I)dx-0 (5･3)

がなりたつならば,Uiのスペクトルは (入IlAl-1)である･

この定理により,定理 5.1におけるハミルトニアンHlとTl-WeakWRをみたす L2(Rl)上の対

称作用素Tlをすぐに構成できる.それにはTl,j=:-UiToUiと定義すればよい･このときUj=に
よって (1.5)式をユニタリー変換すれば,Tl,士-WeakWR

Tl,j=e-itHl¢-e-itHl(Tl,士+i)¢, ∀4,∈Don(Tl,士),∀t∈C(Imi≦0) (5.4)

が得られる.ここで ¢:-Uj=車,車∈Dom(To)である.したがって (5.4)式により,例 4に挙げ

てあるToとHoの間でなりたつ性質は,Tj=とHlとの間でもなりたつ.

束縛状態をもつような一般的なポテンシャルの場合,波動作用素 Ui:- S-1imト→土∞eitHle~itHo

が存在すれば,その値域 Ran(Ui)は Ran(Ui)⊂LuHl)をみたす.ここで LZc(Hl)とは,定理

4.4の下の説明にあるHilbert空間71上の自己共役作用素H をL2(Rl)上の自己共役作用素 Hl

とみなすとき,Hに対する 71ac(H)と同様に定義される L2(Rl)の部分空間である.この事実に

注目すれば,束縛状態をもつようなポテンシャルの場合にも上と全く同様にしてハミルトニアン

HlとTl-WeakWRをみたす時間演算子 Tlを構成することができる.ただし今述べた理由により,

この方法で作られるTlの定義域はL2(Rl)の部分空間 LZc(Hl)上に制限される･この一般的な

場合はにおけるTlの構成は,S･T.Kurodaによる次の定理に基づくのが明快である [7,8,9,16].

定理 5.1は,実はこの定理によっている.

定理 5.2(S.T･Kuroda)‥任意の V(I)∈Ll(Rn)nL2(Rn),n≦3に対して線形作用素

Hl:-Ho十Vを定義する.このとき波動作用素 Uj=が存在して,Ran(Ui)-LZc(Hl)をみたす.
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定理 5･1を用いて時間演算子を構成したのと同じように,Tl,士‥-Ui=ToUiと定義すれば,Tl,j=は
LZc(Hl)上で定義された対称作用素であって,その定義域はDom(Tl,土)-Uj=Dom(To)である･そ

して LZc(Hl)上で定義された自己共役作用素 Hl,ac:-Hlk (Hl)-UiHoUiとTl,士-WeakWR

をみたす･ここで HllLi2C(Hl)は,Hlの定義域Dom(Hl)(⊂L2(Rl))をLZc(Hl)上に制限した作用

素を表す･しかしハミルトニアンHlが束縛状態をもつような場合,すなわちLg,(Hl)≠(0)であ
る場合は,上のような定義域の制限なしにHlとT-weakWRをみたすようなL2(Rl)(≠LZc(Hl))

上の対称作用素を構成することはできない.なぜなら定理4.4によって,束縛状態をもつようなハ

ミルトニアンとr-weakWRをみたす対称作用素は存在しないからである.

6 結論

我々は公理論的量子力学に基づいて量子系における時間演算子を解析してきた.これらの解析

において,始めに Dom(To)とsurvivalprobabilityとの関係を命題 2.1において見た.そしてこ

の事実により,我々は T-weakWRの重要性を確認し,命題 4.2および定理 4.4を導出した.令

題 4.2は,ある意味で時間演算子と状態のダイナミクスとを直接的に関係づける不等式として重

要である.また定理4.4によって,ある物理系にハミルトニアンとT-weakWRをみたす対称作

用素 rが存在すれば,必要条件としてこの物理系は散乱状態だけからなることがわかった.そし

てこのような物理系の例として,定理 5.1にある,ポテンシャル V(I)が Rl上の実可測関数で

あって,有界:0_<V(x)≦定数 a.e.かつ Rl上で絶対可積分であるようなL2(Rl)上のハミル

トニアン Hl:-Ho+Vをもつ物理系があげられた.このような物理系が非常に多いことはおど

ろきである.この事実により,ハミルトニアンとT-weakWRをみたす対称作用素 Tが存在する

かしないかに基づ く量子系の分類の可能性が示唆される,このような視点は,古典系においては

新しいものではないことを注意しておく.例えば古典系の分類の研究におけるⅠ.Prigogine等の

仕事がある 【17,18】.古典力学には B.0.KoopmallによるHilbert空間論を用いた形式があり,

この形式は古典系のエルゴ-ド理論に現われる 【191.Ⅰ.Prigogine等の仕事は,この形式において

LyapounovⅧriablesと呼ばれる作用素が存在するための,古典系のもつべき性質の必要十分条件

をもとめたことである(実は古典系における時間演算子が関係しているのであるが,ここではその

詳細を説明しない).我々は,物理系にハミルトニアンとTIWeakWRをみたす対称作用素Tが存

在するための十分条件をわかっていない.このことに限らずとも,多くの疑問が残されている.例

えば Dom(770)とsurvivalprQbabilityのダイナミクスとのより詳細な関連や,T-weakWRのよう

にCCRを必然的に導く他の関係式などさまざまである.これらの問題は今後の課題である.
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