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1 はじめに

コヒーレント状態とは,消滅作用素 αに対して

可Z)-zlz), Z∈C,

をみたす固有状態 Iz)として定義され,電磁場の量子状態の一つとして重要である･コヒー
レント状態の全体 (Iz)･,I∈C)は直交性をみたさないが,過剰完全性(overcompleteness)を
もち,任意の状態をコヒーレント状態の重ね合わせで表示することができる.さらに,コヒー
レント状態による単位の分解公式 :

･-;/cLz)(zld2Z
に基づいて,一般の作用素(演算子)は,コヒーレント状態-の1次元射影の重ね合わせで表

示される.これらの事情は有限自由度でも同様であり,量子光学などにおいて多くの応用を

もつ【8日91.本論文では,以上の事実をホワイ トノイズ理論,特に,複素ガウス積分と複素ホ
ワイ トノイズを用いて,厳密に無限次元の場合に拡張し,コヒーレント状態の過剰完全性と
それに派生するコヒーレント状態表示の一意性の問題を扱う.

本来,ホワイ トノイズ理論1)は,｢ゆらぎ｣ をともなう現象の数理解析のための道具とし

て枠組みが作られてきた.ゆらぎの数理解析というと,伊藤解析が一つの金字塔であるが,負

近では,ゆらぎを無限変数の関数(ブラウン運動あるいはホワイ トノイズの汎関数)として取
り扱う ｢無限次元解析｣ としての観点から著しく発展しており,ホワイトノイズ理論もその流

れにある･他に,マリアヴァン解析などが著名である【121.ホワイ トノイズ理論の特徴は,ホ
ワイ トノイズ tWt;t∈R)を無限次元ベクトル空間の座標系として定式化することで,Levy
【11】などに見られる変分法のアイデアを無限変数微積分として再構成したことにある.これ

によって,ブラウン運動とホワイ トノイズに対して,微積分の基本定理

Bt-Ltwsds - 孟Bt'-読
が成り立つ.この有用性は,例えば,伊藤型確率微分方程式

dV--kVdt+dBt

1)従来,ホワイ トノイズ解析 (あるいは【5]に因んで飛田解析)と呼ばれてきたが,2000年版 Mathematics
SubjectClassificationの項目に60H40whitenoisetheoryとして取り上げられたのを機に,この呼び名を採用
する.
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として定式化されるランジュヴァン方程式が,無限次元ベクトル空間に値をとる常微分方程式

dV
- ニーkV+Wl
dt

として再定式化され,物理的直感を取り戻すことにも見て取れる.ホワイ トノイズ理論の直

接の動機は,(古典)確率解析にあったが,今日では,無限次元調和解析 ･量子確率 ･非線形ノ
イズ ･量子場の理論など多くの分野と連携しながら発展している.特に,量子確率解析とそ

の非線形拡張において,その役割が大いに期待される(関連するいくつかの課題については

[15]に解説したので参照されたい).一方,複素関数の微積分(関数論)が,実関数の微積分に
大きな影響を与えているように,無限次元解析においても同様な興味がある.本論文では,最

新のホワイ トノイズ理論に沿って,複素ホワイトノイズを導入し,コヒーレント状態に関する

上記の問題を議論する.複素化は,ホワイ トノイズ理論における古くて新しい課題といえる.

2 ホワイトノイズ理論概要

2.1 ガウス空間 ホワイ トノイズ理論では,無限次元ベクトル空間で定義された関数(無限
変数関数)やそのような関数に対する作用素を研究対象とする.そのような関数に対して,微
分は座標軸に沿った変化率として定義されるが,積分を考えるためには測度を必要とする.と

ころが,無限次元空間上には,Rn上のルベーグ測度のような平行移動不変性で特徴づけられ
るような測度は存在しない.しかし,いくつかの順当な理由から,ガウス測度を考えるのが適

切であり,様々な有用な結果が導かれる.ガウス測度の無限次元ベクトル空間-の導入につ

いての一般論は[18]に譲り,ここでは,ブラウン運動の実現を念頭に一つの典型例を述べる･
まず,ゲルフアントの三組 :

E-S(R)cH-L2(a)cF -S'(a) (1)

を考える.ここで,Eが核型空間(nuclearspace)であって,EリHが連続かつ桐密な埋め込
みになっていることが重要である.E*×E上の標準的な双線形形式を (･,･)で表し,Hilbert

空間 H-L2(R)のノルムを,あとの都合によって,lEloのように添字 Oをつけて表す･この
とき,EL+exp(-)EIZ/2)はE上の連続な正定値関数となる･そのような関数は,ミンロス･
山崎の定理 [18]によって,E'上の確率測度 FLのフーリエ変換である:

e-LEIS/2=
/E. ei(a,E)p(dx), E∈E.

この確率測度 pをE*上の(標準)ガウス測度といい,確率空間 (E*,p)をガウス空間という･
これをユークリッド空間 (Rn,dx)の無限次元版とみなす･

2.2 ブラウン運動とホワイトノイズ 一般に,E∈Eに対して

XE(I)-(I,E), x∈F,

は E*上の連続線形関数であるが,確率空間 (F,p)上で定義されているので確率変数と呼
ばれる.そのような確率変数の平均と共分散は,簡単な計算によって,

E(XE)-0, E(XEXn)-/E*XE(I)Xn(x)p(dx)-/a"i)"i)dt-(E,～), (2)
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で与えられる･このことから,EL+XEはL2(R)からL2(E',FL)の中-の等距離写像である
ことがわかる･したがって,時間区間 【O,t]の特性関数 1lo,t]に対して,それに(L2(R)の意味
で)収束する近似列En∈Eをとって,

Bt≡(I,Ilo,t])-nlimwXEn(I)

が定義される.このとき,(2)から,

B0-0, E(Bt)-0, E(BsBt)-mints,tl,

(3)

(4)

が確かめられ,tBt昌>_0)はブラウン運動であることがわかる･
ブラウン運動の時間微分がホワイ トノイズである.しかしながら,(3)からも示唆される
ように,

wt(I)-孟Bt-(x湖 , - x∈E*,

は,うまく定義されていない.実際,超関数 x に対して,特定の1点 tにおける値x(i)は意
味をもたないからである.さらに,(4)を形式的に微分すれば,

E(Wt)-0, E(WsWt)-6(S-i), (5)

というガウス型ホワイ トノイズを特徴付ける周知の式が導かれる.我々は,tWt(I))に厳密
な意味を与えるために,｢ホワイ トノイズ超関数｣という概念を導入する.

まず,次の基本的事実が重要である･本論要では,ヒルベル ト空間 H上の(ボゾン)フォッ
ク空間r(H)を,n重対称テンソル積空間 H⑳nの直和空間にノルムを

00
日射 2-∑n!Ifnl2, め-(fn)nn=｡, fn∈H⑳n,
n=0

によって定めたものとして定義する.2)

定 理 2.1(ウイナー ･伊藤 ･シーガルの同型)ガウス空間(E*,p)上のC一値L2-関数の全体
L2(E',p)は,フォック空間 r(Hc)と同型である.その同型は,対応

¢E(I)- e(I,i)-(i,E)/2 ⇔
(1,E,

E㊧2 E㊥n
2!' 'n!' E∈Ec, (6)

によって一意的に定まる.

ブラウン運動に対しては,

Bt(I) ⇔ (0,1to,tl,0,･･･)

が対応するから,ホワイ トノイズに対しては

Wt(I) ⇔ (0,6t,0,･･･).

明らかに,WtgL2(E*,p)であって,ホワイ トノイズを取り込むためには空間を拡大しなけ
ればならない.

2)上記の和でn!をつけない方が一般的のようだが,本質的な差異は生じない.
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なお,(6)の右辺も同じ記号 夷 で表し,指数ベクトルと呼ぶ.内積の等式

《夷,4･り》- e(E･q), E,11∈Ec,

から,¢tはノルムが1となるような正規化は施されていないことは明らかであるが,4･Eはコ
ヒーレント ｢状態｣とも呼ばれる･なお,¢E∈L2(F,IL)はE∈Hcに対しても定義される.

命 題 2･2(¢E;E∈Hc)⊂L2(F,p)は一次独立であり,欄密部分空間を張る･

以上の事実によって,指数ベクトル(コヒーレント状態)は過剰完全性をもつことがわかる.

2.3 荷重つきフォック空間 いよいよ,ホワイトノイズ (Wt)を取り込むためにフォック空
間r(Hc)望L2(E',p)を拡大する.そのために,まず,フォック空間の定義を拡張しておく必
要がある･正数列 α-(α(n))T=Oが与えられたとして,

rα(H)-
〈¢-
(fn)T=｡･,fn∈H壷n,l極 目2≡∑n!α(n)IfnF<yT･a(n,･fnF<弓,

とおくと,r｡(H)もまたヒルベル ト空間になる.これを荷重つきフォック空間と呼ぶことに
する.通常のフォック空間は荷重をα(n)≡1のようにとったものである･
本論文を通して,荷重 α-(α(n))ncx'=Oは以下の性質をみたしているものと仮定する:

(Al)1-α(0)≦α(1)≦α(2)≦-,

･A2)Ga(i)≡差 慧 tnn収束半径は-;

･A3,eQ(i,≡裏 fn& 毎 等 )は正の収束半径をも-;

(A4)すべてのn,mに対してα(n)α(m)≦Cln+mα(n+m)が成り立つような定数 Cl>0が
存在する;

(A5)すべてのn,mに対してα(n+m)≦C2n十mα(n)α(m)が成り立つような定数 C2>0が
存在する.

上記の仮定は,ホワイトノイズ理論における重要な要素であるS変換の特徴付け･作用素シ
ンボルの特徴付け･作用素のウイック積,などのために必要である.例としては,0≦β<1
を定数として,α(n)-(n!)βや母関数

k-times

GBell(A)(i)-
exp(exp(･･･(expt)･･･))
exp(exp(-(expo)-))-皇 響 tn,n=0

で定義されるk階級ベル数列(Bk(n))などが知られている【3].
なお,数列 α-(α(n))に付随する母関数Ga(t‖こ対する次の性質は,ノルム評価などに
有用である:佳意の S,t≧0に対して,
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(1)Gα(0)-1,S_<t=⇒ Gα(S)≦Gα(i)･

(2)G｡(S)Gα(i)≦G｡(C1(S+i)).

(3)G｡(S+i)≦G｡(C2S)G｡(C21).

(4)esGα(i)≦G｡(S+i).

(5)et≦G｡(i).

2.4 ホワイトノイズ超関数 ゲルフアントの三組 (1)を構成するE-S(R)は可算ヒルベ
ル ト空間という構造をもつ.各p≧Oに対して,Eをノルム

L晦 -IA土pEk, A-1･t2一芸,
で完備化してできるヒルベル ト空間をEip とする･このとき,

Egprpoi!mEp=pg.Ep, ㌍ i禦 nE-p=ptJ.E-p, (7)

が成り立つ･3)次に,Ep上の荷重付フォック空間 r｡(Ep)を考える･rα(Ep)C⊂r(Hc)に注
意しておこう.4)標準的な議論によって,

W -projlimr｡(Ep)C
P一00

は核型空間となり,ゲルフアントの三組:

W ⊂Il(Hc)竺 L2(F,p)⊂W (8)

が得られる･これをコクラン･クオ･セングブタ空間,略してCKS空間と呼ぶ [31.W*の元
がホワイトノイズ超関数である.定義からW の位相はノルム族:

(X)

掴鳩.-∑ n!α(n)lfnt芸, ¢-(fn), p≧0･
n=0

で与えられる.(7)と同様に,

W 空inpd.lbmrα-1(EIP)C-U rα-1(EIP)C
p≧0

が位相も込めて成り立つ･W*×W 上の標準C一双線形形式を くく･,･))のように記すと,5)
00

《◎,¢))-∑ n!(Fn,fn), ¢-(Fn)∈W , ¢-(fn)∈W･
n=0

3)局所凸空間 Xの双対空間 X*には強双対位相(strongdualtopology)を考える･
4)一般に,実ベクトル空間 王に対してその複素化を王Cで記す.
5)記号の混乱を避けるために,本論文では,複素ヒルベル ト空間に対してエルミー ト内積の記号を導入しない･

したがって,‖4,日3-《6,め))が成り立つ･
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さらに,
00

..Ol'2-p,--書 芸 IFn.2-p, 吋 Fn'EW ,

と定義すると,シュワルツ不等式の拡張

l《◎,¢》l≦l困Lp,_‖¢llp,+, p≧0,

を得る.以上のことから,

定 理 2.3tL+Bt∈W'はC∞級写像であり,

孟Bt-Wt - Bt-Ltwsds
が W*で成 り立つ.もちろん,i} Wl∈W*もC∞級写像である.

2･5 S変換と特徴づけ定理 指数ベクトル ¢亡に対して,

JlbE‖…,+-G｡(LEl芸), EEEc･
よって,E∈Ecであれば,4,8∈W がわかる･さらに,(¢E;E∈Ec)⊂ W は一次独立であ
り,桐密部分空間を張ることが示される.したがって,ホワイ トノイズ超関数 ◎∈W*は,描
数ベクトルに対する値で一意的に定まる.そこで,

S◎(E)-《申,¢e》, E∈Ec,

とおいて,これを 唾のS変換と呼ぶ.実際,◎-(Fn)に対して,

00

S@(E)-∑ (Fn,E⑳n), EEEc･
n=0

さらに,S変換そのものの解析的な特徴付けとして次の結果は重要である.

(9)

定 理 2.4【3]関数 F:EcうCが,あるホワイ トノイズ超関数 ◎∈W*のS変換であるた
めの必要十分条件は

(Fl)任意の E,El∈Ecに対して,zr-+F(zE+El)が全複素平面 C上の正則関数;

(F2)適当な定数 C≧0,p≧0によって

IF(E)l2≦･cGα(IEl…), EEEc･

このとき,

lI◎112_(p.q),_≦cGα(llA-qH2HS),

が任意の q>1/2でG｡(HA-g脂s)<∞ をみたすもの6)に対して成 り立っ.

6)lim‖A-qHHS10によって,このような qは必ず存在する.
qlCXD
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2･6 ホワイ トノイズ作用素論 ホワイ トノイズ理論において,ゲルフアントの三組(8)が基
礎にあるのだから,W からW*への連続作用素を研究することが重要である.そのような作

用素をホワイトノイズ作用素といい,その全体をL:(W,W*)で表す.ホワイ トノイズ作用素
は,可算ヒルベル ト空間による量子力学の定式化[11における(一般化された)オブザーバブ
ルと共通の観点にたっものである.

ホワイ トノイズ作用素の中で,各点ごとの消滅作用素 alは最も基本的な作用素である.

¢∈W に対しては,

¢(x十06t)-¢(x)
∂1-6 0ate,(I)-I_iIT! , x∈F,t∈R,

が成り立つ.つまり,alはガウス空間 E*における6t方向の座標軸に沿った偏微分に他なら

ないのである.消滅作用素 alをフォック空間上の作用素とみなしたければ,定義域をW な
どに制限することで,桐密な定義域をもつ非有界作用素となるが,その共役作用素である生成

作用素at+は,同一のフォック空間上の作用素として定式化できない.7)この困難を避けるた
め,多くの場合は,適当なテスト関数f(i)と積分して tをぼかすことである.我々は,このよ
うなアプローチを採用しない.CKS空間で考えれば,tをぼかすことなく,a言∈I:(W*,W')
として定式化されるのである.さらに,

定 理 2･5tLjat∈L:(W,W),tLjal∈L:(W*,W*)はともにC∞級写像である･

各点毎の生成 ･消滅作用素のペア(at,atDを量子ホワイトノイズという.量子ホワイ トノ
イズは,フォック空間上の作用素を表示する上でも基本的であり,任意の =∈I:(W,W')の
標準的展開に応用される(概説は[13日叫 など).古典ホワイ トノイズとの関係は,

Wt-at+a;

に集約される.左辺は,Wl∈W*によるかけ算作用素を意味する.実際,任意の ◎∈W*は,

((◎¢,4,》-《◎,刺,)), ¢,4,∈W,

によって,i:(W,W*)に属する作用素と同一視される.これが,ホワイ トノイズ理論における
｢古典=量子対応｣である.

さて,≡∈L:(W,W')に対して
〈
≡(E,r7)-((≡¢E,¢り》, E,r7∈Ec:

ぢ■
で定義される関数 ≡:EcxEclCを三のシンボルという.指数ベクトルは W の桐密部
分空間を張るので,連続作用素は,シンボルによって一意的に定まることになる.シンボルは,

ホワイ トノイズ作用素の指数ベクトルに対する行列成分であり,作用素版S変換ともいえる.
次の特徴付け定理は極めて基本的である.

定 理 2.6【2]関数 0:EcxEclCがある作用素=∈L:(W,W*)のシンボルであるため
の必要十分条件は,

(01)任意のE,El,T7,r71∈Ecに対して(I,W)Li0(zE+El,Wrl+r71)が,2変数複素関数とし
て,全平面で正則である;

7)非有界作用素に対する共役作用素の定義に従えば,α;の定義域は(0)となる･
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(02)適当な定数 K≧0,p≧0をとって

10(E,n)l2≦KGα(IEll)G｡(回芸), E,咋 Ec,

の形の評価をもつ.

ホワイ トノイズ理論において基本的な項目は他にも多々あるが,ここには述べきれない

(詳細は成書 [7日10]などを参照されたい).ホワイ十ノイズ作用素論について,最初に組織的
に論じたものは岡 であり,CKS空間に付随して理論を展開したものとしては【2】を参照さ
れたい.次の対応表は,多変数微積分から無限次元における状況を類推する上で役に立つ.実

際,ホワイ トノイズ理論におけるフーリエ変換の研究では,形式的類似が効果的に作用した.

多変数微積分 ホワイ トノイズ理論

Rn

I-(xl,- ,Xn)
xk-(I,ek)

∂
∂xk

dxルベーグ測度

基礎空間

座模系

座標微分

測度

E'-S'(a)

I-(I(i);t∈R)
x(i)-(I,6t)

∂

at=両 市

p(dx)ガウス測度

S(Rn)⊂L2(Rn,dx)⊂S'(Rn) 超関数 W ⊂L2(E*,p)⊂W*

(A )*- aaxk ate

･-∑ 蒜 ラプラス作用素 △G-/a"

-A-∑(A)～(孟)
∑x2k

∂ ∂

xj∂完 -xk百石

Fouriertransform

Ⅳ=
/
at+atdt

ノルム /‥x(i)2:dt-(:x⑳x:,T)
無限小回転

-908-

x(S)at-I(i)as

Kuo'sFouriertransform



｢第8回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

3 複素ホワイトノイズ

3･1 複素ガウス空間 実ガウス空間は,無限次元実ベクトル空間E*にガウス測度 FLを備え
たものであった･その複素化はEと-F +iE'で与えられるが,考え合わせる測度はpの直
積とはせず,スケール変換したものを用いる.その方が多くの公式が簡明になるからである.

一般に,特性関数

e-q2購 /2=
/E.ei(x･E)ILq2(dx), E∈E, (10)

によって定義される E*上の確率測度 pq2を分散 C,2のガウス測度と呼ぶ.E*上の分散
02-1/2のガウス測度をFL'とすれば,その直積測度:

l/(dz)-pI(dx)FL'(dy), Z-I+Ly∈E昌,
は,Eと上の確率測度となる･こうして得られた確率空間 (Eも,U)を複素ガウス空間と呼ぶ
[6,Chapter6]･I-I+iy∈E*+iE*の複素共役は,いつも通りZ--I-iyとする.次は基
本的な積分公式であるが,単純な計算によって確かめられる:

e(Z-･E)'くZ,～)i,(dz)- e(E･叩), E,rl∈Ec, (ll)

(Z⑳m,El㊨-.⑳Em)(I-⑳n,rll㊨･-⑳rln)l/(dz)

-6mnm!(El壷- 毒em,仇壷･･･壷rlm), Ei,7,･∈Ec･ (12)

3･2 複素ガウス空間上のCKS空間 ウイナー ･伊藤 ･シーガルの同型(6)と同様に,対応

4,6(x)≡e布 べ)-(E,E)/2⇔ ¢E≡(1,E,冒芸,･-,冒 ,-･), EEEc, (13)

を拡張することで,ユニタリ同型 エ2(F,p')竺r(Hc)が得られる.ここで,Eも上の関数と
E*×E*上の関数は

¢㊤.4,(I+iy)-¢(I)4,(y), x,y∈F,¢,¢∈L2(E*,p/),

によって同一視することにすれば,

L2(E昌,I/)望L2(F,FLl)⑳L2(F,p')望r(Hc)⑳r(Hc). (14)

さらに,7)竺 W⑳W を導入すれば,ゲルフアントの三組 (8)と(14)によって,複素ガウス空
間上のCKS空間:

D ⊂L2(E昌,U)⊂D*
が構成された.

補 題 3.1各 ¢-(fm)∈I'(Hc)に対して
00

叫(I)-∑(Z@m,fm)m=0

が L2の意味で定義され,¢r+ 叫 はr(Hc)からL2(E昌,l/)-の等距離写像になる･
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証 明 (12)に注意して,まず,fm∈Hc@mに対してwm(I)- (Z⑳m,fm)がL2の意味で定
義される･もう一度,同じ理由でLJ(I)-∑mCX'=｡LJm(I)も定義される･ l

L2(E昌,l/)の部分空間を

L2(E昌,U)HOL-(wQ;¢∈r(Hc))

によって定義する.補題3.1とウイナー ･伊藤 ･シーガルの同型 L2(F,FL)望r(Hc)を合わ
せると,ユニタリ同型

L2(F,FL)竺L2(E昌,U)HOL

が得られる.これが有名なシーガル ･バーグマン同型【4]であり,ブラウン運動の汎関数を無
限変数の複素関数によって研究する道を拓くものである.

4 ホワイトノイズ超関数のコヒーレント状態表示

4.1 コヒーレント状態表示 当初,指数ベクトル ¢Eの添字EはEc(またはHc)を走るも

のとしたが,もっと一般化して,E昌を走らせる.すなわち,Z∈Eaに対して,

･Z-(1･Z,芸 ･･･,蛋 ,-)

のように定義する.明らかに¢Z∈W*である.このような指数ベクトルの1次結合として,
任意のホワイ トノイズ超関数 ◎を

◎=
/Eも
p(I)¢zu(dz)

のように表示することを考えよう.これをコヒーレント状態表示という.

補 題 4.1E∈Ecに対して

eE(I)-e(Z･E), Z-I+%y∈E昌,

とおくとef∈D.さらに,任意の p∈D*に対して

S◎(E)-《p,eE)), E∈Ec,

をみたす ◎∈W*が一意的に存在する.

(16)

(17)

証 明 まず,Z-I+iy∈E昌に対して,eE(I)-e(棉 -4,uv*)4,iE/V5(y)であるから,
eE-輿/V5⑳晦 /湧･したがって,定義によってeE∈D望W㊤W･次に,(17)の右辺をF(E)
とする.定理 2.4の条件(Fl)は明らかにみたされるので,(F2)を示そう.まず,p≧0を

‖plLp,_<∞ のように選んでおく･

lF(E)l2 ≦ ‖pll2_p,_帖 鳩.-=pH2_p,_順 /V5日芸,十日4,if/J511芸,+
- ‖pIL2-p,-Ga(lE/JEl孟)Ga(Lit/vqlg)･
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§2.3で述べたGαの性質によって,

Gα(lE/V現)Gα(tie/刺 )≦Gα(CIIELZ)≦Gα(CIP2鳩 十q),

ここでp-‖A~1tlop-1/2.次に,q≧0をCIP2q≦1のように選べば,

lF(E)l2≦llpll2_p,_Gα(lELLq),

を得るから,(F2)が示された.こうして,定理2.4によって,Fはあるホワイ トノイズ超関数
◎∈W*のS変換である. ■

eE(I)-((¢Z,4,E))に注意して,(17)を形式的に積分で書けば,

《◎,¢モ》-/E昌p(I)《¢Z,4,E》l/(dz)
となるから,◎を(16)のように表示するのは合理的である.

4.2 逆S変換 はじめに述べたように,コヒーレント状態は過剰完全系である.この事情は

無限次元でも同様であり,コヒーレント状態表示(16)において密度関数p(I)は一意的に定
まらない.例えば,任意の7∈Cに対して

･E-/Ea
e(I-,E)巾(Z･E)~7(E,E)¢Z,/(dz), E∈Ec,

が容易に示される.

ここでは,一般に,S変換が密度関数の一つを与えることを注意しておこう.まず,佳意の
4,∈W に対して,そのS変換 S¢は自然に,E岩上の関数に

S¢(I)-((¢Z,¢)), Z∈E昌,

として拡張される.級数表示では,¢-(ん)に対して

OC)
sb(I)-∑(Z㊤n,fn), Z∈Eも･n=0

これを拡張して,任意の ◎-(Fn)∈W*に対してもS◎(I)をD*の意味で定義することが
でき,複素ガウス空間上の正則 超関数となる.

定 理 4.2(逆S変換)任意の ◎∈W*に対して,

◎=
/Ea
S◎(I-)4,zl/(dz)･

特に,任意のホワイ トノイズ超関数 ◎はコヒーレント状態表示される.
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証 明 まず,p(I)-S◎(I-)-∑ncxD=.(I-@n,Fn)はD*に属することに注意する･そのp(I)
に補題 4.1を適用すれば,

S申(E)-《p,EE》, E∈Ec,

によって特徴づけられるQ'∈W*が一意的に存在する.一方,

sg'E'-''np,ee》-y Ea'Z-@n,Fn'(zen,冒)U(dz'
- ∑ (Fn,E⑳n)-SO(E),
n=0

であるから◎=せ.

5 ホワイトノイズ作用素のコヒーレント状態表示

5･1 対角型コヒーレント状態表示 各 Z∈Eaに対してQz∈L:(W,W )を

Qz¢-《¢蒼,4･》¢Z, ¢∈W.

によって定める.4･Zは正規化されていないが,8)作用素Qzを ¢Zの張る1次元空間-の射影
作用素の代わりに使うのである.このような ｢射影作用素｣ の1次結合としてホワイ トノイ

ズ作用素 三を表示したい:

ー
/Eもp(I)Qzi,(dz).

これを対角型コヒーレント状態表示という.

まず,Qzのシンボルは,
〈
QZ(E,り)-qE,～(I)-e(I-,E)I(I,q), Z∈E昌,E,り∈Ec.

(18)

(19)

すると,I-I+iyに対して

qf,n(I+iy)- e(xか q)e(y,i(-汁q))- e(i,～)*(E.～)/J5(I)4,i(_E.n)/V5(y)･ (20)

言い替えれば,qE,叩- e(i･n)*(f+q)/vq⑳ *i(_E.～)/vC∈W ㊨W 竺D･

補 題 5･1任意の p∈D*に対して,ホワイ トノイズ作用素=∈L:(W,W*)で

((=¢(,¢n))-((p,qE,叩)), E,TT∈Ec･ (21)

をみたすものが一意的に存在する.

証明は定理2.6の簡単な応用であり,補題4.1の証明と類似である.(21)で定義されたホ

ワイ トノイズ作用素 三年(18)のように書く･

定 理 5.2[16]すべてのホワイ トノイズ作用素≡∈L:(W,W*)は対角型コヒーレント状態表
示可能であり, しかも表示は一意的である.

8)正規化しようにも,可算ヒルベル ト空間で考えているので,ノルムを選ぶ基準もないが.
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証 明 アウトラインのみ記す.詳しくは[161を参照.ホワイ トノイズ作用素=∈L:(W,W')
が与えられたとしよう･このとき,定理2.6によってホワイ トノイズ作用素W∈L:(W,W+)
で

《≡bE,¢り》-《W¢(E.～)/ve,Qi(_汁州 ve》e(E･q), E,り∈Ec, (22)

をみたすものが一意的に存在する.標準的な同型 (W⑳W)*空 L:(W,W')を用いて,W∈
I:(W,W*)に対応するp∈(W⑳W)*をとる.このとき,(22)は

《=¢再 n))-《p･¢(E.～)/ve㊨¢i(-E+n)/J5))eくそ,刀)

(13),(19),(20)によって,Q(E.n)/Jf⑳¢i(-E.7)/諺 e(e･り)の関数表示は

4,(E.刷vC(I)4,i(-帥 )/vq(y)e(E,～)-qE,n(I+iy)-《Q凍 ,¢n)),

すると,(23)は形式的積分

《≡阜e,4･q))-
/Eもp(I)《Q凍,¢n))U(dz),

Z=x+iy.

(23)

に表され,三の対角型コヒーレント状態表示(18)が得られた･一意性はpが =のシンボルに
よって一意的に表されていることから従う.

定 理 5.3(単位の分解)恒等作用素の対角型コヒーレント状態表示は,

J=/EもQzl/(dz)
のように与えられる.

証明は,両辺のシンボルを計算すればよい.

6 ウイック積と指数ベクトルの過剰完全性

6.1 積分核作用素 各 K,,m∈(Eg(''m))*に対してホワイ トノイズ作用素を

= l,m (rcl,m)-
/R∫+m
fCl,m(s l , - ,Sl,t l , - ,tm)as'1-･as',all･-a tm d s l ･- dsld t l - ･ dtm

で与える.これを積分核作用素と称する.積分は,一般には形式的なものであって,正確な定

義や詳しい性質は [2],[13,Chapter4].

補 題 6･1F∈(Ec@m)*に対して

･0,-'F)-/Ea(･Z⑳-,F)Qzu(dz,, =-,o'F)-/Ea(I-⑳m,F)Qzu'dz'･ (24)
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証 明 p(2:)-(Z㊨m,F)とおく.定義から容易に判るように,p∈D*であり,ホワイ トノ
イズ作用素

･-/Ea(Z⑳-,F)Qzu'dz'
が定義される.したがって,(24)のためには両辺のシンボルの一致をみればよい.

圭'E,7回 'p,qE,n》-/Ea(Z㊨?,F)e'Z-,e'''Z,n'U(dz,

であるが,ガウス積分における直交関係式(12)によって,

喜(E,n)-(F,E㊥m)e(E,n)- =｡,帆(F)A(E,n)･
よって示された･(24)の第2式は,第1式の双対である. 1

デルタ関数 6t∈E*に対してはZ(i)-(I,6t)と書くのが自然であろう･このときiz(i))
は複素ホワイ トノイズと呼ばれる【6].補題6.1の特別な場合として,量子ホワイ トノイズの
対角型コヒ-レント状態表示が

at-/EaZ(t'Qzu(dz,, ate-/Eと両極 U(dz,,
のように得られる.

6.2 ホワイ トノイズ超関数のウイック積 2つのホワイ トノイズ超関数 ◎1,◎2∈W*に対し
て,新しい超関数 せ∈W*を

Sせ(E)-S◎1(E)･S◎2(E), E∈Ec,
をみたすものとして定義する.この定義の正当性は定理2.4による.この場合,Qr-◎1◇◎2
のように記しウイック積と呼ぶ.

補 題 6.2ホワイ トノイズ超関数 ◎∈W*を一つ固定する.このとき,写像 W.:4,L+◎◇4,
はW からW*-の連続線形写像である.

証 明 シンボルを計算する:

《1%夷,¢q))- ((◎◇¢(,¢り》-S(◎◇¢E)(rl)

- S◎(7)･S4,E(り)-《◎,¢n))e(E,～)

p≧0を ‖◎lLp,_<∞ のように選ぶと,

l《W頼 ,¢n)日2≦ lI酬2_p,_llQn‖芸,+e21伽)L

≦ =◎ll2_p,_Gα(購)e鳩 十購 ･

(25)

(26)

ここで簡単な不等式2日E,q)l≦風岩+回喜≦削岩+凧 を用いた･さて,Gαの性質を用
いて,(26)は

i((We転 ¢n))l2≦‖OII2_p,_Gα(2回Z)Gα(IElZ)≦‖OlI2_p,_G｡(回芸+q)Gα(lEIZ.q)
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となる.ただし,q≧0は

2I購≦2p2ql硯.q≦回Lq
をみたすように選ぶ･あとは,シンボルの特徴付け定理 (定理2.6)を応用すればよい. 1

補題6･2で定義した作用素l侮 ∈I:(W,W*)をウイックかけ算件用素と呼ぶ.

定 理 6.3ウィックかけ算作用素の対角型コヒーレント状態表示は

lr.D-
/E昌
S◎(I-)Qzl/(dz), ◎∈W*,

で与えられる.

証 明 ◎-(Fm)とおくと,

00
sO(zl-∑(I-⑳m,Fm)

m=0

であり,D*の元とみなせる.そこで,対角型コヒーレント状態表示

∩
丁ー:-
/Ea
S◎(乏)Qzi,(dz)

(27)

を考える.補題6.1から
()a

≡-∑ 三m,o鶴 ),
m=0

であるから,

00

喜(E,n)-∑ (Fm,り㊤m)e(摘 -sO(～)e(E･n)-《◎,¢n))e(8,～)
m=0

これは(25)と一致し,≡-Wo が従う. 1

なお,逆S変換(定理4.2)は,I侮 ㊥o-◎に注意して,(27)の両辺を真空 ¢Oに作用させれ
ば得られる.

6･3 指数ベクトルの過剰完全性 DAH上で0になるp∈D*の全体をDAIHと記す.言い替
えれば,p∈D*であって,任意の ¢∈DHOL≡DnL2(Ea,l/)HOLに対して((p,4,》-0とな
る9)ような βの全体である.

定 理 6.4【17]p∈D*に対して,コヒーレント状態表示によるホワイ トノイズ超関数と対角
型コヒーレント状態表示によるホワイ トノイズ作用素

◎=
/E占
p(I)¢zl/(dz), 一-

を考えると,次の4条件は同値である:

p(I)Qzu(dz),

9)《･,･》はエルミー ト内積ではなく,C一双線形形式であることに注意せよ.
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(i)pEDAJ-IJ･,
(ii)◎-0;

(iii)三は真空ベクトルを消す:≡¢0-0;

(iv)三は消滅過程による量子確率積分である,すなわち,L∈Eと⑳L:(W,W*)によって

/AL(i)atdt

のように表示される.

証 明 (i)==手(ii).補題4.1によって,

S◎(E)-《p,CE)), E∈Ec･

eE∈DHOLを思い出せば,主張は明らかである･

(ii)-⇒ (i)･容易にわかるように,tr+《p,etE》は全複素平面で正則である･したがって,
すべての t∈Cに対して0-S◎(tE)-《p,etE》が成り立つので

《p,wm))-0, wm(I)-(Z⑳m,E⑳m)･

これが すべてのE∈Ecで成り立つので,p∈DAJ-H.
(ii)⇔ (iii).Q.,¢0-4,2から明らかである.

(iii)- (iv)･三を積分核作用素で展開して=-∑lTm=｡三,,m(Kl,m)とおく･亘うすれば,EJ
条件(iii)は,すべての17∈Ecに対して《≡4･O,¢n))-=(0,rl)-0が成り立つこと,すなわち,

00
喜(0,7)- ∑ (Kl,0,り⑳L)-0, り ∈Ec,J=0

と言い替えて良い･これは,さらに,すべての l≧0に対して fCl,0-0と同値である･した
がって,三は1個以上の消滅作用素を含んでいる積分核作用素の和となる.そのような作用素

は,消滅作用素を1個くくる形の因数分解によって,消滅過程による量子確率積分である.な

お,ノルム収束などを含む厳密な取り扱いについては[14,Section6]を参照されたい. 1

定 理 6.5◎∈W*とする.p∈D*が

◎=

/E昌
p(I)¢zI/(dz)

をみたすための必要十分条件は

p-pl+p2,-Pl∈D左H, P2∈DAiH,

と分解したとき,pl(I)-S◎(乏)となることである.

これによって,ホワイ トノイズ超関数のコヒーレント状態表示の多様性が完全に記述され

た･多様な密度関数の中でp(I)-S◎(I-)は,反正則関数として一意的である･また,ホワイ
トノイズ超関数をウイックかけ算作用素とみたとき,その対角型コヒーレント状態表示は一

意的であるが,そこに現れる密度関数がp(I)-S◎(i)という意味でも特別な意味がある･
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