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京都大学大学院 工学研究科 稲室 隆二 2

(2001年 9月18日受理)

格子ボルツマン法について,その基礎と応用を解説する｡非圧縮性粘性流体ならびに気

液 ･液液二相流体に適用可能な格子ボルツマン法を取り上げる｡また,格子ボルツマン法

とNavier-Stokes方程式との関係を漸近理論を用いて明らかにする.さらに,格子ボルツ

マン法を発展させたLatticeKineticスキームについて紹介する｡

1 はじめに

近年,非圧縮性粘性流体ならびに気液 ･液液二相流体の流れ解析法として格子ボルツマ

ン法 (LatticeBoltzmannMethod,以下LBM と呼ぶ)が注目されている.LBM とは,

流体を有限個の速度をもつ多数の仮想粒子の集合体 (格子気体モデルと呼ばれる)で近似

し,各粒子の衝突と並進とを粒子の速度分布関数を用いて逐次計算し,その速度分布関数

のモーメントから巨視的流れ場を求める数値計算法である.すなわち,流体を微視的立場

からとらえる気体分子運動論をアナロジーとする数値計算法である｡したがって,LBM

を理解するためには,気体分子運動論すなわちボルツマン方程式に対する多少の知識が必

要である｡この事情がNavier-Stokes方程式に慣れた人々にはLBMは理解し難い特殊な

数値スキームと見なされる原因の一つである｡しかしながら,その基礎さえ理解すれば,

LBMは非常に簡単な効率の良い数値スキームである｡すなわち,LBMは,複雑な流れ場

に対してもアルゴリズムが簡単であり,また,並列計算に適しているなどの利点をもって

いる.これまで,多孔質内流れなどの複雑な境界をもつ流れ場や気液二相流などの界面が

複雑に変化する流れ場に適用され成功をおさめている.しかしながら,手法の開発が急速

に進んでいるために,その基礎が理解されないままに応用される傾向も見られ,手法の正

当な評価が誤解されている向きもある｡

本稿では,LBMの基礎および応用について,主に筆者らの研究結果を用いて解説する｡

なお,以下の構成は次の通りである｡2章では,非圧縮性粘性流体に対するLBMの定式化

を行い,LBM とNavier-Stokes方程式との関係を漸近理論を用いて明らかにする｡3章で

は,LBM を発展させたLatticeKineticスキームを紹介する｡4章では,気液および液液

1本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である.

2E-mail:inamuro◎cheme.kyoto-u.ac.jp
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二相流体に適用可能な二相系 LBMについて述べる｡最後に,5章で本稿をまとめる｡な

お,LBM全般の最新の解説として,文献 [1,2,3,4】が挙げられる｡

2 格子ボルツマン法

本章では,非圧縮性粘性流体3に対するLBM について述べる｡非圧縮性流体では,汰

速および圧力場は温度場と分離して求めることができる｡すなわち,流速uおよび圧力p

は,連続の式ならびにNavie卜Stokes方程式によって求めることができ,一方,流体の温

度Tは,流れ場uにおける移流一拡散方程式によって決定される｡そこで,まず,等温場

の流速uおよび圧力pを求めるLBM について説明する｡その後,温度場を求めるLBM

について述べる｡なお,圧縮性流体を扱 うThermalLBM については,文献 【4】を参照さ

れたい｡

なお,以下の変数はすべて,代表長さL,代表粒子速さC,代表時間to-L/U(U:代

表流れ速さ),基準密度 po,基準温度Toを用いて無次元化した無次元変数である (詳細

はAppendixAを参照)0

2.1 格子気体モデル

等温場の格子気体モデル4としては,幾つか提案されているが,本稿では,空間2次元

の9速度モデルおよび空間3次元の 15速度モデルを用いて説明する (図2.1) 0 2次元 9

速度モデルの粒子速度は,ci-(0,0),(士1,0),(0,士1),(士1,士1)で与えられる｡また,3次

元 15速度モデルの粒子速度は,ci-(0,0,0),(土1,0,0),(0,土1,0),(0,0,土1),(土1,士1,土1)

で与えられる｡

C8 C5 C9

(a) (b)

図 2.1格子気体モデル :(a)2次元 9速度モデル,(b)3次元 15速度モデル･

3あとでわかるように,厳密には "非圧縮性"ではなく,"ほとんど非圧縮性"である流体を扱 う｡

4非熱流体モデル (athermalmodel)とも呼ばれる｡
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2.2 基礎方程式

まず,座標 訂および時刻 tにおける速度 ciをもつ仮想粒子の速度分布関数 fi(x,i)は,

次の離散ボルツマン方程式 (discreteBoltzmannequation)に従う【5】｡

sh普 +q･∇fi-三ailf(;,i)]fori-1,2,･･･,N, (2･1)

ここで,Sh-U/Cはストローハル数,Eはクヌーセン数に相当する小さなパラメーター,

ail･]は仮想粒子の衝突による速度分布関数fiの増減を表す衝突演算子,また,N (-9

or15)は粒子速度の個数である｡上式の左辺は仮想粒子の自由運動を,右辺は仮想粒子の

衝突を表している｡次に,物理空間を正方形 (2次元9速度モデルの場合)あるいは立方

体 (3次元 15速度モデルの場合)格子 (格子間隔△x)に分割し,時間刻みを△t=Sh△x

(仮想粒子が隣りの格子点まで移動する時間5)として,(2.1)式の左辺を1次差分で近似

して整理すると,次式が得られる｡

fi(a:+ci△x,i+△t)-fi(3?,i)-I?ilf(I,i)]fori-1,2,･･･,N, (2.2)

ただし,E-△xとしている｡上式は,格子ボルツマン方程式 (latticeBoltzmannequation)

と呼ばれLBMの基礎式である｡すなわち,この式を用いて速度分布関数fiの時間発展を

陽的に追いかけることができる｡ さて,右辺の衝突項は複雑な形をしてお り,例えば,2

次元9速度モデルで二体衝突に限定したときの静止粒子 (i-1)については,次のように

なる【51｡

121-Ml(f2f3-flf6)+(f3f4Iflf7)+(f4f5-flf8)+(f2f5-flf9)],

ここで,〟 は静止粒子と衝突相手の粒子との相対速度差に比例する定数である0

巨視的変数である流体の密度 pおよび流速uは,速度分布関数fiを用いて次式より求

めることができる｡
〟

p-Efi,
F)-il

u-三菱cifi･
また,圧力pは,次式で定義される｡

2

P=万Pe,

ここで,βは空間次元数,eは内部エネルギーを表し,次式で求められる｡

e-請 (ci-u,2fi･

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

なお,ここでは等温モデルを扱っているので,実際には内部エネルギーを求める必要はな

く,e-D/6となりP-P/3となることは2.5節で確かめられる｡

5有次元 ('で表す)では△tV/L-△がU/(Lc),すなわち,△t+-△3'/Cとなり,確かに粒子はAt'
の間にちょうど隣りの格子点に移動する｡
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2.3 衝突項の取り扱い

一般のボルツマン方程式と同様に,格子ボルツマン方程式においても衝突項の取 り扱い

が重要なポイントとなる｡LBMの発展の初期段階では衝突項に衝突散乱行列モデル【6,7]

を用いていたが,最近では衝突項にBGKモデル[9,10】を用いるのが一般的になっている｡

2.3.1 衝突散乱行列モデル

衝突散乱行列モデルでは,(2.2)式の右辺の衝突項を次のように表す｡

〟

J?i-∑ Aijlfj(x,i)-I,eq(x,i)],j-i
(2.7)

ここで,Aijは衝突散乱行列と呼ばれているoまた,芳qは局所平衡分布関数であるo上式

は,(2･2)式の右辺の衝突項を局所平衡分布のまわりで展開して線形化したもので,Aid≡

∂ni(feq)/∂fJ･である60行列 Ai,･は,衝突による速度 ciをもつ仮想粒子と速度C31をもつ

仮想粒子との間の遷移確率から決まる行列である.行列AiJ･の固有値および固有ベクトル

は,衝突によって保存される物理量 (固有値 -0)あるいは拡散する物理量 (固有値 ≠o)

に対応している｡等温モデルでは,保存される物理量は質量と運動量であり,拡散する物

理量は応力テンソルなど (一般に,非物理量も含まれることに注意)である｡一方,(2.2)
式の左辺は仮想粒子の自由運動を表していることから,質量および運動量の保存は満たさ

れる｡したがって,(2.2),(2.3)および (2.4)式から求めた密度pおよび運動量puは完全

に保有される｡すなわち,LBMは質量および運動量の保存性に優れた計算方法である｡

このモデルでは,行列Aijの応力テンソルに対応する固有値が流体の粘性を決めること

になるが (粘性係数は固有値に反比例),流体の粘性係数を小さくできない問題点がある｡

すなわち,本モデルでは,中程度 (100程度)のレイノルズ数の計算は可能であるが,高

レイノルズ数の計算はできない｡その理由は,仮想粒子の速度をⅣ個に制限しているた

め,衝突による運動量の拡散が小さいためである｡そのため,粘性を決める固有値を修正

する試みもなされてきた｡その延長線上にあるのが,次に示すBGKモデルである｡

なお,最近,衝突散乱行列モデルが見直され始めていることを付け加えておく｡Jiの

モーメントからなる変数を考え,その変数に対して衝突散乱行列モデルを適用するもので

ある｡行列を対角化し,その固有値を適当に選ぶことにより,高レイノルズ数の計算が可

能で安定性の優れた方法が提案されている【8】｡

2.3.2 BGK モデル

(2･7)式 にお い て ･Ai,･- 三 6ijと仮定すると(固有働 噂 しい対角行列にすると)･次
のように な る｡

ai-三[fi(x,i)一芳q(x,i)],

6f,Fqは一般に非線形なので,(2･7)式の衝突項全体は非線形であることに注意｡
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ここで, 丁-0(1)は緩和時間と呼ばれるものである｡ 上式は,一般のボルツマン方程式

においてBGKモデル [11】と呼ばれている衝突項モデルに対応している｡

(2.2)および (2.8)式より,BGKモデルを用いたLBMの基礎式は,

fi(x･ ciAx,iI△t)J i(xj)--ilfi(x,i)-fieq(x･t)], (2･9)

となる｡現在,LBM と呼ばれるほとんどの方法は,このBGKモデルを用いたものである｡

2.4 局所平衡分布関数

(2･9)式の右辺にある局所平衡分布関数 芳qは,次式で与えられる【10]｡

芳q-EiPll+3ci･u･芸(ci.u)2- gu･u],
(2.10)

ここで,2次元 9速度モデルでは,E1-4/9,E2-E3-E4-E5-1/9,E6-E7-

E8-E9-1/36である. 一万,3次元 15速度モデルでは,El-2/9,E2-E3-- -

E7-1/9,E8-E9-･･･-E15-1/72である｡

(2.10)式の右辺の括弧の中は,一般の気体分子運動論の局所平衡解であるMaxwell分布

[12]において,流速 uが小さいとして展開しu2まで残したものである.ただし,格子気

体モデルに対してもMaxwell分布が成立するかどうかは不明である｡したがって,この展

開形はあくまで仮定である｡係数 Eiは,(2.3)および (2.4)式ならびにNavie卜Stokes方

程式の応力テンソルが成り立つように決められる[13,14]｡等温モデルでは,係数Eiは定

数となる｡なお,一般に(2.10)式がよく用いられているが,(2.10)式の右辺の括弧の中の

係数ならびにEiは唯一決まるものではないことに注意が必要である0

2.5 流体力学的方程式の導出

(2.9),(2.10),(2.3)および (2.4)式を用いて計算される巨視的変数uおよびp(-p/3)

が非圧縮性流体の連続の式およびNavier-Stokes方程式を近似的に満足することは,曾根

の漸近理論 (S展開)[16]を用いて次のようにして確かめることができる【15】｡一般には,

Chapman-Enskog展開を用いて確かめられることが多いが [2],S展開を用いた方が理解

しやすい｡特に,S展開では,巨視的物理量のオーダー比較がわかりやすい｡なお,以下

では2次元 9速度モデルを用いて説明する｡3次元 15速度モデルに対しても同様に確かめ

ることができる｡

一般にマッハ数Ma,クヌーセン数Knおよびレイノルズ数Reの間には,Ma～KnxRe

の関係が成 り立つ｡したがって,レイノルズ数が有限でクヌーセン数が小さい場合 (非圧

縮性流体の流れに相当),マッハ数はクヌーセン数と同じく小さくなる.そこで,fiは静

止平衡状態からのずれがクヌーセン数と同じオーダーになると考えて,fiを次のように展

開する｡

fi-Ei(1+Efi(i)+C2fi(2)+E3fi(3)+C4fi(4)+･･･), (2･11)
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ここで,E-0(△x)は,Tに関係する小 さなパラメーターである.(2.ll)式の展開に対し

て,巨視的変数は次のように展開される｡

p - 1+ep(1)+C2p(2)+Esp(3)+･･･,

u - Eu(1)+E2u(2)+E3u(3)+･･･,
1

e - 言+Ee(1)+ E2e(2)+E3e(3)+-･,
1

p - 言+EP(1)+E2p(2)+E3p(3)十･･･

(2･12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

次に,(2.9)式を(x,i)のまわ りで0[(△x)3]までテイラー展開し,両辺を△xで割ると,吹

式が得られる｡

(sh孟･qα孟 )fi･芸△x(sh墓 +ciα孟 )2fi･言(△x,2(qα孟 )3fi

･ol(△x)3]-一志(fi-ftPq), (2･16)

ここで,下付き添え字 α-I,yは,デカル ト座標を表し総和規約に従 うものとする7｡

(2.11ト(2.15)の展開式を(2.16)式に代入してオーダーをそろえて整理すると (穏やかな

解を考えているので,∂fi/∂t-0(fi),∂fi/∂xα-0(fi)に注意),

fi(1) - p(1)+3ciαutl),

fi(2) - p(2)+3p(1)ciαutl)+3ciαuL2)
9 △x ∂fi(1)

･豆qαciPum bl'-言uLl'utl'-T- qα亮 一,E

(2.17)

(2.18)

fi(3) - p(3)+3p(2)ci｡utl)+3p(1)ciαuL2)+3ciαut3)

･芸p'1'qαqputl'uSl'十 9qαciPutl'uS2'-芸p'l'uLl'uLl'13utl'uL2'

-TS qa誓 一葦 誓 一芸T(字 )2qaqp鑑 , (2･19,

fI(4) - p(4)+3p(3)ci｡utl)+3p(2)ci｡uL2)+3p(1)ci｡uL3)+3ci｡ut4)

･芸p'2'qαqautl'uSl'+9p'l'的 utl'uS2)･9的 uLl'uS3'+芸ciaCiPug2'uS2'

一言p'2'uLl'utl'-3p̀2)utl'ug' 一芸ug2'ug2'-3utl'ut3'
a2fi(2)

一事 α誓 一昔 誓 -;T(筈 )2qα瑚砺

-7~
sh(△x)2_ ∂2fi(1)

Ci氏(.( ~ ~T
;T (:∂t∂xα

1_/△可 3_ _ _ 83fi(1)

)aqaqpq塙 ‰
(2.20)

7以下,下付き添え字β,7,6についても同じである｡また,3次元 15速度モデルでは,α,β,7,6-T,y,I
である｡
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上式は未知数fi(m)(m-1,2,･･･)に対する連立方程式になっており,次のようにまとめる

ことができる｡

9 9

fi(1)-∑ Ejf,(1)-3ciα∑ EjCjJ,(1) - 0,
31-1 j-1

(2.21)

9 9

fi(m)-∑E,.I,(m)-3ciα∑ EjCjJ,(m) - Ihl(m) (m≧2), (2･22)i-1 i-1

ここで,非同次項zht(Tn)(m≧2)は,(2.18),(2.19)および (2.20)式の右辺の第2段目以

降の項からなっている｡

さて,(2.21)式は同次連立方程式でありその解は(2･17)式で与えられる｡このとき,(2.17)

式を(2.6)式に代入すると,

e(1)-0, (2.23)

が得られる｡一方,(2.22)式は非同次連立方程式であり,その係数はm によらず同じ値に

なっている｡以下では,(2.22)式の可解条件をこの係数行列をもとに調べてみることにす

る｡まず,係数行列Aを具体的に書き出してみると,
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となる｡

行列Aに対して,rank(A)-6であり,同次方程式が3つの自明でない解 【1,1,1,1,1,1,

I,1,1]T,lo,1,0,-1,0,1,-1,-I,1]Tおよび [0,0,1,0,-1,1,1,-1,-1]T をもっことは容

易に確かめることができる｡なお,後者の2つの解はciαに対応している｡ また,行列A

の各行にEiをかけると対称行列になることも容易に確かめることができる｡ここで,級

形代数の基本定理8[17]を用いると,(2.22)式の可解条件は,

9

∑ EiIht(m) - 0 (m ≧ 2),
i=1

9

∑ EiCiαIht(m) - 0 (m ≧ 2),
i=1

となる｡さて,m-2から上の可解条件を調べてみよう (なお,このとき,AppendixB

の公式が役立つ)｡

8Aa;-bが解をもつのは,ATy-Oのすべての解 yにbが直交しいるときかつそのときに限る.
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まず,m-2の可解条件から,

が得られる｡このとき,(2.18)式を(2.6)式に代入すると,

e(2)-0,

が得られる｡次に,.m-3の可解条件から,

‡二十 一二 ::-.I
- 0,

警誓 +ubl,% 一霊 +喜(T一芸)

△x∂2ugl)

E ∂弔 '

が得られる｡このとき,(2.19)式を(2.6)式に代入すると,

e(3,- …aaux誓,

が得られる｡最後に,m-4の可解条件から,

芋 等 十 孟 (p(1,ue,･p(2,uLl,･ut3,'-0,

苧孟(p'1'utl)+uL2')･孟 (p'1'utl'uSl'･utl'uS2'.uSl'ut2))-

1∂β(3)

3∂xOI;(T弓 )

△∬ ∂

E∂xβ

(2.29)

(2.32)

(2.33)

(掛 % ),(2･34,

が得られる｡

さて,(2.28)式からp(1)-定数 (場所によらない),になることがわかるoしたがって,

もしp(1)に対する境界条件が時間に無関係だとすると,結局,p(1)は時間にも空間にも依

存しない定数となる｡そこで,この定数を基準密度伽 に組み入れると,一般性を失うこと

なくp(1)-Oとすることができる｡そうすると,(2.27)-(2.34)式の中で,utl)ぉよびp(2)

に対する支配方程式は,

∂utl)

∂xα
-0,

芋誓 +usl,% 一一誓 +喜(T一芸)

となり,uL2)ぉよびp(3)に対する支配方程式は,

∂uL2)
- -0,
∂∬α
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警 誓 .usl'% +uS2寛 一笠 鳥 (T-鐙 等 , (2･38)

となる.(2.35)式 ×e+(2.37)式 ×E2および (2.36)式 ×E2+(2.38)式 ×E3を考えると,

孟 (EuLl'･E2uL2')-0, (2･39)

sh孟(Eug'･C2uL2')･Eubl'孟(Eutl'･E2ut2').E2uS2'孟(Eutl')

一芸 (E2p'2'+E3p'3',･;(T一芸)△境 (EuLl'･E2uL2',,(2･40,

となる｡ また,

e三 ･o(E4), (2Al)

もわかる｡すなわち,0(㌔)までは等温であることがわかる｡

以上より,Eutl)+C2ut2)ぉよびC2p(2)+esp(3)は,等温場における非圧縮性粘性流体の

連続の式 (2.39)およびNavier-Stokes方程式 (2.40)を満たすことがわかる｡また,動粘性

係数l/は,

弓 (T一芸)△x, (2･42)

となることもわかる｡

以上まとめると,(2.9),(2.10),(2.3)および (2･4)式を用いて,等温場の非圧縮性粘性

流体の流速 uおよび圧力pを相対誤差-0[(△x)2]で計算できることがわかった9｡

2.6 熟移動を伴う流れ

これまでは,等温の流れ場を扱ってきたが,熟移動を伴う流れもLBMで扱うことができ

る｡ただし,上述のように,fiだけでは等温場しか表現できないので,流体の温度T(a,i)

を表現する新しい速度分布関数gi(x,i)を導入する必要がある10.そうして,二つの速度

分布関数fiとgiを連立させて同時に計算して行けばよい.

速度分布関数gi(x,i)の時間発展は,(2.9)式と同様に次式で与えられる｡

gi(x･ci△x,t･△t)-gi(a,i)- 一三 lgi(x,i)一g%'q(x･t)]･

温度Tは速度分布関数giを用いて次式で求めることができる｡

〟

T-∑ gi･
i=1

なお,平衡分布関数g;qは次式のようになる[18]｡

gl?q-EiT[1+芸qT(uT･uTT)],

(2.43)

(2.44)

(2.45)
9(2.33)式からわかるように,巨視的変数 uL3)には圧縮性の影響 ap(2)/at≠Oが現れる｡すなわち,圧縮

性の影響は相対誤差-0[(△x)3】から現れる｡
10ここでの温度は,流れによって移動する単なるスカラー量として考えている｡
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ここで,

UTT-妄墓qTgi, (2.46)

である｡

2.5節と同様に,(2.43ト(2.46)式にS展開を適用すると,可解条件から次式が得られる｡

sh孟 (T(0'+ET'1').(Euil)+C2ui2')孟 (T'0).ET'1')

-3(Tg一差)△境 (T 0̀'+ET'1°･ (2･47,

上式は,温度Tの移流一拡散方程式を表しており,温度伝導係数αは,

･-蛋(Tg一芸)△x, (2･48)

となることがわかる｡また,S展開から熱流束 q7が次式で求めることができることもわ

かる｡

q7--倍 -T(uT,-u,),

ここで,kは熱伝導係数であ り,次式で与えられる.

k-言TgAx･

(2.49)

(2.50)

2.7 境界条件

LBMでは,境界上で境界から領域に入る方向の粒子速度の速度分布関数fiを規定する

必要がある｡すなわち,境界上の流体側に向かう法線ベクトルをnαとすると,ciαnα>0

となるfiを規定しなければならない｡例えば,図2.1(a)の2次元9速度モデルでy-0の

境界上 (流体はy>Oにあるとする)では,f3,f6および 力 を決める必要がある.

以下では,簡単のため2次元9速度モデルを用いて説明する｡なお,3次元 15速度モデ

ルについても同様にすればよい｡

2.7.1 すべりなし壁

(1)bounce-back条件

すべ りなし壁の境界条件によく用いられているのが,bounce-back条件である｡bounce-

back条件では,次のように与える｡

(芸･≡芸; (2･51)

bounce-back条件では,壁に垂直な流体速度は0になるが,壁に沿う流体速度は一般に0

にならず,すべ り流速が生じる｡また,壁が動いている場合には工夫が必要である[4】｡
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(2)counter-slip条件

筆者らは,逆すべ り速度を用いた新しい境界条件を提案している囲 ｡まず,未知の速

度分布関数f3,f6およびJ7を(2.10)式を参考にして次式のように仮定する｡

1

f3= 盲P〈1.3uwy+guay一芸[(u-x･ul)2+uay]), (2･52)

f6-去p'(1･3(u-x･ui･u-y)･冨(uwx･ul･u-y)2
3

2[(uwx･u/x)2+uay]), (2･53)

f7- 品p'(1･3(-u-I-uh uwy)･芸(-u-x-ul･u-y)2
3
2[(u-I+u'x)2+uay]), (2･54)

ここで,uw｡は壁の移動速度,p'およびuとは以下で決定される未知パラメーターである｡

上式は,壁から流体側に出て行く速度分布関数が壁に沿う方向にu左の逆すべ り速度を持っ

た局所平衡分布 (2.10)式で決まると仮定していることを意味している｡なお,固体壁上の

密度pwも未知量である｡したがって,合計3つの未知量 (pI,u左およびpw)があるが,

これらの未知量は壁上で成立する(2.3)および (2.4)式の3つの式から求めることができ

る｡結果は次の通 りになる｡

1
I-uwylfl+f2+f4+2(fS+f8+f9)],

+(f5+f8+f9)

1+3uwy+3uay '

-(f2-f4+f9-f8)

(2.55)

(2･56)

-u-I-3u-xu-y]. (2･57)

2.7.2 すべり壁

壁面上で自由にすべる場合には,次の境界条件が用いられる｡

(芸≡芸…

(2･58)

2.7.3 圧力差のある入口および出口

ポアズイユ流れに代表されるように,計算領域の入口 (I-0)と出口 (I-L)の間に

圧力差 △pがあるが,入口および出口の対応点の流速uが等しい条件の計算をする場合を

考える｡この場合,局所平衡分布関数 (2.10)式の形を参考にして,入口での未知の速度分
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布関数 f2(0),f6(0)および f9(0)を次のように仮定する[20].

〈

f2(0)-f2(L)+C,
f6(0) +I.1日1-■れリ

ームlHHr■川U
tS

f9(0)-f9(L)+
C
C
l一41一4

(2.59)

ここで,Cは以下で決まる定数である｡一方,出口での未知の速度分布関数f4(L),f7(L)

および f8(L)も同様に次のように仮定する｡

i

f4(L)-f4(0)-C,

J7(エ)-力(0)-
f8(L)-f8(0)-

q

α

l一4
1一4

(2.60)

最後に,定数Cを入口と出口との圧力差が △pになるように(2.3)式を用いて決めると,

C-Ap-;lfl(0)-fl(L)･f3(0)-f3(L)･f5(0)-f5(L)], (2･61)

となる｡

2.7.4 周期境界条件

計算領域の左面 (x-0)と右面 (x-L)とに周期境界条件を課す場合には,(2.59)お

よび (2.60)式でC-0とすればよい｡

2.7.5 等温壁

y-o上にある等温壁 (T-Tw)の場合には,次のように考える｡だだし,壁は静止

しているものとする.まず,未知の速度分布関数93,g6およびg7を次のように仮定する

【18]｡

ー
E･･1

3
3

一2
十日

リ

(

ー持
古
3

こ

こ

3

6

0
J

♂

(2.62)

x), (2･63)
g7 - 去T ,(1- guiX), (2･64)

ここで,未知パラメーターT'およびuL は , 壁面 上でr-Twお よび qx- Oが満足され
るように決められる｡結果は次の通りにな る ｡

T'- 6(Tw -91-92-g4-95-98-99),

uix - 昔 92-94-98+g9)･

2.8 数値計算例

2.8.1 多孔質内流れ

まず,複雑な境界をもつ流れ場への適用例として,図2.2に示す3次元多孔質流れへの計

算例を示す [21,22]｡全領域を73×69×69個の立方体格子に分割し,領域の内部には相当直
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径 か p-29･4△∬の球を表す立方体格子の集合体を9個置いた｡なお,空隙率亡は0.654で

ある.入口と出口との間の圧力差 △pおよび粘性係数ILを変化させることにより,レイノ

ルズ数Re-j5in句｡Dp/pが 0･842≦Re≦159の範囲で計算した｡ここで, 戸inおよび iiin

は,それぞれ入口において時間および空間平均した密度および流速である｡なお,領域の

側面にはすべ り壁条件を用いた｡また,内部の物体上にはすべ りなし壁条件 (counter-slip

条件)を用いた｡

→ 5ロin

図2.23次元多孔質構造モデル.

→ 5ロin

X

→ 5tfjn

Re=0.842

Re=0,842

(a)

(b)

X

→ 5ロin

Re=159

Re=159

図2･3多孔質内の流速ベクトル :(a)y/H-0･62,(b)x/L-0･51･
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計算結果の一例を図2.3に示す｡(a)はy/H -0.62の,(b)はx/L-0.51の断面の結果

を示している｡低レイノルズ数 (Re-0.842)の結果では,流体が内部の物体を迂回し,

空間の広い部分に流れ込む様子がわかる｡一方,高レイノルズ数 (Re-159)では,流れ

のはく離が生じ物体の後方に様々な大きさの渦が形成されている｡特に,図2.3(b)の右図

は,左図の結果とは全 く異なった複雑な流れ場になっていることがわかる｡また,高レイ

ノルズ数では,物体後方の渦の位置および大きさが時間的に変動する結果が得られた｡

次に,圧力差とレイノルズ数との関係について,本計算結果と既存の実験式とを比較し

たものを図2.4に示す｡図2.4で,横軸はRe/(1-E),縦軸は圧力差を無次元化した量を表

している｡また,図中の破線および実線は,それぞれBlake-Kozenyl23】およびErgunl24]

による実験式を表している｡図より,本計算結果の圧力差は,低レイノルズ数から高レイ

ノルズ数まで既存の実験式とよく一致している｡

3
･
L

i

N
U

甘Uは

C3
dQ

dV
｣oni

1 101 102 103

pinuinDp_i
FL 1-8

図2.4圧力差とレイノルズ数との関係.

2.8.2 レイリー ･ベナール対流

次に,熱輸送を伴 う流れの代表例であるレイリー･ベナ-ル対流の計算結果を示す[18】｡

高さH,幅2Hの長方形領域内の流体を考え,下面の温度TLが上面の温度77Uより高く保

たれており (TL>TU),左右の面は周期境界条件が満たされているとする.ただし,重力

の効果には,Boussinesq近似を用いる｡すなわち,次の項 3Eigβ(T-r)ciy△xを(2･9)

式の右辺に加える.ここで,gは重力加速度,βは体膨張係数,r -TL-(TL-TlU)y/H

は基準温度である｡領域は100×50の正方形格子に分割した｡さて,本間題の無次元パラ

メーターは,次式で定義されるプラントル数Prおよびレイリー数 Raである｡

Ra=

l/
Pr--,α

gp(TL-TU)H3

l/2
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プラントル数をPr-0.71とし,レイリー数が 1650≦Ra≦100000の範囲で計算した｡

まず,対流が生じる臨界レ-リー数Racを求めた｡Ra-1700付近で初期の温度場に微小

擾乱を加え,その後,流速の擾乱が減衰あるいは増加する成長率を求め,成長率が 0にな

るレイリー数を臨界レイリー数Racとした.計算結果ではRac-1705.47となり線形安定

性理論による理論値 (1707.76)と0.134%の誤差で一致した｡次に,高レイリー数の計算

を行い,次式で定義されるヌッセルト数Nuについて既存の結果と比較し,計算精度を検

証した｡

Nu-1+
(uyT)

α(TL- TU)/H '
(2.69)

ここで,(･)は領域全体についての平均を表している｡図2.5に流速ベクトルおよび等

温線の計算結果を示す｡レイリー数が大きくになるにしたがって,熱対流が大きくなり,

また,上下面近傍の温度勾配が大きくなり熱輸送が促進されていることがわかる｡次に,

ヌッセル ト数とレイリー数との関係を図2.6に示す｡本計算結果は既存の結果 [25,26]と

よく一致しており,LBMが十分な計算精度をもっていることがわかる｡

′′ LIIJllJJ4llfllll■､l一l一ヽヽヽヽヽllllfl一l一l llllヽヽヽ 一ヽ一ヽ一ヽtlllt一●一IrJII

+ +■■■■■■■■■■lllllll■■■■■■■■■■■■■■■■-

図2･5流速ベクトルおよび等温線 :(a)Ra-5000,(b)Ra-20000,(C)Ra-50000｡なお,

uy,maxはRa-50000の場合のy方向の最大流速である.
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1000 10000 100000

Ra

図2.6ヌッセルト数とレイリー数との関係.

3 1JatticeKineticスキーム

2章で述べたように,LBMは熟移動を伴う非圧縮性粘性流体の流れ場の新しいスキー

ムとして有望な手法であることがわかった｡しかしながら,速度分布関数を用いるため,

通常の流体解析コードに比べてメモリーを多く使うことが短所であると言える｡この短所

を解決する一つの方法が,次に説明するLatticeKineticスキームである【27】｡

3.1 基礎式

(2.9)式でT-1とし,x｣ x I Cl△xと置き換えると,

fi(x,i+△t)-芳q(x-ci△x,i),

となる｡ また,巨視的変数は,次式で計算できる｡

〟

p(x,i+△t)- ∑ 芳q(x-ci△x,i),
T七≠il

(3.1)

(3.2)

〟

p(a,i+△t)u(x,i+△t) - ∑ci芳q(x-ci△x,i)･ (3･3)i=1
ところが,(2･10)式からわかるように,(3･2)および (3･3)式の右辺の局所平衡分布関数芳 q

は,ciと巨視的変数pおよびuのみから決まる｡したがって,(3.2)および(3.3)式を用い

れば速度分布関数fiを求めることなく巨視的変数pおよびuを求めることができる｡ま

た,圧力はP-P/3で求めることができる｡ただし,このとき動粘性係数L,は,(2.42)式
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より

･-吉△諾, (3･4)

となる｡ 一見,問題はなさそうだが,このままでは,本スキームで高いレイノルズ数を効

率よく計算することができない｡例えば,間隔Hの平行壁面間の2次元ポアズイユ流れ

を本スキームで計算することを考えてみる｡壁面間を50分割し,流速をu=0.1とする

と,Re-uH/U-30となり,レイノルズ数はそれ程大きくない｡もちろん,分割数を多

くすればレイノルズ数を大きくできるが,計算効率は非常に悪 くなる｡LBMでは,(2.42)

式からわかるように,丁を0.5に近づけることにより,分割数を変えずに動粘性係数 〝を

小さくすることができる｡

そこで,LatticeKineticスキームでも分割数を変えずに動粘性係数を変化させる方法

を考える｡2章で見たように,LBM で変化できるものは Tと芳qだけである｡Lattice

Kineticスキームでは丁-1としているので,あと変更できるのは芳qだけである｡一般の

気体分子運動論では,Navier-Stokes方程式に帰着できる局所平衡分布関数の一つとして,

Chapman-Enskogタイプの速度分布関数がよく知られている[28,29,30]｡そこで,次の

ようなChapman-Enskogタイプの局所平衡分布関数を考える｡

f8,q-EiPll ･3- + '芸ciTC i6u T u 6 藻 u T ･ A △ 鳩 .紗 TCiS],(3･5,

ここで,A-0(1)は粘性係数を決めるパラメーターである｡

一方,流体の温度Tに関しても,同様に取 り扱 うことができる｡すなわち,速度分布関

数giを用いずに,以下のようにしてTを求めることができる｡

〟

T(x,i+△i)-∑ gt?q(x-ci△x,i),F)≠il

ここで,局所平衡分布関数g;qには次のような関数を考える｡

g3'q-EiT [1+言ci7(uT･ uT7)]+EiBAxq葦 ,

こ こ で,
〟

UTT(xj)=毒 詞書 q戒 q(x-ciAx,i-At),

(3･6)

(3.7)

(3.8)

である｡また,β-0(1)は温度伝導係数を決めるパラメーターである｡なお,(3.5)およ

び (3.7)式の中にある1階微分は,例えば,次式で近似することができる｡

芸 - 去 麦q7糾 ciAx,, (3･9)

若 託 定 差- ･ciAx,･ (3･10,

さて,詳細は省略するが,(3.2),(3,3)および (3.6)式にS展開を適用すると,2章と同

様に非圧縮性流体に村する連続の式,Navier-Stokes方程式および温度の移流一拡散方程式
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が得られる｡また,そのとき,動粘性係数〃,温度伝導係数αおよび熱伝導係数たは,吹

のようになることがわかる｡

J

ど

∫

△

△

△

F

J
ut和一■.l■lHu
F

nu

A
β

β

2一9
2
一3
2

一3

一
一
一

l一6
1
一2
2

一3

iZR
i"川トト旧柑u
i"川ト
ト
Ll柑u

二

二

二

〃

α

-〟

したがって,AおよびBを適当に選ぶことによって,レイノルズ数Re-uL/Uならびに

プラントル数pr-U/αを任意に変化させることができる｡

なお,筆者らの予備計算結果によると,LatticeKineticスキームは,LBMに比べて数

値安定性が良く,高レイノルズ数の計算に適していることがわかっている｡

3.2 境界条件

LatticeKineticスキームでは,巨視的変数だけを用いて計算できるので,巨視的変数

u,pおよび Tについて境界条件が必要である｡したがって,通常の方法 (差分法や有限

要素法など)で用いられる境界条件をそのまま用いることができる｡ただし,(3.5)およ

び (3.7)式からわかるように,境界上でuおよびTの 1階微分を求める必要がある｡これ

には,例えば,2次精度の片側差分を用いて計算すればよい｡

3.3 数値計算例

LatticeKineticスキームの計算精度を調べるために,図3.1に示す2次元正方形領域内の

熱対流問題を計算した｡上下の壁は断熱とし,左右の壁はそれぞれTcおよび刀lに保たれて

る (Tc<Th)｡ただし,重力の効果には,Boussinesq近似を用いる｡すなわち,2.8.2節と同

様に次の項3Eigβ(T-r )ciy△xを(3･5)式に加える｡ここで,基準温度はr -(Tc+Th)/2

とした｡さて,本間題の無次元パラメーターも,(2.67)および (2.68)式で定義されるプラ

ントル数Prおよびレイリー数Raである｡ただし,(2.68)式で (TL-TU)う (Th-Tc)と

する｡

Ra= 105および Pr-0.1の場合の計算結果を図3.2に示す｡計算条件は,分割数 -

200×200,Tc-1,Th-2,A-0.74598,B-0.73658およびgβ△x-10-7である｡

図より,反時計回りの熱対流が生じ,温度場が流れ場の影響を受けて等温線が曲がってい

ることがわかる｡計算精度は,次式で定義される平均ヌッセルト数について既存の計算結

果と比較して検証した｡ Q
Nu=訂 (3.14)

ここで,Qは領域内の実際の熱流束,Q｡は流れのない場合の熱伝導だけによる熱流束を

表す｡本計算結果ではNu-3.95となり,Ferziger良Peri6[31]による差分法を用いた結
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呆Nu-3･9248と比べて 1%以内で一致している｡ また,流速ベクトルおよび等温線図と

も彼らの結果とよく一致している｡

次に,図 3･3にRa- 105および Pr-0.71の場合の計算結果を示す｡計算条件は,分

割数 -160×160,Tc-1･Th-2,A-0･67326,B-0･71397およびgβ△x-10-5

であるoこの場合には,二つの反時計回りの熱対流が生じ,温度場も流れ場の影響を受け

ていることがわかる｡また,等温線図を注意深 く見ると,左上および右下の角部の近傍の

温度勾配が図3･2(b)と比較して大きくなっていることがわかる｡したがって,Pr=0.71

の場合の方が熱流束が大きくなることが予測される｡実際,この場合の平均ヌッセルト数

はNu-4･60とな り,Pr-0･1の場合に比べて大きくなる｡なお,本計算結果のNuは,

Hortmannetal･[32]による有限体積法を用いた結果 Nu-4.5275と比較して 1%以内で一

致している｡

adiabatic

adiabatic

図3.1熱対流問題.

図3.2流速ベクトルおよび等温線 (Ra-105,pr-0.1).
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図3.3流速ベクトルおよび等温線 (Ra-105,pr-0.71).

4 二相系格子ボルツマン法

これまで単相流を扱ってきたが,LBMは液液や気液二相流体にも適用できる｡二相流

の特徴は,界面が存在することおよびその界面が 自由に変形することである｡したがって,

二相流の数値解析の難しさは,シャープな界面を捉えること,界面を時々刻々追跡しなけ

ればならないこと,各相の質量保存を保証する必要があることなどである｡二相系 LBM

の特徴は,界面形状の時間変化を陽に追跡する必要がな く,また,質量保存性に優れてい

ることである｡

二相系 LBMは,現在,次の3つのモデルに大別される｡

･Gunstensen良Rothmanモデル [33】

･Sham良Chenモデル 【34】

･SwifトOsborne-Yeomansモデル [35,36]

何れのモデルも,界面の非平衡系熱力学との対応では一長一短があ り,完成されたモデル

とは言い難い｡現在,Boltzmann-Enskog方程式に基づいた新しいモデルの開発 も行われ

ている [38]｡

本章では,Swiftらのモデルを用いた筆者らの研究結果を紹介する｡なお,以下では,3

次元 15速度モデルを用いて説明する｡2次元 9速度モデルを用いた定式化は,Appendix

Cを参照されたい｡
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4.1 SwifトOsborne-Yeomansモデル

二相 (秩序パタメーター¢が ¢1および ¢2に分かれているとする11)が共存する系の自

由エネルギー Qは,次のように表すことができる｡

glQ]-/dxl;l∇拙 "T,叶 (4･1)

ここで,第 1項は界面がもつ自由エネルギーを,第2項はバルクが もつ自由エネルギーを

表している｡なお,pcは界面張力に関するパラメーターである｡バルクの自由エネルギー

4,は,例えば,ファン ･デル ･ワールス流体では,

姉 4- Tln(滝 上 a¢2, (4･2)

となる｡上式でT,a,bは,¢の関数形を決める任意の定数である｡さて,非平衡系の熱

力学によると,6g/64,は化学ポテンシャルを表しており,系全体は化学ポテンシャルが同

じ値になる¢1および ¢2の二相に分離し,その界面の形状は,(4.1)式で得られる系の自

由エネルギーが最小となるように自律的に変形して決まる｡このとき,二相系の圧力テン

ソルは次のようになる【37]｡

ここで,

また,

paP-P6aβ+老 若

p-環 一 g-p0-- 2¢一芸IVbl2,

p0-4*'(¢)-榊 -¢Tr義 一α¢2,

(4.3)

(4.4)

(4.5)

である｡

さて,上記の二相系をLBMを用いて定式化してみよう｡速度分布関数fiの時間発展式

は,次式のようになる｡

fi(xI ciAx,I△t)-fi(x,i)--ilfi(x,)一芳q(x,i)], (4･6)

流体の密度 ¢および流速 uは,次式で定義される｡

15
¢ -∑fi,

i=1

u -去gcigi･

(4.7)および(4.8)式を満足し,また,(4.3)式で与えられる圧力テンソルが得られるよう

に局所平衡分布関数 芳qを決めると,その一つとして次式が得られる｡

芳q - Hi- i(po-Kfb∇2卜 等 IVQF2)

･EiQ(3uαqα一言uαuα+芸uau錘α瑚 )+EiKf晦 αciP , (4･9)
11例えば,少を密度βと考えればよい｡
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ここで,

El-2/9, E2-E3-･･･-E7-1/9,E8-E9-･･･-E15-1/72,

Hl-1, H2-H3-･･･-H15-0,

F1-17/3,Ei-3Eifori-2,3,･･･,15,

po-¢rT義 一 a¢2,

鴫 -芸農 芸一言若 雛 β,

である｡なお,ref-0[(△x)2]は界面の厚さおいび界面張力を決めるパラメーターである｡

また,(4.9)および (4.12)式中の∇¢は(3.10)式で,∇2¢は次式で近似できる｡

15
∑4,(a,+ci△x)･2桓封 ･4可 (4･13)

上記のように,局所平衡分布関数は少し複雑な形をしているが,速度分布関数fiの時

間発展は (4.6)式で与えられるように単純であり,アルゴリズムは非常に簡単になる｡ま

た,各相の質量保存性に優れており,長時間計算を続けても界面がぼやけたり体積が変化

したりしない｡しかし,Swiftらの二相系 LBM では,臨界点近傍の状態を扱っているこ

とから二相間の移動の速さ (移動度はTfの大きさおよび自由エネルギーの関数形 (412)式

に依存する)が大きく,たとえば,大小の多数のドメイン (一方の相の領域)が存在する

場合,ドメイン同士の合一がなくても小さなドメインが消滅して大きなドメインが成長す

る｡そのため,臨界点から離れた一般の気液や液液二相を取り扱う場合には不具合が生じ

る｡また,Swi氏らの二相系 LBMで温度を計算すると二相で異なる温度が得られること

など,熱力学的欠点も指摘されている【38]｡

そこで以下では,Swiftらの二相系LBM を基に筆者らが開発した新しい二相系LBM を

紹介する｡

4.2 液液二相系

まず,等密度の二種の液体が混在している場合を取り扱う【39]｡この場令,Swiftらの速

度分布関数 fiに加えて新しい速度分布関数giを用いる｡fiにより界面を識別するindex

fTnction¢を求め,giにより流体の速度および圧力を求める12【40]o速度分布関数giの時

間発展は,次式で計算する｡

gi(x ･ ciAx,i+△t)-gi(a,)- -i lgi(I,i)-gl'q(x･i)], (4･14)

流体の圧力pおよび流速uは,それぞれgiを用いて次式で定義される13｡

p- 喜ggi, (4･15,

12このとき,(4.9)式中の uには (4.16)式で得られるuを用いることに注意｡

13なお,界面内の圧力は (4･15)式で求めたpに 書rcgl∇4日2を加える必要がある｡なお,2次元 9速度モデ

ルでは をrcgI∇4･l2を加える必要がある｡
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15

u - ∑ cigi･
F!ーi!

また,局所平衡分布関数9;qは次式で与えられる｡

(4･16)

gt'q- Ei(3p･3uαqα一言uαuα+芸uaupqaqp) +EiKgGepqαqp , (4･17)

ここで,fCg-0[(△x)2]は界面張力を決めるパラメーターである｡

なお,流体の動粘性係数 l/は次式で与えられる｡

;(Tg一芸)△x･
I/=- (4･18)

したがって, Tgを変化させることにより,二相の粘性係数を変えることができる｡また,

界面張力 o･は次式で与えられる[41]｡

q-Kg蔦(g)2dE, (4･19,

ここで,亡は界面に垂直な座標である｡

この方法では,二相間の移動度を小さくすることができ,また,界面張力の大きさを広

範囲で変化させることができる｡

4.3 気液二相系

次に,気液二相流のような密度差 (気相の密度pG,液相の密度pL)がある場合を考え

る｡基本的な取り扱いは,4.2節の液液二相系の場合とほぼ同じであるが,密度βの変化を

考慮しなければならない点が難しい｡(4.14)式の右辺に浮力項 (-3EiCiz(p-PL)g△x,g:

重力加速度)を加え,さらに,(4.15),(4.16)および (4.17)式に次の変更が必要である14｡

)
CLi;

15
∑

.也

同

相tU

1
I3二p

.

〟;∃

u = 15

I cigi,

g2'q - HiP･Eil3p +p(3uαqα- 芸uauα+芸uaupciaqP)]

･言EiWgu濃 +EiGZβ qαciP , (4･22)

G£ β - glK遺 志 - 9(up豊 +堵 )]

- i (Kg若 か 2W堵 )Gαβ, (4･23)

ここで,

14なお,界面内の圧力は (4･20)式で求めたpに 書rcgl∇pI2を加える必要がある.なお,2次元 9速度モデ

ルでは 喜ftgl∇pI2を加える必要がある｡
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ここで,LJgの掛かった項は,系のガ1)i,イ不変性を保証するために必要な項で,LJg-

喜(T91喜)△xである【41】oなお,界面張力は(4･19)式で¢→ ptして求められるo

界面の密度 βは,¢を用いて求める｡例えば,次式を用いることができる｡

¢-¢min
P=

¢max- ¢ mi｡
(pL-PG)+pG, (4.24)

ここで,4,maxおよび ¢minはそれぞれindexfunctionの最大値および最小値である｡ある

いは,4,の開催4,6および4,1を用いて,

p-(

pG, 4,<砿,

*lsin(馨 車 1]･pG,砿 ≦¢≦乾, (4･25)

pL, 4･>乾,

と表すこともできる.ここで,△p-pL-PG,△¢*-4,仁 4,a,節 -(QE+舵 )/2である｡

なお,この方法を用いて,密度比が約 15程度まで計算が可能である｡しかし,それ以

上密度比が大きくなると,圧力場の計算が不安定になり,非物理的な結果が生じてくる｡

4.4 大きな密度比の気液二相系

4.3節の方法では,100程度以上の大きな密度比の気液二相系を安定して計算できない｡

この原因の一つとして,密度比が大きくなると,界面で∇･u-0が満たされないことが

考えられる｡そこで,以下では,∇･u-0を満たす方法を提案する.本手法では,界面を

識別するindexfunction4･は,4.2および4.3節と同じく4.1節のfiを用いて求める. 逮

度場および圧力場は,Projection法 【42]を用いて次のようにして求める｡

まず,流速の予測値u*を速度分布関数gtfを用いて求める｡9才の時間発展は,次のよう

になる｡

gt,(x･ ciAx,t･△t)I- i)-事 (x,)lg;eq(x,i)]

-3Eiqz(1-管)g△x･3Eiqa:[み 鹿 +a)]･(4･26,

上式において,右辺第2項は気泡計算のときの重力項を表しており,液滴計算のときには

(1-pL/p)1 (1-pG/p)とする必要がある.また,pは粘性係数であり,次式で与えら

れる｡

p-孟‡慧 pL-PG)･pG, (4･27)

ここで,仙 および〝Gは,それぞれ液相および気相の粘性係数である｡また,局所平衡分

布関数は次式で与えられる｡

gIeq-Eill.･ 3uαqα一 言uauα･guaupqaqβ.A△塘 ･紗 aqp]

･Ei三KgG:βqαciβ-3Fi?lVpr2･ (4･28)
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ここで･A-;(Tg-妄)IG:pは (4･12)式で¢→ ptしたものであるoなお･界面張力

ち(4.19)式で4,う Pとして求められる｡ 流速の予測値 u*は,次のようになる｡

15
u*-∑gtfci･たたiJ (4.29)

しかしながら,u*は∇･u*≠Oであるため,∇･u-0となるuを次式で補正して求める｡

u-u' Vp

△t p )

ここで,pは次のPoisson方程式を解くことにより求めることができる0

･･(写)-憲

(4.30)

(4.31)
上のPoisson方程式を解 くには様々な方法が考えられるが,ここでは,LBM を用いて

解 くことにする｡すなわち,新たな速度分布関数hiを導入し,次の発展方程式を考える｡

hT'1(x+ciAx)-h" )-一三lh" )-EiPn(x)]･喜Eia , (4･32)

ここで,nは計算の繰 り返し回数である｡Thは次式で与えられる｡

なお,pは次式で定義される.

1 1

Th= 石+ 百･

15

p-∑ hi.
i=1

(4.33)

(4.34)

(4.32)の発展方程式をIpn+1-pnl<E(たとえば,E-10~6とする)が満足されるまで繰

り返してpを求める｡したがって,本手法では4.2および4.3節のように圧力pを陽的に

求めることはできない｡

なお,本手法を用いて,密度比 1000までの計算が安定に行えることを確認しているが,

密度比が大きくなるに従って(4.32)式の反復計算の回数が増大するため,Poisson方程式

(4.31)の高速解法が今後の検討課題である｡

4.5 数値計算例

4.5.1 せん断流れ場中の液滴の変形 ･分裂

まず,4.2節の液液二相系LBM を用いてせん断流れ場中の液滴の変形 ･分裂の計算を

行った結果を示す [431｡図4.1に示すように,高さHの平行平板間の中央に半径 Rの液

滴を配置し,液滴が十分に平衡状態に達した後,急に上下の壁を反対方向に速さuwで動

かし (動かし始めた時刻をi-0とする),その後の液滴の変形および分裂状態を追跡し

た｡上下の壁にはすべ りなし境界条件 (counter-slip条件)を,側面には周期境界条件を

用いた｡計算領域は,128×64×128の立方体格子に分割した｡この間題の無次元数は,レイ
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ヽヽー/ Z ､一._一一■L

図4･1せん断流れ場中の液滴. 図4･2液滴の変形度D-(LIB)/(L+B).

ノルズ数Re-pTR2/ILc,キヤピラリー数Ca-p｡IIR/Crおよび粘度比rl-Pd/p｡である｡

ここで,Il-2uw/Hはせん断強さ,FLcは連続相の粘性係数,pdは液滴の粘性係数である｡

計算条件は,a-9/49,b-2/21,T-0.55 (このとき,4,max-4.895,¢min-2.211

となる)とし,また,ICf-0･01(△x)2,7-I-0･7,R-16△xとした｡その他のパ ラメー

ター u, 71gおよび Kgの値は,Re-0･2,10,0･1≦Ca≦0･45になるように変化させた｡

また,粘度比はr7-1とした｡なお,液滴の変形度Dは,D-(LIB)/(L+B)で定義し

た.ここで,Lおよび Bは,それぞれ液滴の長軸および短軸の長さである (図4.2参照)0

図4.3にRe-0.20で Ca-0.1,0.2,0.3,0.4と変化させたの場合の液滴の変形が定常

に達した後の計算結果を示す｡液滴は,楕円体に変形し,Caが大きくなるにしたがって

細長い楕円体になることがわかる｡この状態で,せん断力と界面張力が釣 り合っていると

考えられる｡同じReで Ca-0.45と少し大きくした場合の計算結果を図4.4に示す｡こ

の場合,楕円体に変形した後,さらにダンベル型に変形し,最後には二つの液滴に分裂

することがわかる｡種々の条件で計算を行い,キヤピラリー数 Caと液滴の変形度 β と

の関係を求めた結果を図4･5に示す｡図には,既存の実験 [44,46】,数値計算 [47]および

理論解析 【45】の結果を合わせて示している｡なお,既存の結果のレイノルズ数は非常に

小さく (Re<10~2),特に,理論解析結果はRe-0に対するものである｡図4.5より,

Re-0.2で Ca-0.10,0.20,0.30の結果は,既存の結果と非常によく一致している｡一

方,Ca-0.40の結果は,低レイノルズ数における既存の結果より,変形度βが少し大き

くなる｡さらに,Ca-0.45では,本計算結果の液滴は図4.4で示したように分裂するが,

低レイノルズ数における既存の結果では分裂せずに変形度が確定する｡これらの差異は,

レイノルズ数の違いによるものと考えられる｡実際に,さらにレイノルズ数を大きくした

Re-10の計算結果は,同様の傾向を示している｡すなわち,本計算結果より,レイノル

ズ数が大きくなるにしたがって,液滴は変形および分裂し易 くなることがわかる｡
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図4.3液滴の変形 (Re-0･20):(a)Ca-0･10, 図4.4液滴の分裂 (Re=0.20,Ca=0.45,

(b)Ca-0･20,(C)Ca-0･30,(d)Ca-0･40･ t*=tr).
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図4.5変形度 β とキヤピラリー数Caとの関係 :

▲Re-0.20,LRe-10,presentresults;

-I-Cox[45](theoretical);△Rumcheidt良Masonl44](experimental);

ロBruijnl46](experimental);☆Lietal･[47](numerical)･
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4.5.2 上昇気泡流

液体中の気泡の挙動解析は,機械工学,原子力工学,化学工学などの分野で重要な課題

である｡ しかし,数値計算の上からは,密度比および粘度比が大きいことが取 り扱いを困

錐にしている｡さらに,気泡同士の合一の取 り扱いも問題である｡4.3および 4.4節の気

液二相系 LBMは,気泡同士の合一の取 り扱いが容易である｡ 以下では,密度比が 5およ

び50の場合について,2次元9速度モデルを用いた2次元計算結果を紹介する[48]｡密皮

比 5の場合には4.3節の方法,密度比 50の場合には4.4節の方法を用いた｡

長さLy,間隔Lxの平行壁面間(Ly/Lx-2)の液体中に初期直径D(D/L3-0･156)の2次

元気泡を30個配置し,上昇しながら変形する複数の気泡の挙動を計算した｡なお,領域の上

下の境界には周期境界条件を,左右の境界にはすべ りなし境界条件 (counter-slip条件)を用

いた｡また,領域は256×512個の正方形格子に分割した｡なお,T-3.5×10~2,a-1,a-6.7

とし,indexfunction¢の最大値および最小値をそれぞれ 4,max-9.714×10~2および

4,min- 1.134×10~2とした｡液相 と気相 との密度比 pL/pG-5(pL-0.5,pG-0.1)

とした｡また,界面の密度は (4･24)式で求めたo その他の計算条件は,ref-0･5(△x)2,

FC9-3(△x)2,Tf-1,T9-0･8377,g-3･914× 10~6である｡このとき,モー トン数

M-gp4L(pL-PG)/(pao･3)およびエ トベス数E-a(pL-PG)D2/C,は,それぞれM-5×10~4

および E-5×10-1である｡ここで,pLは液相の粘性係数である｡計算結果を図4.6に

示す｡白い部分が気相を,黒い部分が液相を表している｡(a)および (b)では,最初,小

さな気泡同士が合体して徐々に大きくなるが,ほぼ円形を保ちながら上昇していることが

わかる｡その後,(C)では,比較的大きな気泡が複雑に変形しながら合体し,上昇して行

くことがわかる｡さらに,(d)および (e)では,1つの大きな砲弾型のスラグ気泡が流路断

面を満たすように上昇していることがわかる｡以上の計算結果は,2次元気泡の計算であ

るが,スラグ流の流動様式が得られ,定性的には妥当な結果であると考えれる｡ 次に,図

4･6(e)のy/Ly-0･391における密度分布およびy方向流速分布を図4･7に示す｡図4･7(a)

より,シャープな界面が計算されていることがわかる｡一方,(b)より,気相および液相

では滑らかな流速分布が得られているが,界面近傍において流速分布に小さなスパイクが

図4･6 2次元上昇気泡の計算結果 (pL/pG-5,t*-tU/L｡,U-0.1:最大気泡上昇速度).
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図4･7 密度分布およびy方向の流速分布 (pL/pG-5,t*-29･3,y/Ly-0･391)･

(a)t*-1･95 (b)t*-5186 (C)t*-10･2 (d)t'-15.0 (e)t*-19.5

図4.8 2次元上昇気泡の計算結果 (pL/pG-50,t*-tU/Lx,U-0.1:最大気泡上昇

速度).

生じている｡スパイクの生じる原因としては,圧力場の計算が不安定になっていることが

考えられる｡なお,このスパイクは密度比が大きくなるにしたがって増大し,そのため大

きな密度比では計算が不安定になる｡

そこで,次に4.4節の方法を用いて,液相と気相との密度比がpL/pG-50(pL-50,pG-1)

の場合を計算した｡indexfunction4,については上記と同じとし,界面の密度は(4.25)式

で求めた｡ただし,死 -9･2×10~2,舵 -1･5×10~2とした｡その他,上記と異なる

計算条件は,p;I-1･5(△x)2,fCg-1×10~5(△x)2,Tf-1,T9-1,g-6･815×1017,

pL-1.034×10~1,pG-2.067×10~3である｡このとき,モートン数およびエトベス数

は,それぞれM-1･×10~5およびE-10であ̀る｡計算結果を図4.8に示す｡図より,(a),

(b)では,気泡が徐々に変形し,底部が少しくぼんだ形や偏平した形で上昇してゆくこと

がわかる｡(C)では,気泡同士の接近に伴って,気泡が合一し複雑な形状の気泡が形成され

る｡さらに,(d),(e)では,合一と分裂を繰り返し,様々な形状の気泡が複雑に変形しなが
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ら上昇している様子がわかる｡このように,図4.8の結果は,図4.6の結果よりも気泡が

複雑に変形する｡これは,エトベス数が大きくなったこと (気泡径が大きくなったことに

相当),および液相と気相との密度比が大きくなったことが原因と考えられる｡ 次に,図

4･8(e)のy/Ly-0･613における密度分布およびy方向流速分布を図4･9に示す･図4･9(a)

より,密度比50のシャープな界面が計算されていることがわかる｡さらに,(b)より,滑

らかな流速分布になっており,界面近傍においてもスパイクは生じていないことがわかる｡

すなわち,4.4節の方法により,密度比50の気泡の計算が安定に行なえることがわかる｡

二 言幸二 =

(a)密度分布

0.04

0.03

0.02

0.01

0.00頂 ニ
0 0.25 0.5 0.75 1

,I/Lx

(b)y方向の流速分布

図4.9 密度分布および y方向の流速分布 (pL/pG-50,t*-19･5,y/Ly-0･613).

4.5.3 液面に衝突する液滴

最後に,4.4節の方法を用いて,液面に衝突する液滴の挙動を計算した結果を示す 【49]｡

ただし,2次元計算である｡幅Lx,高さLyの領域 (Ly/Lx-0･5)に初期直径Dの液滴お

よび深さHの液面を配置し,i-0に液滴を初速度Vで落下させた.液相と気相との密度

比はpL/pG-50(pL-50,pG-1)とした｡なお,領域の左右には周期境界条件,上下には

すべ りなし境界条件 (counter-slip条件)を用いた.計算条件は,indexfunction¢につい

ては4.5.2節と同じとし,界面の密度は(4.25)式で求めた｡その他についてはL3-256△x,

Ly-128△x,D-40△x,H-20△x,rcg-1×10~5(△x)2,T9-1,a-6･25×10~8,

ILL-1×10~2,FIG-2×10~4とした｡なお,このとき,ウェーバー数We-pLV2D/C,,

フルード数Ft-V2/gD およびレイノルズ数Re-PLVD/FLLは,それぞれ We-147,

Ft=158およびRe-3975である｡計算結果を図4.10に示す｡液滴が液面に衝突すると,

衝撃により液面が跳ね上げられていることがわかる｡その後,衝突した液面は徐々に押し

下げられる｡一方,跳ね上げられた液面は,ミルククラウンで見られるように先端部が丸

くなって分裂する｡
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(a)t*-0.099

(C)t'-0.795

(e)t*-2Ag

(b)t*-0･497

(f)t*-3･48

図 4･10 液面に衝突する2次元液滴の計算結果 (pL/pG-50,t*-W/D).

5 おわりに

LBMの基礎と応用を主に筆者らの研究結果を中心に解説した｡本文で記述したように,

LBM の特徴は,

1.アルゴリズムが非常に簡単であり,また,並列計算に適している｡

2.質量および運動量の保存性に優れている｡

3.局所平衡分布関数の形を変えるだけで,単相流から二相流まで統一的に取 り扱 うこ

とができる｡

ことである｡

LBM の研究は,1990年代に始まったばかりの非常に新しい研究分野である｡現在,罪

圧縮性粘性流体のLBM はほぼ確立しているが,二相流体のLBM はまだ発展途上である｡

また,本稿では言及しなかったが,LBMの数値安定性解析,圧縮性流体を扱 うThermal

LBM,乱流解析への適用,不等間隔格子や多重スケール格子のLBM などの研究も進展し

ている[3,4]｡
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今後,多 くの研究者が LBMに興味をもち,本分野の研究がさらに発展することを期待

している｡本稿が,多少なりとも,その助けになれば幸いである｡

謝辞

最後に,本解説の執筆を勧めていただいた物性研究編集長の早川尚男先生にお礼申し上

げます｡

A AppendixA

2章および3章における無次元変数の定義を以下に示す｡変数はすべて,代表長さL,代

表粒子速さC,代表時間io-L/U(U:代表流れ速さ),基準密度po,基準温度To,定圧

比熱 cpを用いて無次元化している｡〈の付いたものが無次元変数である.ただし,本文で

は人を省略している｡

9-ci/C, 盆-a/L･ i-i/to,

fi-fi/po,∂i-gi/To,
j3-p/po, i-T/To,
iL-u/C, 如 1- uT/C,

8-e/C2, 香-p/(pc2),今- q/(pob,cTo),
a-U/(cL),今-α/(cL),k- k/(p ocpcL)･
合-gL/C2, β-βTo.

(A.1)

4章における無次元変数の定義を以下に示す｡変数はすべて,代表長さL,代表粒子速

さC,代表時間to-L/U(U:代表流れ速さ),indexfunctionの基準値 4,0,基準密度po

を用いて無次元化している｡<の付いたものが無次元変数である｡ただし,本文では〈を省

略している｡

ラ-ci/C, 盆-x/L, i-i/to,
fi-fi/4,0, 台i-gi/po,
∂-4,/i., P-P/po,
iL-u/C, ii-p/(pc2),
O- i,/(cL),6-g/(poc2L),
∂-gL/C2.
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B AppendixB

粒子速度ciの総和に関する公式を以下に示す｡なお,以下の公式は,N-9および 15

の両方に成立する｡

〟

∑ EiCiα - 0,

71=1
〟

∑ EiCi｡Ciβ
Fと'il

〟

∑ EiCiαCiPCi7 - 0,
日≠卓il

〟

∑EiCi｡CiPCiTCi6
i=1 吉(6ap676十6aT6p6I6Q66p7), (B･4)

∧r

∑EiCiαCiPCiTCi6Ci( - 0･
71=1

(B.5)

C AppendixC

4章の二相系 LBMの定式化に関連して,2次元 9速度モデルを用いた場合の局所平衡

分布関数を以下に与えておく｡

(1)Swift-Osborne-Yeomansモデル

芳 q - HiQ･Fi(po-Kf¢∇2¢)

･EiQ(3uαqα一芸uauα.芸uaupqαciP)+EiKf軸 aqp, (C･1)

ここで,

E1-4/9,E2- ･･･-E5-1/9,E6- ･･･-E9-1/36,
H1-i,H2-H3- ･･･-H9-0,
F1--5/3,Ei-3Eifori-2,3,･-,9,

亀 -言霊 芸 一芸若 君 6ap,

(C.2)

(C.3)

である｡また,(C.1)および (C.3)式中の∇¢は (3.9)式で,∇2¢は次式で近似できる｡

･2匝&[童¢(x･ci△x,18梱 ]･

(2)液液二相系

定数Ei以外は形式的に同じ｡
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(3)気液二相系

9言q - H iP･E i l3p･p(3uαqα

3 9

亘uαuα+豆 u αuPCiαCiP

･2FiWgu濃+EiGZp qaqp,

G£β-glKg芸かwg(up
;(

∂β
芸･uα砺
堵若･2wgu,布

∂β
)

(C.5)

∂αβ, (C･6)

である｡

(4)大きな密度比の気液二相系

g;eq-EillI 3uαciα一言uauα+芸uaupq･αciP･A△塘 +紗 aqp]

･Ei:KgG芸βqαqp一芸Fi?J∇p l2, (C･7)

ここで,A-;(Tg一書),G:pは (C･3)式で¢→ 再 したものであるO
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