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第1章 ガラス形成物質の振る舞い

1.1 ガラスの特徴と諸問題

1.1.1 ガラスの作り方
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図 1･1:現代におけるガラスの作り方【2]｡

ガラスの歴史は古い｡紀元前1000年より以前からガラスは作られており､実際にアッシリアや

バビロニアではガラスの製造方法を記した文書が発見されている｡ガラスの諸問題は物理学､特

に凝縮系物理学において複雑で古くから未解決な問題の一つである｡ ガラスと液体や不完全結晶

との違いは何であろうか?この章では幾つかの実験､シミュレーションに現れたガラス形成物質

の特徴を概観する｡

1.1.2 緩和時間(粘性係数)

図 1･2は縦軸に粘性係数の対数を取ったもの､横軸に温度の逆数(にガラス転移温度をかけたも

の)でプロットしたものである｡直線的になっているものはいわゆる ｢強いガラス｣で､Arrhenius

壁(T7∝e△E/kBT)の温度依存性(遷移の前後のエネルギー差を△Eとすると､遷移確率はe△E/kBT

に比例するので､その逆数が緩和時間(粘性係数)となる)を持っている｡曲線的なものはいわゆ

る ｢弱いガラス｣で､ある特定の温度嶺域を境に急激に粘性が増加していることが分かる｡モー

ド結合理論による予言ではその温度領域(クロスオーバー温度)において粘性係数が発散するはず

であるが､グラフが示すとおり発散しない｡

1.1.3 Non-Debye型緩和

図 1･3は緩和関数を時間に対してプロットしたものであるが､ガラスはいわゆるDebye型(最も

左端に見られるグラフ)とは異なった挙動を示す｡その代表例が右二つの破線のような緩和であり､
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2段階型の緩和を示す｡その前期過程をβ緩和､後期過程をα緩和といい､それらの緩和がくっ付

いて一段階緩和に見えるようになる温度をクロスオーバー温度という0
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1.1.4 誘電緩和に見られるクロスオーバー

図1.4の○はα過程､△はβ過程を表す｡これらは高温叙域では異なる振舞いを見せるが､ある

特定の温度Tpでクロスオーバーするo 右の図の破線はVogel-Fhlcher-Tammannの理論による予

言であるoIAの縦軸は緩和レートの対数プロットであるO図1･5のOTPのTx､Tc､TB､箱 が全
て同じ温度である｡
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図 1.5‥転移温度などの一覧｡OTPのクロスオーバーが分かる[3】｡

1.1.5 エントロピー

図1.6は縦軸に液体と結晶の間のエントロピーの差 (configurationalentropy)を融点のエント

ロピーで規格化したもの､横軸に温度をとったものである｡いわゆる強いガラスの代表格である

B203やエタノールなどは結晶よりもエントロピーが小さくなることはないが､一番下に見られる

ような乳酸などは急速にエントロピーを失い､おおよそ融点の2/3の温度(Kauzmann温度TK)
を境に結晶よりもエントロピーが低くなる｡絶対零度で結晶のエントロピーが Oになることを考

えれば､液体のエントロピーは負になる｡ これはKauzmannparadoxと言われている｡
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図 1.6:LacticAcidを延長するとKauzmann温度 【2】｡

1.1.6 動的な不均一性

ガラス転移点付近ではEinstein-Stokesの関係式D-kBT/67rEr)が必ずしもT<Tcの領域で成
り立たない｡図1.7から､ガラス転移点付近で徐々にEinstein-Stokesの法則からのずれが発生し

ていることが分かる(ずれがないときは破線上に乗る)｡これはEinstein-Stokesの関係式を導出す

る際に仮定した動的な等方性がこの温度鏡域で破れることを意味している｡
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第2章 非平衡統計力学のおさらい

この章ではこの講義を理解するのに最低限度必要な事項をBrown運動を例にとって説明する[13】｡

2.1 Brown運動

2.1.1 Brown粒子と輸送係数

Brown粒子のt-0における位置をr(o)とする｡そして長時間経った後に位置がr(i)になった
とする｡この粒子は頻繁に回りの流体を構成する分子と衝突しており､時間Tが経った後の粒子

の間の速度は相関がないものとする｡ここで時間を離散化して､t=nTとして考えてみる｡ただ

L nは1よりも大きい数を選ぶものとしようO定義としてrj≡r(jT)とし､さらにTの間の変位

を△rj≡rj-rj11として定義するo 先程も述べたとおり､j≠kにおいては△rjと△rkの間に

相関がないものとする｡平衡にある系では△rjはjに関係なく等方的な確率分布をするので

(Ar,.)-0,(△rjArk)- 誓6jkl (2･1)

とできるであろうOここでlは時間Tの間の平均的な変位であり､1は単位テンソルである｡r(i)-
rL

r(o)-∑ △rjという関係式から
j-1

(【r(i)-r(o)Hr(i)-r(0)])- nl2-6Dt

D - 去 (lr(tト r(0 )｡ r(i)- r (0)｡

もしくは

(2･2)

(2.3)

と書けるOただしここで拡散係数をD≡l2/67-と定義してあり､(2.3)はEinsteinの関係式とし
て知られている｡

次に

R (k ,i)≡ (exp (ik･lr (0ト r (i)])) (2.4)

なる形をした関数を考えるor(i)-r(0)がGauss確率分布に従うランダムな変数であることから

A(k,i)-exp(-Dk2t) (2･5)

が得られるlo(2.5)は特性関数であり､分布関数のFourier変換であるのでこれを逆変換すること

で分布関数が得られ､

R(r,i,-古 /
dkeik'rA(k,i)-(6(r(i)-㍗(0)-r)) (2･6)

1GauSS分布ではキュムラント平均の3次以上の項がOであることを用いる｡キュムラント平均の 1次､2次はそれ

ぞれ通常の意味での平均､分散であるから(2･2)から(2.5)が得られる｡

-510-



｢臨界現象 ･相転移のダイナミクス ･ガラス転移｣

となる2｡これより確かに初期条件γ(o)の元での変位の分布関数を表していることが分かるであろ
う｡また､(2.5)から(2.6)を時間で微分することで

孟R(r,i)-D∇2R(r,i) (2･7)

という拡散方程式が得られる｡これはFokkeトPlanck方程式の最も簡単な例の一つである｡

今ここで､時間(jll)T<t<j7･における速度の平均をi)-△rj/Tとして定義すると､(2.1)
より

(i(i))-0, (b(i)b(i,))-芸16(i-t′)-2D16(i-i,) (2･8)

とできる｡ここで時間の連続極限を取る段階で6jj′はT6(ト L′)と置き換えた｡これらを用いるこ

とで運動方程式は

孟r(i)-i(i) (2･9)

と書ける｡(2.8)と(2.9)はランダム性を含んだ粒子の運動方程式で､Langevin方程式の最も簡
単な例である｡

今ここで微視的な速度をV(i)としてr(i)-r(0)-.[dsv(S)と(2.3)を用いることで
D-;LtdsLtds′(V(S,･V(S,))

被積分関数がtが大きいときにS=S′近傍でしか積分に寄与しないとしてやれば上式は

D=
十
dt(vx(i)vx(o))

と書かれる｡これは輸送係数に対するGreen-久保公式の一例である｡

(2･10)

(2･11)

2.1.2 Langevin方程式

質量M の1次元Brown粒子に対してより深い考察を行おう｡時刻tにおける粒子の位置､運動

量をそれぞれX(i)､P(i)とし､外場U(X)がかかっているものとするoさらにこの粒子には周囲

の流体から力を受けているとする｡T以下の時間スケールにおいて､この力は抵抗カー(r/M)P(i)
と揺動力RO(i)の二つの部分に分けられる｡運動方程式は

k(i) - M-1p(i) (2.12a)

13(i) - -U'(X)-IIM-1p(i)+RO(i) (2.12b)

一般にBrown粒子は周囲の流体よりもはるかに大きいので､Brown粒子の時間スケールで考えれ

ばROはすぐにその過去の記憶を失うOこれは揺動散逸定理として知られているように､以下のよ

うに書かれる｡

(RO(i)RO(t'))-2kBTI16(ト L') (2･13)

6(i-t′)の前の係数は平衡状態を仮定してエネルギー等分配の法則を適用することで求まる｡

2最後は丘の定義式をそのまま代入しただけである.
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次に､以上の方程式は厳密にミクロスコピックな方程式であるとし､RO(i)はあらかじめ定めら

れた時間の関数であるとする｡このとき相空間の分布関数はDt(a7,P)=6(2-X(i))6(P-P(i))
とできて､それに対応するLiouville方程式は以下のようになる

孟擁 ,p)-LtDt(x,p)

ここでL:tは時間に依存するLiouville演算子であり､

抽 p)-一芸 p一芸 (-U,(x)一芸 p)一芸 RO(i)

(2･14)

(2･15)

とできる｡この演算子の中にランダムな変数が含まれていることから(2･14)は確率的Liouville

方程式と呼ばれている｡ランダムノイズの部分は分布関数の広がりを大きくする役割を持ってい

る｡この式を形式的に積分して

Dt+△t(x,p)- Dt(x,p)+
∫

i+At

I:tlDtl(x,P)dtl

-[1･r Atdlljtl･r Atdtl/tldt2ftlft2ト .]擁 ,p) (2･16,

この式の両辺を揺らぎについて平均したものが求めるべき分布関数の方程式である｡揺らぎはGauss

過程に従うことから3次以上の項は0((△t)2)の項だけなので結果として

孟DHx,p)-L(x,p)Dt(x,p)

L(x,p)-一芸p･孟(r(kBT孟+去p)+U,(x))

(2･17)

(2･18)

となる｡これは相空間に対するFokker-Planck方程式であり､Kramers方程式と呼ばれているO

2.1.3 記憶効果を含むLangevin方程式

揺動力RO(i)の導入時に述べたようには記憶の効果はすぐにはなくならないOその効果を含めた

揺動力をRl(i)として､以下の関係が成り立つように(2･13)を一般化する(一般化されたGreen一
久保公式)0

(Rl(i)Rl(i/))-kBTT(i-t′) (2･19)

(2.13)はスペクトルの関係からWhiteNoise､上の式はColoredNoiseと呼ばれる｡そして運動方
程式は

i(i)- M-1p(i)

i(i) --U′(x(i))-上
(2･20a)

dsT(i-S)M~1p(S)+Rl(i) (2.20b)

という形に一般化される｡ガラス転移においては一度衝突した粒子がまた衝突するなどの記憶効

果が重要になってくる｡
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第3章 モード結合理論とガラス転移

数あるガラス転移の理論の中で唯一第一原理に基づく理論としてこの章ではモード結合理論につ

いて説明する｡

3.1 G6tze方程式

3.1.1 粘性係数増大の現象論的導出【7]

粘弾性体のMaxwell模型1を例にとって考えてみよう｡Tlを粘性抵抗､G∞を弾性率､7-を緩和

時間とすれば

T7-G∞T (3.1)

とできるo Tは一般的にミクロスコピックな緩和時間乃 と､拡散による部分 (D(T)-1に比例する

部分)に分けられる｡故に

T7(T)-rl｡十b(T)D(T)~1 (3.2)

という形に書かれるOここでb(T)は温度に滑らかに依存する関数である｡Einstein-Stokesの関係
式を用いると

D(T)-

r7(T)-

kBT

6打αrl(T)

T70

1-67Tab(T)/kBT

であるから代入することで

となる｡ここで仮に分母が Oになるような温度Tcが存在したならば､つまり

67Tab(Tc)
kBTc

= 1

(3･3)

(3･4)

(3･5)

となるような場合､粘性係数は臨界温度Tcにて発散する｡

直感的に解説するならば､以下のようになる｡粘性緩和過程は拡散に代表されるような粒子の

運動によって起こりうる｡この粒子の運動は粘性申こよって妨げられるo これらの過程はセルフ

コンシステントに繋がっており､このフィードバックの機構が粘性係数の発散を起こすのである｡

この理論は現象論であって､微視的な理論はG6tzeによるもので､次節で解説する｡

3.1.2 G6tze方程式の導出

ガラスのように窮屈になった液体では､粒子の動きを互いに邪魔しあうので密度の時間変化は

遅い｡それに対して運動量やエネルギーなどの物理量は衝突により密度に比べて速い時間変化を

1AppendixB.1参照｡
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する｡このことから速い変数として運動量密度､遅い変数として密度を取ればよいことが分かる｡

この節では密度間の時間相関関数

重た(i)-
(pk(i)p_良(0))

(lpk(0)l2)
(3･6)

に対する閉じた方程式を導出する｡

今考えるものは 1成分流体系で､粒子数密度をp(r,i)､運動量密度を3'(r,i)として次の方程式
に従うものである｡

-孟p(r,i)ニー∇･3･(r,i) (3･7a)

孟j(r,i) - I(r,i) (3･7b)

もちろん散逸的な項と揺らぎの項が付くはずなのだが､結果には影響しないのでここでは省略し

た.そして3'(r,i)の高次の項は遅い過程には重要ではないので落とす｡I(r,i)は不均質な液体に
働く力の密度で､以下のような形を持つ2｡

I(r,i)--p(r)∇
6H((p))

∂β((㍗))
(3･8)

H((p))は自由エネルギーの密度汎関数で､ここでは理想気体の自由エネルギーからの類推より
RamakrishnanとYussoufによる以下の形を採用する｡

H (p)-kBT/ drp(r,(ln慧 - 1) 一 言kBT// drdr′C (r- r,) (p (r,- p o , (p (r,)-po)
(3･9)

ここに現れる墓 C(r-r′)は直接相関関数で､そのFourier変換は構造因子のFourier変換 Skと

Cた-P.-1(ト Sk-1)なる関係がある-(3･7a)に現れる全ての非線形性は見てのとおり､I(r,i)tこ
含まれていて､I(r)-fl(r)+fnl(r)という形に線形部分と非線形部分を分離する3.

fl(r) - -kBT∇(6p(r,i)-po/ dr,C(r- )6p(r,,i)) (3･10a)

fnl(r)≡ kBT/drc(r-r')6p(r)∇′p(r',i)
これらを(3.7a)に代入してFourier変換すると

-孟pk(i) ニ ーik･3･k(i)

孟3･k(i) - -ikkBTl1-pocた】pk+kBT/q

(3･10b)

(3･11a)

tqcqpk-qPq (3･11b)

となる4｡この線形部分だけを取り出してやると

芸 p"i)- -- , (02k-k2誓 (1- pock,-k莞 ) (3･12)

2詳細は AppendixB.20

3最終結果で現れている6p(r,i)は汎関数微分の意味とは異なり､∂P-P(r)-p.として定義されている｡

を意味する
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という振動を記述する方程式になる｡

非線形項を含んだ方程式は難解であるので､これを解くかわりに記憶項を含んだLangevin方程

式(2.20a)と比較して扱おう｡(2･20a)と(3.lla)の対応関係を見る前に､一時的にLangevin方程

式の(2.20b)の記憶項のことは忘れてみよう｡ そうすると､明らかに(2･20a)と(3･11a)は対応し

ていることが見てとれるであろう｡他にも同様にして対応関係が得られ､以下のようになる｡

M l m

X - pk

P - -ik･3'た

U'(X) 一 一m02kPk

刀 --) Rk=kBT
/q
k･qcqpk-qPq

今の段階では記憶項を無視しているのでこれでは完全なLangevin方程式の再現にはならない｡記

憶項は非線形項が時間発展するにつれて現れてくるもので､平均値がOのランダム部分(Rk)と記

憶項に分けられる｡ 記憶項を導出する為に次のような類推してみよう0

p a p2 6ji
L- 貞 -ここ二- =≡】-
M ∂P2M 6iLk

飢 ま有効ハミルトニアンで､(3.9)に運動項を付け加えた

h{p,恒 /dr諾 +H{p}

(3･13)

(3･14)

という形をしたものである｡6iLkによる汎関数微分を考える際は運動項の中にある3'(r)の縦成

分だけを考えればよく､その部分をHKLと書けば

HKL-kBT
Pk

相
田2

･.f
i

ZⅦしⅣ
2

と表される｡この対応関係から密度揺らぎのLangevin方程式が以下のように書き下せる｡

芸 pkニーOZpk-LtdsJuk(ト 擁 (S)･去Rk(i,

ここでル毎(i)は記憶項で

ル1k(i)-

m2(l扉 )
(Rk(i)1Lfc(0))

という形をしている｡相関関数の形にするならば

芸 頼 t,-一触 (i,-LtdsJuk(i-S,i如 )

となるoJuk(i)の形にRkを代入すると

Juk(i)-
(kBT)2

(lhl2)mtlPk

(3･15)

(3･16)

(3･17)

(3･18)

/q,q′(k･q,(k･q/)cqcq,(pk-q(i,pq'i'p-k十4(0,p-4'0)) (3･19'
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となる. ここで問題なのが 4体相関の部分であるが､この項のおかげで方程式が ◎k(i)について

閉じなくなってしまっている.そこで以下のようなフアクトリゼ-ション(factorization)近似

(pk-q(i)pq(i)p-k+q′(0)p-qJ(0)) FS (pk_q(i)p_k+q,(0))(pq(i)p_q,(0))

+(pk-q(i)p-q′(0))(pq(i)p-k+q′(0))

- (6q,q′+6q,k-q′)N2sqslた-qI◎q(i)◎h-q(i)(3･20)

を行うことで5,uk(i)は

Juk(糎 諾 /ql(k･q,cq･k･(k-q)C.k-q･]2sqs.A-q･Oq(i,虹 q(i, (3･21,

のように書けて､◎k(i)について閉じた形の方程式が得られることになる[8,10,ll,16]o初期条
件は以下のように設定すればよい

･k(i-0)-1, 孟Ok(i)

3.2

(3･22)

G6tze方程式の予言する事実[8,10,ll,16,9]及びその引用文献､
特に【8,10,ll,16]

G6tze方程式からは､二段階緩和の前期過程と後期過程がちょうど重なる点(クロスオーバー点)

が予言される｡上記の方程式の特徴は､ck､SかTなどの静的なパラメーターをインプットとして

◎kの方程式が書かれていることにある｡ この節では記憶項をより一般的に

Juk(i)- 0芝Fk((◎),V) (3.23)

と書き表す｡このときVは静的なコントロールパラメーターを一般に書き表したもので､これを

自由に動かすことでクロスオーバーが出てくることを以後確認するo この系が平衡ならばt→(刀

で◎招‖まOになるが､そうでないときは相関が残る｡これを

は ;F fk,'C.rgo器C.'n_｡rg｡｡i｡) for t州

のように表す｡これを初期条件(3.22)の元で時間無限大の極限を取ることで

fk

1- fk
-Fk((fLV)

(3･24)

(3.25)

を得る｡ この方程式が唯一の解を持つのであればVのパラメーター空間はエルゴ-ド的な部分と

そうでない部分に分けられる場合がある｡もし複数の解を持つときは最大のものを取ると上手く

エルゴ-ド･非エルゴ-ド転移を説明できる｡そして､ちょうどfkがOになるかならないかの境

界におけるfkの値をf完と書くO

5これはGausS分布をすることを仮定することと同じである.この後ガラス転移のモード結合理論を展開するが､そ

こでは分子程度のスケールの波長に対してモード結合理論を適用している.しかしGauss分布するには問題としてい

る時間スケールの間に多数の過程が存在していなければならない.分子程度の空間スケール･時間スケールでこのよう

なことを仮定するのは本来ならばナンセンスであるが､それでうまくいく場合もある｡この近似の正当性については

5.1.3小節で行う｡
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3.2.1 β緩和

クロスオーバ近傍の第一段階の緩和をβ緩和という｡そこで相関関数をクロスオーバー点での

値fkC近傍で展開して

◎k(i)-fkC+(1-fkC)2Gk(i)

と書く｡ このとき

Fk'{W )- k'{鉦Ⅴ)+写笥 (1-fqc)2Gq't'

･∑去篇 (1Jqc)2(I-frc,2Gq(t,Gr(t,+-qr

≡Fk((fhV)+∑ckqGq(i)+∑ckq,Gq(i)a,(i)+
q qr

(3･26)

(3･27)

という形で展開して､元の方程式(3.18)に以上の式を代入することでGk(i)の方程式が得られ､そ
の二次まで取ることで以下の方程式が得られる｡

∑ (6qk-Cqk)トZGk(I)i-Iq≡△Cq+∑cqkpトzLTlGk(i)Gp(i)D
k kp

-(1-fqc)[-zGq(I)]2+･-

(3･28)

△Cqはクロスオーバー点からのずれ (V…VIVc)による値の変化を表す.
6qk-Cqkが逆行列を持つならば､この方程式をGkについて解くことができ､それがVについ

て正則な振る舞いをすることがわかるo特異な解を持つためには6qk-Cqたが逆行列を持っては

ならないoつまりCqたの固有値が 1であるということであるoよって右と左の固有ベクトルをそ

れぞれeck､eCkとすると

∑cqkeCk-ecg,∑acqcqk-eCk
k q

ここでこれらの固有ベクトルの各要素ecq､eckは正であり､計量は以下のように取るo

∑eckeCk-∑ (1-fqc)eqeq-1
k q

(3･28)の左辺からeckをかけて和を取ることで､解くべき方程式は

∑ecklk-0k
となる｡ここで解を特異な部分とそうでない部分に分ける｡

Gk-eCkG+6Gk

6Gたは特異な部分を持たない､つまり特異な部分とは直交するので

∑ eck6Gた(I)-0fc

- 5 17 -
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これを(3･28)に代入して左から∂ckをかけてkで和を取ることで

J一入zLT[G(i)2]-[-zG(I)】2-0
という形の式が得られる｡ここで

J ≡ 妄∂ck(%)C･V
入 ≡ ∑ ecqcqkpeCke;
qkp

(3･34)

と定義したoJはクロスオーバー点からのずれを表すパラメーターである｡人は指数パラメーター

と言われ､クロスオーバーの特異性を表す｡

今､ちょうどクロスオーバー点直上､つまりJ-0のとき(3･34)は

入zLT[Gc(i)2]+トzGc(I)]2-0 (3･36)

という形になる｡これは特徴的な時間スケールを持たない｡この解としてGc(i)-｢x人のような
powerlawを仮定すると､これのLaplace変換はr関数で得られるので

r(1-x入)2

r(1-2x入)
=入 (3･37)

となる｡この方程式の解は正負それぞれ一つずつあり､a-a入､Ib人で与えられるoaの場合は

i- ∞でGk(i)-0となることから､相関関数が有限の値を持つことが分かる｡これはaが二段
階緩和の後期過程に対応している｡それに対してbは前期過程クロスオーバー点近傍の指数を表

す｡つまり∬入-αの場合だけ書き下すならば

Gc(i)-
(3･34)の形からG(i)の形が以下のように与えられることが分かるo

G(i)-而 gi(uqt,,G(I,- 誓 g主(孟)

j=の符号はUの符号を表している｡この式がC,- Oで (3.38)と一致せねばならないので

G(i,～(a)La～澗 (uqt,-a
これから(3.34)は

という時間でスケールされる6｡t̂≡LJqt､2≡Z/LJJと定義すれば(3.34)は

千言+ALTlgi(i)2]+2gi(2)2-0

(3･38)

(3.39)

(3･40)

(3･41)

(3･42)

6っまり特徴的な時間スケールが LJg~1で与えられるOこれが転移点 cr-0で発散することからpowerlawが適切
であることは分かるであろう｡
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と書き直される｡

最初にO->0の場合を考えてみよう｡2→ 0でこの式は発散してしまうので､この発散項が第

二項と第三項でキャンセルされることを要請するoつまりg+(i)一 触 >0,g+(2)--恥/2
とする｡これを代入することで

1
9.(i)一両 asi→ ∞

(3.42)などからJ>0の飯域で

fk-fkC･hk島 (hk≡(i-fkC)2eck)

と書くことができる｡

q<Oのときは正のときと同様にすると9-(i)-
､･′二r二1

(3･43)

(3･44)

となり､実数値を持たない｡これ

は十分時間が経つことでfkCから離れていくことを表しているo短時間の振る舞い2- ∞ とする
ことでx入--bの解で表され7､

91(i)--Bib

･ k (i,-fkC- hkB(三 )b, (T - 頼 ｢7 )

1 1

7≡ 茄 +元

これから

これと(3･41)から

(3･45)

(3･46)

(3･47)

となる｡

Jの負の解はLJq-1よりも長い時間スケールで変化するOこの時間スケールの緩和をvonSchwei-

dlerの法則という｡しかしながらここまでの議論はfkC近傍に限られているOより長い時間スケー

ルの､クロスオーバー点から離れた緩和をα緩和と呼ばれている｡

3.2.2 α緩和

(3･18)のLaplace変換を書き下してみる｡

¢た(I)
1+Z◎k(I)-義+LTlFk(酢 V)]

(3･48)

時間のスケールは以上で議論した通りZ～ 7-′~1≪LJq､◎k(I)～Z-1- 7-/なので右辺第一項は落と
すことができる｡これにより､以下のようなスケールされた解が得られる｡

◎k(i)-Pk(i/T′),◎た(I)- T′伽(T′Z)

ここでf≡L/T′､乏≡T′Zとして

伽 (Z～)

1+乏伽 (乏)
7短時間で正則な方の解である｡

-LTlFk(p(tl),v c]
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時間スケール T'が長いことを考えればt≪ 1であるので､V,A(i)はクロスオーバー点の値fkCに近
い｡これより

p(tl-fkC+hkQ(tl

とできて､(3.36)と同様にして

入aT[Q(Ll2]廿 乏Q(i)]2-o
tが小さい額域で有限の解を取るのであれば､Yonschweidler型の解が適用され､

伽(tl-fkC-hkBtb

(3.51)

(3･52)

(3･53)

となる｡このスケールされた解はtime-temperaturesuperpositionといわれている｡何故なら時

間の変化が温度に依存した時間のスケール丁を適当に変えることで吸収できるからである｡また､

今回は時間スケールが小さい場合を考えたが､tが大きな場合の解は数値的に行うしかない｡
今まではこれ以上の緩和過程がないものとして計算してきたが､実際に更なる緩和は起こりう

る｡これはある自由エネルギーの準安定状態から他の自由エネルギーの準安定状態に移る過程で､

HoppingProcessと呼ばれている｡これについては後ほど議論する｡
最後にMCTのココロを整理しておこう｡

･静的なインプットパラメーター(例えばsk,Tなど)からダイナミクスの方程式を得る(G6tze

方程式)0

･クロスオーバー点TcやpcでG6tze方程式の分岐という形で特異性が現れる｡ つまりエル

ゴ-ド･非エルゴ-ド転移が起きる｡

･以上の議論は平均場理論(HomogeneousTheory)の一種である｡

･マクロな性質を導くのに分子間距離程度の小さいスケールを重視した(鳥篭効果)0
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3.3 モード結合理論と数値計算及び実験結果の比較

コロイドガラスが数値計算や実験でよく用いられる｡というのもコロイドガラスは以下の理由

で理想的な実験材料となるからである｡

･コロイド粒子自体がメゾスコピックなのでHoppingが無視できる｡

｡剛体球の系のような単純なモデルで数値計算が完全にできる｡

3.3.1 密度-密度相関関数の変化比のプロット

3.2.1節の結果からクロスオーバー点近傍のβ緩和領域では､実空間の形で書いて

◎(r,i)-F(r)+H(r)a(i)

となる｡ここで固定された L/について

△◎(r,i)… ◎(r,i)-◎(r,l')

- H(r)lG(i)-G(l')]

を定義すると､

△◎(r,i) H(r)
△◎(r′,i)IH(r′)

(3･54)

(3･55)

(3･56)

となる｡これはt≠t′でも=こ依存しない形式になっているoこれを特定の1粒子(taggedparticle)
について追いかけて数値計算した結果が図3.1である｡

1.25

jl
'TーjT'rtIr一TI

O
5

0

7

■-

0

(,))LLr())H

Apartにks

3≦t≦1868

0.0 0_3 0,6 0.9 1.2 1.5
r

図311‥時間に依らずほぼ同一のグラフを描く[9】.

3.3.2 密度一密度相関関数のプロット

図3.3はRをコロイドの半径として指定されたqRでの相関関数の時間変化を測定したもので

ある｡Rを変えたグラフが描かれている｡上のグラフの破線のプロットはexp(-q2Dt)なる形を

した通常の拡散を表している｡この系で凍結の起こるのはqRと3.46となっており､下のグラフ

の中でも特に黒丸や黒三角のものが鳥篭効果による凍結を表している｡ これはモード結合理論で

予測されたことラインとほぼ一致しているO
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図3.2:実線がMCTによる理論値【9】｡
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図3.3:実線がMCTによる理論値【9]｡

3.3.3 α緩和における時間のスケーリング

図3.2は密度相関関数を図3.3と同様にして測定したものである｡横軸は3.2.2小節で示された

通り､スケーリング時間をT′としてlog(申′)を用いている｡スケールされた時間に対して相関関
数はは長時間で一致している｡

3.3.4 緩和時間の増大

図3.4はαおよびβ緩和のスケーリング時間がそ

れぞれTa∝回~7､Tp∝回~∂となっていること
を確かめたもの｡Jはセパレーションパラメーター

で､この場合､体積分率をpとして､J∝p-Pc

としているo黒四角は実験的に得られたTpの値で

あり､白四角がTctの観測結果である｡丁度6-0

のあたりで緩和時間が増大していることが分かる

であろう｡

0

8

6

4

[
.
十

■dl.D
J･]OL
6
〇
一

-0.2 -0.1 0･O o･ 0･1

図 3.4:セパレーションパラメーターJを横軸と

して緩和時間をプロット【9】｡
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第4章 動的密度汎関数法とガラス転移

前章のモード結合理論の欠点の一つは､非エルゴ-ド領域で重要になると思われる熱的活性化過

程(所謂ホッピング過程)を自然な形で取り入れられない点である｡この欠点を補い､エルゴ-ド

領域で今までのモード結合理論に帰着し､且つ熱的活性化過程が自然に含まれるような理論とし

てこの章で述べる動的密度汎関数理論が考え出された｡

4.1 動的密度汎関数法

4.1.1 モデル方程式

p(r)と3'(r)についての分布関数をDt((pH 3'))としたとき､これの従う方程式は

孟DH(p),(i))-LHp),(3･))Dt((p),tj)) (4･1)

と書くことができるoi:((p),(i))を裸の輸送係数の部分L:0((p),(i))とそれ以外L:1((p),(3'))

に分ける｡これらはそれぞれ

LO((p),(3･)) ≡ uo/ dr品 ･(kBT品 +岩島) (4･2a)

Ll"p,,･j" ≡ / drl志 望 +誌 ･(p(r,V品 )] (4･2b)

と定義されている｡ここで

a({p,,･j})-/dr霊 ㌫ +H"p"
である｡

(4･3)

4.1.2 動的密度汎関数方程式の導出

3'がpよりずっと速く変化することから､断熱的に(4.1)から3'を消去してpについての分布関

数の閉じた方程式が求まる｡つまり

Dip(〈p))≡
～/
dO')Dt(〈p),(3'))

の方程式を導くわけである｡この計算はLaplace変換をすれば簡単に行える｡つまり

DzL(〈p),(3'))-言主 Dt-o((p),(i))

(4･4)

(4.5)

という形式的な解に対して縮約を取ることで求まる｡このタイプの問題は射影演算子を使うこと

で厳密かつ一般的な取り扱いができるが､ここでは初等的な手順に従うO以後､混乱がない場合

は添え字や引数を省略する｡
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まず､演算子の恒等式

1

I-I: ㌻巧 ･孟 Ll㌻巧 +完 Ll完 £1言室

1 1 _, 1

を用いて1(4.5)を

DzL-㌻巧 Dt- o +孟 Ll完 か t-o + 完 Ll完 LIDzL

l

という形に書き直す｡ここで初期条件を

Dt=O-Dej((pHj))DF=o((p))

(4･6)

(47)

(4･8)

という形にする2｡これは運動量密度が速い変数で､密度に比べて十分速く緩和して平衡状態にな

るという過程に基づいている｡ ここで

LOD3--0,/d(i)LO･･･-0, /d(i)EIDi･･･-0
という関係を用いれば3第二項は消えて

DzPL-三DtP-o十三/a(3')Ll完 CIDzL

(4･9)

(4･10)

となるoこれでもまだこの方程式はDzPについて閉じていないので､DzL FSDe'DzPLという形に近

似する｡これは3'が常に局所平衡状態にあるということを意味するo先ほど述べたように､運動

量密度の緩和時間が十分速いという過程に基づいている｡このようにして､元の方程式は

(I-rz)DzPL-DtP=.
という形にまで整理される｡ここで

rz≡/d(3')Ll完 LIDZ'

(4.ll)

(4･12)

と定義している｡まだまだ複雑な形をしているので以下の関係式を用いてもう少し整理してみよう｡

/d(3･)Ll･- - /dr誌 /d(3')響 - (4･13a)

cID3･･･ - Dej/dr芸諜 (kB T誌 +器)-･ (4113b)

これを用いれば

rz-/drdr/読 /d(3')響

1 V'･3'(r')
I-I:0 mkBT Di(kBT誌 +蒜 ) (4･14)

1

臼 il il
㌻左 Ll言責 -㌻万 [(I-LO)-(I-L)]言左 -㌃コ ー;-こち

を繰り返し用いれば証明できる｡

2ただし

DZ((p),(i))cx=exp 2mp(r)kBT
である｡

3最後の･･･にはjが含まれていないものとするo

), DeP((p),-exp(一撃 )
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これの最も複雑な部分は3'の汎関数積分の部分であるが､以下のように近似する

/棉 )竪 禁

1V'･3'(r')
Ill:0mkBT Dg'- 丁/ a(i)㌔

3'(r)∇′･3'(r′)
tn人TE7T
DZ

ニ∇.∇′p(r)6(r-r′)- 一二∇p(r).∇6(r-r')･Tll ､ ■ 1ni

(4･15)

これはつまり(I-I:0)-1の部分がおおよそ運動量密度の緩和時間T程度になるという近似である40

これからrの最終的な形が得られる｡

rz-r-J dr志 ∇･p(r)∇(kBT誌 +器 )

以上より求めるべき方程式は

孟DtPHp))-r((p))項 (pH

(4･16)

(4･17)

となる｡

この方程式とフアクトリゼ-ション近似組み合わせて3章で導出したセルフコンシステントな

方程式を導くことができる｡これは次節で行う｡上で導出した式の特徴は､系の状態が ｢自由エ

ネルギー地形｣H((p))で与えられていることであるOこれは熱的活性化過程を含むことができる
ことを意味している｡

4.2 動的密度汎関数法とモード結合理論

4.2.1 動的密度汎関数方程式によるモード結合方程式の導出

一般的な分布関数の時間発展は

孟D((a),i)-CHa))鞘 a),i)

という方程式に従うoDe((a))を平衡分布として分布関数を規格化すると

せ((a),i)≡
D((a),i)

JDe((a))

孟叫a),i)-"((a))OHa),i)

71I= 71

とできる｡これの時間発展は

ただし

71((a))≡

と定義した｡詳細釣り合いの条件は

4-行目から二行目は Gauss積分の性質を用いた｡

((a))V/De((a))
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と書かれる5｡量子力学の言葉では平衡分布は基底状態に対応していて

fg)≡せg((a))≡ √研 和

と書かれる｡そしてさらに

(4･23)

71lg)-0 (4･24)

である｡平衡状態が安定であるためには71の他の固有値が負でなければならないoこれより一般

的に

71((a))ニー∑Ui((a))Ua((a))ニーUl･U
α

(4･25)

と書かれる60特に4_1.2節の流体についての動的密度汎関数方程式の場合はdo … T/mとして

n((a)) ニ ー/drUt(r)･U(r)

U(r)≡ -d3'2p(r)1/2〈∇(書芸 +読 )〉

ここでAを物理量､例えばpkとして､Aの相関関数は

cA(i)≡(A(i)A(0))-(glAet71Alg)

と書ける｡CA(0)-1となるようにAを取るとして､これのLaplace変換は

cA(I)-(glA孟 Alg)

(4･27)

(4･28)

と書かれる｡ これに対して以下のような射影演算子を定義することで､記憶効果を含んだ方程式

に書き直されることが以下分かる｡

7)A=Alg)(gIA

これを用いて相関関数は

cA(I)-(gIAPA孟 pAAlg)

のように書かれる｡ ここで (A.12)を用いれば

CA(I)-
I-KA-MA(I)

571の固有状態をIn)として､遷移確率が対称になるには

(mI71回 -(nI7ilm)

でなければならない｡これからγが Hermite演算子であることが分かる｡

6UQの固有状態をfn)､固有値をen,.,と書く｡このとき

71回 - - ∑U三Ua ln)--∑Uien,Jn)--∑ len詳 回
J Lヽ .I

となるので確かに負の固有値を持つ｡
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KA … (glA7イAIg)

MA(I)≡ (glA71｣ rQA71A lg)
Z-71

71 ≡ QA71QA

とできる｡ここで

と定義した｡71はその形からも分かるように､Aの非線形部分を取り出したものである｡これを

実時間で書き直せば

孟cA(i,-KACA(申 LtdsMA(S,CA(i-5)
MA(i)-(glA71et71QA71Alg)

そして記憶関数は

(4･33)

(4･34)

という形になる｡

この段階で近似として QA71Alg)と(glA71QAから現れる非線形項をフアクトリゼ-シヨンす

る方法が時々取られる｡しかしガラスのような寿命の長くなったものについては誤った結果に結

びつくことになる｡寿命が長くなるためには(4.33)の右辺がうまいこと消えてくれねばならない｡

精度の悪い近似をするとこのようなことは起こりえない｡このような問題を回避するには既約記

憶関数【叫 を導入せねばならない｡

この目的のために､ここで新しい射影演算子PとQ≡1-Pを導入する.

p ≡UAIg)((glAUT･UAlg))ll(glAUt

そしてγを

71-Tto+711

のように分解する｡ ここで

7-t｡≡-U上p･U,711≡-UI･Q･U

と定義した｡演算子の恒等式

1 1
㌻巧 打 石 +㌃完 γo⊥ニー7イ

を用いることで(4.32b)は

MA(I)-MB'(I)+MA(I)MLr(I)KA~1

なる形に書くことができる｡ ここで

MLr≡(gIAn㌃ 売 QA"Alg)
である｡以上の結果をまとめると

CA(I) -

MA(I) -

I-KA-MA(I)

MA'(I)
1-MB'(I)KA-1
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転移点近傍で小さいZについては

CA(I)- ∞ (4.42a)

KA+MA(I)-) 0 (4A2b)

MLr(I)- ∞ (4.42C)

(4･42b)は右辺がうまく消えたことを示している｡MLrに対して近似を用いるのはMA(I)に近似
を適用するよりも容易にできる｡

流体モデルではAとして

1

A=市 貢Pk

をとることができる｡以上の議論を踏まえれば

〟A

･E･'t, - 響 くk+ kQAe一仇 QAkJk)

(4.43)

fkは(3.8)のFourier変換である｡fkは pqの線形部分と二次の部分を含んでいる.線形部分は

QAのために消えるので､(4.44b)の右辺は四体の相関関数の和でできている｡これに対してフア

クトリゼ-ション近似をすればG6tze方程式が得られる｡

4･3 数値計算の結果[6]

4.3.1 活性化過程を考慮した長時間の振る舞い

格子サイズがL3の格子気体モデルを用いて考える｡そのためFock空間のような記法を用いる｡

n-(nl,n2, ･ .･,nL3)- In)

こ こで以下のよう な 悼 )を定義するo

1

悼)-m l'n''a))

(4･45)

(4･46)

αは複数あると思われる自由エネルギーの底に名前をつけたものである｡(4.46)の前についている

部分はただの規格化因子ではなく､特定の時間スケールでの系のエルゴード性を表すものである｡

系がエルゴ-ド的かどうかを見るのに適当な相関関数として

qap≡(gE:f'憧 ), (α≠β) (4･47)

を用いるo 系の体積比(packingfraction)を適当に変えて数値計算した結果が図4.1である｡r7-

0.312や r7-0.390などは1あたりで鋭いピークを作っており､自由エネルギーの底が一つである

液体の状態を示唆するoそれに対してT7空0.43を超えたあたりから徐々に分布が広くなるoこれ

は自由エネルギーの極小が複数あることを反映していると考えられる0
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図 4･1‥q｡βの分布をモンテカルロを用いて rl- 図 4.2‥q(i)の分布を数値計算した結果 【6]o

O･312,0･390,0･440,0･463,0･491で行った結果 【6】｡

一万､時間相関関数を見るために

1

l#')≡甘副 ǹ'fa')
を定義する｡ここで

囲 )≡三Jt'TdL,ln(i,))

(4･48)

(4･49)

である｡tは初期状態が問題にならない程度に大きく取り､Tはα緩和程度の時間スケールに取る｡

丁の時間で平均されたこの状態は､自由エネルギーの特定の底 (αと名づける)に依存する｡ そし
て時間相関関数を

q(i)-(がJof:f') (4･50)

と定義して数値計算した結果が図4･2である｡図4.1と同様に液体に相当すると思われるr7-0.312

はおおよそ 1のあたりで一定である｡それに対して77と0.430を超えたあたりから相関関数が減衰

し始める｡これは自由エネルギー地形の上のHoppingprocessを表していると考えられる｡
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第5章 vanderWaalsグラス

5.1 動的vanderWaalS模型

過冷却液体とガラス転移の第一原理的取り扱いが困難なのは

･微視的スケール(10Å程度)の現象

･長時間(109秒以上)の現象

である事による｡モード結合理論は大胆な仮定に基づきながらもある程度の成功を収めてきたが

前述の諸問題が残っている｡ここでは今ひとつの理想化された模型､vanderWaals模型について

議論する｡具体的には

●液体粒子間の分子間力を微視的な短距離力とその他の長距離力の部分にわける｡

●短距離分子間力のみの液体を一つのレファレンスと考え､これについてはガラス転移や普通

の相転移などの異常は一切ないものとする｡

これは相転移のvanderWaals模型に他ならない｡今回の目的はこれをダイナミクスに適用する

ことである｡結論から言うと､この模型の最大の利点は液体の動力学に於ける最も困難な粒子間

の動的な微視的相関に立ち入らずにすむ事にある｡この立場で現在のモード結合理論に内在する

仮定や近似を吟味する事が可能になる1｡

5.1.1 流体方程式からのモデルの構築

長距離相互作用ポテンシャルとしては以下のようなKac型に取る0

U(r)-l-dU*(r/I)

このポテンシャルを元にすると流体方程式を用いたモデルは

(5.1)

-孟p(r,恒 ∇･3･(r,i)-0 (5･2a)

孟3'(r,i)--∇p(r7申 U∇2j(r7t)･p(r,i)∇/dr/U(r- r')p(r/,i)+A(r,i) (5･2b)
(5.2b)の右辺第三項が長距離力の項であるOここでJを消去して揺らぎについて二次まで取ると2

-芸 6p(r,i)--d∇26p(r,i- o∇2/drU(rイ )6p(r/)

･-U∇26p… +∇･6p(r,i)∇/drU(rイ )6p(r',i)･R(r,i)(5･3)

R(r,i)≡-∇･R(r,i)/mと定義した｡R,Rは通常の熱的揺動力である｡問題なのはU(r)の具
体形である｡ 液体一気体相転移では長波長のスケールで転移が起きるという要請から､ポテンシャ

1より詳しくは【15]を参照のこと｡
2[17]第 5章参照｡
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ルはk- 0で最小になることが求められる｡それに対してガラス転移ではk,n≠03で極小になる
ことが求められる｡

この式に対してLangevin方程式(射影演算子)の方法を用いるのであれば3.1節と似た結果が得

られるが､射影演算子の方法を用いないでモード結合方程式を導いたのはDawson【24】であった｡

5.1.2 Dawsonの方法とモード結合理論

さて､(5.3)をFourier変換した式は以下のようになる｡

(芸･wZ)pk(i)-fk(i)

uZ≡k2(cz･慧Uk)
k2kBT

msん

(5･4)

(5･5)

ただし

と定義した｡そしてさらに

- )≡去- )--uq(k･q,Uqpk-q(i)刺 ) (5･6)

とも定義した｡Zwanzig-森の理論では､非線形効果は記憶項Jukとノイズ項fkに帰着したことを
思い出すと､この非線形部分fkは

- )エイdsル佃一滝pk(S,+価 )
という形に書かれるoそしてこの記憶項Jukは

Juk(i)-
(fk(i)I_k(0))

(IhI2)

(5.7)

(5.8)

となるのである｡上二式より

･淋 毒 ((FW +Lids- S)孟扉 ))I-"0') (5･9)

とできる.これからがDawsonの方法の要である｡すなわち密度揺らぎはGauss統計に従うとい

う仮説を導入する｡fkは揺らぎの二次で書かれているので揺らぎの一次しか含まない右辺第二項

は消える｡密度相関関数は

(蛋+車 (矩 -Lids- 一欄 掴 (5･10a)

Juk(i)- βo
2mk2kBT/q(kAq)Uq+k･(k-q)Uk-ql2sqslk-qEd,q(i)4,Ik-qI(i)(5･10b)

という方程式に従うことが分かった｡そして初期条件は通常どおり

¢k(0)-1,bk(0)-0
3粒子間距離の逆数程度のオーダー
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と取ればよい｡もしここで直接相関関数ckを用いて

Ufc一 一kBTck (5･12)

と書かれたとすると､G6tzeの理想的なモード結合方程式に帰着される｡ただ､G6tzeのモード結

合方程式との決定的な違いはC(r)が非常に短距離であるのに対してU(r)が長距離力であるとい
う点である｡

そして以前と同様に非エルゴ-ドパラメーターを導入してエルゴ-ド･非エルゴ-ド転移を調

べるという手法をとるのである｡

5.1.3 モード結合方程式の正当化

前小節では密度揺らぎがGauss統計に従うという仮定を置いたことで二体相関の積の和という

形に書き直すことができて､そしてそれによって(5･9)の第二項を消すことができたわけである｡
このような仮定は､モード結合理論で考えたように粒子間距離の逆数程度の波数領域では決して正

当化されるわけではないoLかLvanderWaalsモデルでは考えている波数領域は相互作用打(r)
の及ぶ範囲lの逆数程度であるのでこのような近似が正当化されうる0

例えば四体相関関数F4(rl,r2,r3,r4)を考えてみよう｡riとrjはおおよそl程度離れているも

のとするOもLro/lが十分小さければ､短時間に十分多数の過程が起きるのでGauss近似が零次

近似として正当化される｡つまり

F4(rl,r2,r3,r4)FS ∑ F2F2+0(ro/l)
4つから2つ
選ぶ組合せ全て

(5･13)

とできうる4｡lはミクロな大きさr｡よりも十分大きく取ってあるのでF4はより低次の参照系の

相関関数に帰着させることができ､F4からのずれはU(r)を含むことになる｡これが (ro/I)dとい
う因子につながり､これをコントロールパラメーターとみなすことでコントロール可能な近似を

得るわけである｡

以上の議論から､フアクトリゼ-ション近似をモード結合理論に適用することの正当性には以

下の二つの問題点がある｡

｡F4をコントロールパラメーターで展開してもF2自身が Uの効果を含んでいるため､安易

な展開は危険である｡故にフアクトリゼ-ションされたF4は小さなパラメーターについて

整理せねばならない｡

｡今求められているのは同時刻相関ではなく､時間相関関数である｡もしUがなければ元の流

体力学的方程式は線形であるので同時刻相関と時間相関の間で結果は異ならない｡故に小さ

なパラメーターによる安易な展開は形式的には時間発展に起因する非線形効果と同じもので

ある｡ 上記と同じ理由で小さなパラメーターについて整理せねばならない｡

5.2 レプリカ解析

多数の準安定状態がある系を取り扱う有力な方法としてRealReplica法がある｡ここではこの

方法をvanderWaalsグラスに応用してみるOこの方法論的な事柄については[19,23]を参照｡

4これは後程述べる通り厳密な議論ではない

- 532-



｢臨界現象･相転移のダイナミクス･ガラス転移｣

5.2.1 RealReplicaTheory

まず始めに､磁性体の相転移を考えてみよう｡自由エネルギーのお尻が二つに割れて､二つの

状態のいずれかが実現されるとしよう｡そのときの磁化mは､二つの状態の一方の値に絞られな

ければならないので

- - hli?｡比 冨 (5 ･14 )

という形で､まず外場hを導入して実現して欲しい方の状態だけを取り出し､そして熱力学的極

限を取るのである｡その後外場がOの極限を取る｡この極限の順序が本質的に重要になる｡

ガラスの場合は準安定状態が多数ある自由エネルギー地形を持っているため､このような操作

が必要になる｡準安定状態が多数あるために､多数のアンサンブルで平均を取ってもある特定の

自由エネルギー極小での値は得られない｡

備 茄 9-0

磁性体の時と同じ対応で､対称性を破る ｢外場｣g>Oを与えてやる必要があるO

茄 備

9-0+

汎関数Hl4,]をハミルトニアンとみなした系の平衡状態での自由エネルギーは【19]に従って

瑚 β)--Slog/dQexp(- [抑

これに外場J(r)を次のように入れる｡

FolJ,9,P]--Slog/dQexp(→-一芸/drlJ(r)-"r,]2)
M レプリカ系の温度(βM)~1でC'に対する自由エネルギーは

Fq(M,β)-盟 (一義log/dJeXPトβMFo lJ,g,P]))
と書けるが､Mが整数のときはJについての積分が簡単に実行できて､

(5･15)

(5･16)

(5.17)

Fq(M,β, - 91% (-義 log佃dUexp(-P; Hl¢P上 境 /drlQA-QP]2))

(5･18)
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と表される｡この式のlogを具体的に計算するには恒等式

zl-i
logZ-lamJー0` (5･19)

がよく用いられる｡以上の式の意味を説明すると､αなどで表される同じ自由エネルギー地形の複

製について和を取ってからそれをlogの前のM で平均するわけである｡g>0がある限り､異な

る自由エネルギーのレプリカは互いに独立ではなく､実現確率が高いのは4,b(r)と4･C(,)が同じ値
を取るときであるoつまり異なるレプリカが同じ準安定状態に落ち着く｡9- 十0とするわけで

あるが､厳密にはN- ∞(熱力学的極限)を取った後に9- +Oとすればすべてのレプリカ系は
同じ準安定状態に落ち着くものと期待される(但し証明なし)｡ここで熱力学的極限を取った後に

9- +0としたものと､最初から9-0としたものとは根本的に異なるということに注意せねばな

らない｡前者は準安定状態､後者は完全な熱平衡を表す｡

これらを元に､準安定な状態のエントロピー(conBgurationalentropy)を求めてみよう｡これは

エントロピーの定義より

･L,I.(･1) li111
9･- +0(log/due-PFslJ,9･P'十/ 叫 βF頼 ,9,β))e-PFslq,9,P'/ / dJe-βFQlq,9･Pl)

(5.20)

第-行の右辺は自由エネルギー､第二項はエネルギーを表す｡この差がエントロピーになるので

ある｡また､準安定状態を熱平衡とみなしたときの自由エネルギーは

Fc(β)-忠 (/dJFQ lJ,9,P]e-βF4'6,g,P'/ / due-PFilJ,g,P') -里謡

これらの間には

Sc(β)-βlFc(β)-F4,(β)] (5122)

なる関係が成り立つ｡F4,(β)は完全な熱平衡状態における自由エネルギーなので､Scは平衡状態
のエントロピーとガラス状態のエントロピーの差と考えることができる｡ちょうど系の状態が理

想的ガラスになったときに初めてSc-0となると考えられるが､Sc(TK)-0で与えられる有限

温度TKがあることが実験的に推測されており､これが Kauzmann温度である｡

以上の議論を元に(5.18)に戻って以下のようなレプリカ空間上の相関行列を以下のように定義

しよう｡

(Qk)ab -β (Qakd - k) (5･23)

そして

Q(r-r′)… β(¢a(r)¢ a (r′)) (5･24a)

f(r-r/)≡ tlimwβ (¢a (r,i)Oa(r',0)) (5･24b)

も定義する｡二つ目の相関関数はスピングラスで言うEdwards-Anderson型の相関である｡ 今､

(5.18)のgの項がレプリカに対して対称である(特別なレプリカが存在しない5)とすれば､

Q -(Q-I)1+FE
5スピングラスではこのようなレプリカ対称性のないものがある｡
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とできる｡ここで1は単位行列､Eは全ての要素が 1の行列で､右辺は対角部分がQで非対角部

分がFの行列を表すO

以上の相関関数をGreen関数とみなすことで､Dyson方程式を書き下すことができる｡

a-1-Q.-ll+=一旦EM (5･26)

Qoは9-0のときの線形部分の相関で､∑はgを除いた部分からの自己エネルギーを表す｡これ
をQ､Fについても同様に行うことで(5.25)と同じ形の式を自己エネルギーについても書き下す
ことができる｡

∑-(∑g-∑T)1十∑FE

この段階でM - 1､9-+0とすると

Q-1-g0-1+EQ

が得られる｡ そして(5.25)の逆行列は

all -百去 1
f

(Q-f)Q
E

とできるので､(5.27)を(5.26)に代入して対角項を比較すれば

7 -Q
Q~1- ∑F

ち;-人､

(5･27)

(5.28)

(5･29)

(5･30)

となる.以上の議論はレプリカの結合gを保ちつつレプリカの数を減らしていったことになるO定

義により封 ま以前定義した非エルゴ-ドパラメータfkと結びついているので､これについての

セルフコンシステントな方程式を求めることが以後の目標となる｡

5.2.2 Self-consistentScreeningApproximation(SCSA)

まず,レプリカ空間におけるハミルトニアンを四次まで展開して

F潮 ,叫 -冒/drl争¢a'r')2+㌢ (Qa'r')坐;/drdr′U(r-r')nr'nr')
一義吉/drOa'r)d'r)I;"vUop(3 (5･31)

とする｡第一項はリファレンスの自由エネルギーで､相転移がないものと仮定したので㍑2>0

､u4>0である｡今､興味があるのはl程度のスケールなので､グラディエントの項はここでは落

とした｡第二項は長距離相互作用である｡第三項は(5.18)のレプリカ間相互作用であるが､二次

の展開のクロスターム以外は第一項に吸収されるのでクロスタームだけを取り出したO

今行うのはu4についての摂動展開であるが､四次の項を小さくするために以下のようなトリッ

クを使うOスカラーのオーダーパラメータ4,をn個の要素をもつベクトル4,iに置き換えるO要素

数が増えた代わりに四次の項の係数を1/nにしておく｡ 今十分71誘ミ大きいとして四次の項の摂動
展開を行った後､n,=1に解析接続するという手法をとるo但しこの近似は一般にコントロールで

きない｡
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軸 土T

NVWWNJnNV

讐 + f洲JJJ-;

+･日日_VrrI.帆-.T.tl.
図 5,1‥SCSAのダイアグラム｡これを元にDyson方程式を立てる｡

Fについての閉じた方程式を導くにあたって､図5.1のダイアグラムで表されるような Self-

consistentScreeningApproximationを行う｡

まず最初に､四次の項およびgの項以外の部分は厳密に解けて､その無摂動相関は

Q.-kl- u2+Uk (5･32)

とできる｡そして有効相互作用の分極部分 (三番目のダイアグラムの右辺第二項のループ)は

(nた)ab-
/q
(Qq)ab(Qk-q)ba

のように表されるが､これにもレプリカ対称性を仮定すれば

IlI-(IIQ-IlIf)1+nfE

と書くことができるoまた､rIg､HFは以下のように書けるo

HQk - /qQqQk-q

H邦 - /qfqfk-q

これらを用いれば有効相互作用DkはDyson方程式の形に

Dた-(蕊+Hた)~1
と表されるが､これについても同じように

D -(DQ-DF)1+DTE

としてこの逆行列と(5.36)を比較することで

Dgk-(孟十nQた)~1
Dfk -DQk-Ill-:;.[1,-i.
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とできて､以上と同様の逆行列の計算をすることで

∑Qk = ∑H十三n

となる｡ ただし

/q
DQqQた-q

･邦 - :/qDFqfk-q

∑H -nu4
と定義している6｡以上の計算を経て(5.28)と(5.30)より

Qk11- gO-kl+EQk
ffc - Qk-

Qk-I- ∑Fk ≡Qk-KIk

(5･40)

が計算される｡またこれらの変数を用いて(5.20)も計算できる【19,231｡ダイアグラムを用いれば

自由エネルギーは

FJ(M,β)-一義 (tr.ogQ~1+trlogDll)

のように表されるので､エントロピーは結果のみ記すと､S｡≡Sc/Vとして､

sc--去/A(log(1 一芸)+芸 〉十三/k(log(1
となるoただしV≡ u4Tとしたo

非エルゴ-ドパラメータはその定義から

･-芸
とできるので､(5･41b)より､

fk

1 - fk 孟Qk/q

D昌q/p

1+ vll:ffc

QqQq-pfpjL p

1-DQq
/p
QqQq-pfpfq-p

Qた-qfk-q

1+vrIァk

(5･42)

〉 (5･43)

(5･44)

(5･45)

この方程式はG6tzeによる結果とはとは大きく異なった形をしている.G6tzeによるアプローチ

とこの節で述べたアプローチの違いを理解することは重要な課題である｡

5.2.3 数値計算の結果 【18]

数値計算するにあたって､Kac型ポテンシャルとして図5.2を採用する｡厳密には階段関数に

はなっていないが結果には差し障りない｡図5.3は (5.43)に基づいて計算された結果である｡図

5.3から明らかにKauzmann温度TKが存在することがことが分かるoT>TAでエルゴ-ド的､
T<TAで非エルゴ-ド的になる温度であるO
図5.4は相関関数Q､Fの値をプロットしたものである｡ 隣接粒子との距離の逆数程度のスケー

ルkm はおおよそ 0.17で取っている.

6二つ目のダイアグラムの右辺第二項に相当する
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図 5.2:階段関数様の相互作用｡相互作用レンジは0.03､全空間でポテンシャルを積分した値を1

とした｡
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図 5.3:S｡をレプ リカ法を用いて数値計算した結果op4展開の二次の係数を0.1494､四次の係数
を1.79とした｡
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図 5.4:実線が同時刻相関Q､破線が時間相関Fの数値計算の結果｡温度はT-1とした｡
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第6章 Adam- Gibbsの理論

モード結合理論が基本的にはエルゴ-ド状態に限られるのに対して､より低温で成り立つと考え

られる理論の代表としてAdam-Gibbsの理論がある[11｡

6.1 Adam-Gibbsの理論

6.1.1 Adam-Gibbsの理論

ガラスを形成する液体に対して現象論的なアプローチを試みたのがAdam-Gibbs理論である｡

この理論の最初の仮定は､液体が各々独立に再配置できるようなドメインに分割できるという仮

定である｡このようなドメインをcooperativelyrearrangingregions(CRR)という｡今ここ

で､ドメインがZ個の分子から構成されており､そのうちfの割合で再配置が行われるとする｡こ
のようなドメインは再配置が行われないものよりも大きなGibbs自由エネルギーを持っていると

考えられて､その大きさは△G-2△ILである｡△〃は一分子あたりの化学ポテンシャルの差であ
る｡そして､

fc(exp(-Z△p/kBT)

とできるO 再配置が行われる確率W(T)はfに比例するので

W (T)-A′expトZ△FL/kBT)

この遷移確率W(T)は存在しうる最も小さいZ(Z*と書く)に一番大きく依存するので､

W (T)-Aexp(-Z*△〃/kBT)

(6.1)

(6･2)

(6･3)

とできる.Z*を見積もるために配置エントロピーSc-Nscを考える｡Nはドメインの数である｡

ドメイン一つあたりの可能な状態数はWcl/N=wcz/NAとなる.ただし全体を1molとした.よっ

て､scは Zと関連付けられており､Z*はS芸と以下のように対応していることが分かるO

S:- kBlog(Wcz''"A)
この段階ではドメイン中の分子数の最小値Z*を特に決めてはいないが､この値を今

wcz+/NA-2

(6･4)

(6.5)

とすることも考えられる｡これはつまりドメインは少なくとも再配置前と再配置後の二つの状態

を取ることができるということである｡Wc= eSc/kBまたはez'Sc/kBNA=Wcz'/NA=es:/kBであ
るので

NASc*
Z*(T)=百両

とできる｡71→ ∞の極限では粒子は各々自由に動き回れるので

Z*(T-∞)-1 つまり,sc*-

- 539 -

Sc(T-∞)

NA

(6･6)

(6･7)



川崎 恭治

以上の議論から(6･3)は

W(T)-Aexp(-C/TSc(T)) (6.8)

と書き直されることが分かるoただしC≡△FLS:/kBと定義した｡Kauzmann温度TKはSc(TK)-
Oと定義されているので､この温度近傍では

TSc(T)cK(T-TK)

であることが期待される｡よって

W(T)Ft;Aexp
(-テ完 )

とできる｡ 以上の議論からTKの近傍で

Z*∝去∝(- 町 1, EAG- )1'3∝(r-TK)-1/3

(6･9)

(6･10)

(6･11)

とできて､この温度では再配置がおき得ない｡故に実験的にはこの温度に近づくことはできない

のである｡この理論を用いてCRRにおけるZ*の値が求まり､[22]によればZ* '33-4である｡

6.1.2 熟測定による実験

3プ ロモペンタンの熱容量の測定を液体､ガラス､結晶状態において行った【22]｡ガラス･過冷

却状態における配置エントロピ可まガラス状態のエントロピーと結晶状態のエントロピーの差で

あるので

sc(T,-AS-fm
(T')- Ccry(T')
TI (6･12)

とできることを用いて測定するoここで､△S､Cliq(T)､Ccry(T)はそれぞれ融点Tm におけるエ

ントロピーの変化､液体の熱容量､結晶の熱容量である｡熱容量はTKとT→ ∞で外挿できるよ

うにパラメタライズする.(6･7)のS芸NA-Sc(T-∞)は図6.1よりおおよそ80-100JK-1程度

l00 150 2(カ 250 300

γ /K

0.1 0.2 0.3

(SCT)-I/(kJmorI)-L

0.4 0.5

図6･1‥実験的に得られたScの値 [22】o 図6･2:緩和時間とScの関係[22]

であり､それはWc -2での値1nog2-5･76JIく~1m01-1よりもはるかに大きいのでS芸≫kBlog2
がいえる｡ 図6.2は緩和時間の式

7-(T)-W(T)-1∝exp

を表しているo図6･3はZ*(T)の値を示しており､Z* Ft;3-4であることが分かる｡
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く

J

4

150 2(氾

r/冗

図 6.3‥Z*の値【221

250 3(氾

6.1.3 誘電緩和法による測定 【20]

vogel-Fblcher-Tamman方程式1より

B

log工-AvF与 巧β

これがVbgel温度を与える｡それに対してAdam-Gibbs理論では

C
log工- AAG +テ豆市β

である｡ここで現れる配置エントロピーは上の二式を比較することで

sc(T)-S-(1一差),To-TK,S--芸
とできることが分かる｡また､これを逆に解いて

Sc(T)-
S∞B

Tllog10(T/S)-AvF]

として､A､β､丁などを求める方法もある｡

1AppendixB.3参照
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T/K
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T/K

図 6･4‥実線はVFTとAGで得られたScの値､黒四角は (6.12)を元に測定されたScの値､白丸

は誘電緩和法で求められた丁の値を (6･17)に代入してA､βを動かしてフイットさせた 【20】｡左
の場合､S∞ -97.5JK-lmol~1かつTK -69.6Ⅰ(､A--17.3､B-497Kであり､右の場合は

S∞-138.4JK~lmo1-1かつTK-175K､Aニー16.0､B-824Kと選ばれた｡

結果をまとめると

･Tg<T<TMの範囲のScのデータからSc(T)-0なる上限の温度TKを予測することがで
き､それはT.の値と一致する｡

･Adam-Gibbs理論で得られた関係log(T/S)α【TSc(T)｢1はTg<T<TB(クロスオーバー
温度)の範囲で弱いガラスに対しては正しい｡

･β緩和とα緩和が分かれる温度Tpが導入できるO

･モード結合理論における転移温度Tcが導入できて､TcFSTBFSTpとなることが分かるo TB
はAdam-Gibbs理論がちょうど適用できなくなる温度でもあり､それ以上ではモード結合理

論が有効になる｡
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第7章 展望

ガラスにまつわる問題は"古くて新しい"と云う言葉がそのまま当てはまる｡元来ガラスとは液体

がその流動性を失った状態を表していた｡即ち液体の粘性係数が急激に増大した状態である｡こ

のようなガラスの巨視的性質は､その状態の温度と圧力などの普通の熱力学的変数だけでは決め

られない｡図1.1.1に示したようなガラスの作り方にも依存する｡では､熱力学的変数以外にどん

な変数を取ればよいかと云う問いにユニークな答えがあるわけではない｡一つの候補として過冷

却液体をさらに冷やしてガラス状態になり始める温度､即ち仮想温度 (fictitioustemperature)が
屡用いられるがこれで完全だという証明はない｡これはガラスの問題が本質的に非平衡の問題で

あることによる｡ ガラスの問題はまともに取り組むにはあまりに難しすぎるのである｡したがっ

て古い理論はどうしても現象論的にならざるを得なかった｡その代表格が第6章のAdam_Gibbs

理論である｡第3章のモード結合理論はこれに一石を投じた｡

焦点をガラスの巨視的性質からより微視的性質-といっても過冷却液体に於けるナノ秒とかナ

ノメートル程度の中間スケールの性質一にシフトすることによって非平衡に伴う諸々の面倒な問

題を交わして統計力学の正攻法でガラスの問題を攻めることを可能にした｡これはドンキホーテ

的な向こう見ずの勇気を要する企てである｡ 事実1984-5年頃､これが初めて世に出た頃は私も含

めて多くの人々の受け止め方は､このような理論がまともである筈はないと云うことであった｡現

在では事情が全く変わってしまった｡即ちモード結合理論はAdam-Gibbs理論と並び称されるガ

ラス転移の理論の双壁とみなされている｡しかし不思議なことに､その間にモード結合理論の内容

が特に進歩したわけではない｡現在の受け止め方についてチャーチルが民主主義について云った

事をうまく言い換えたMICatesの言葉を引用する[4]:Modecouplingtheoryistheworsttheory
ofcolloidalglasses-apartfromalltheothersthathavebeentriedfromtimetotime.

ここでコロイドガラスと言っているのはガラスの分子をコロイド粒子で置き換えたガラス的振

舞いをする系のことである｡ガラスの示す諸々の挙動が大きなミクロンのスケールで現れる｡ 特

にコロイド粒子の表面を高分子で処理し､コロイド粒子間に引力を持たせた系は独特の液体-ガラ

ス転移を示す｡これを､実験が現れる前にモード結合理論が予言したことによって､この理論の

評価が一段と高まった｡

現在はガラス関係の多彩な実験が出て､又理論のほうも多様でまとまりがつかない感がある｡統

一的な理解の試みもあるが【5】末だ途遠しの感がある｡臨界現象の場合のようにある時期急激に進
んで解決するというようなことは起こらないであろう｡これは一つにはガラスの問題が臨界現象

に較べて甚だ多面的であることによる｡通常のガラス形成物質や､すでに見たコロイド系のほか

にエマルジョン系などの一般にソフトマターと通称される多くの物質が対象になる｡さらに最近

注目されているgranularsystem【25]との関連が指摘されている｡

所で､ガラスの様なすっきりしない問題をアタックしようとすれば統計物理の多方面の知識や

経験が物を言う｡事実これまで相転移物理学の色々な問題がガラスの理解に動員された :平均場

理論､繰り込み群理論､モード結合理論､秩序化過程の動力学などなど｡これらの話題は彩しい

数の文献や成書に分散されていてこれらを探すだけでも大変である｡この点で最近出版された小

貫氏の著書【26】はこれらの話題が系統的に-箇所にまとめられて居り是非一読をすすめたい｡
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Appendix

A 射影演算子の方法

A.1 射影演算子の一般論

Ⅳ粒子系の運動はLiouville演算子を用いて

孟x(i)-iLX(i) (A･1)

と書ける｡今､数多くある自由度のうち､遅い変数だけを取り出す(射影する)演算子をPと書く｡

それに対して､それ以外の変数に射影する演算子をQ≡1-pとする｡遅い変数を取り出す操作

を二回しても同じ結果が得られるはずなので

p2-7', Q2-Q

という射影の性質が成立する｡さらに演算子同士の直交性

QP-7)Q-0

(A･2)

(A･3)

も成立する｡

さて､この節の目標は､遅い変数に対する方程式を導くことである｡そのため(A.1)の形式解

を用いて

孟x(i)-eiLtiLX(0)-eiLt(p+Q)iLX(0)-eiLtpiLX(0)+eiLtQiLX(0) (A･4)

とできる0第二項を評価すべく､次の演算子eiL:i-eiQL:tのLaplace変換を考えると､

1 1

I-iL: Z-iQL: ㌻売 上(I-iQL)-(I-iL)]⊥

1

Z-iQL:
1 1
㌻二詔liL:-iQL:]m
完 piL⊥Z-iQL:

となるので､これを逆Laplace変換すると､

eiL:i=eQiL:i+
Lt
eiL:(i-S)7,iL:eQiL:sds

(A･5)

(A･6)

となる｡これより元の方程式に代入すれば

孟x(i)-eiLtpiLX(0)･LtdseiL't-S'piLeQiLsQiLX(0)+eQiLQiLX(0, (A･7)

もしくは演算子同士の恒等式として

孟eiLt-eiLtpiH Ltdsei｡t-S'piLeQiLsQiLIeQiLQiL
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これは今後有用な式となる｡

また他にもこれとは別に有用な恒等式がある｡(A.1)を用いて

孟x-iL(P+Q)X

これの左から7)､QをかけてLaplace変換すれば

Z7)i-7)X.-PiL:7)X+7)iL:QX

zQX-QXo-gil:PX+gil:QX

(A･9)

(A･10a)

(A･10b)

ここで初期状態は完全に遅い変数だけで書かれる状態､つまり局所平衡状態であるとするとQX0-0

とできるので

QX -完 QiLPX

これを(A.10a)に代入して(I-iL:)-‖こついて解けば

p嘉 P-P(I-piLア-アiL完 QiL)-1p
が得られる｡

(A･11)

(A.12)

A.2 粗視変数の運動方程式

まず､遅く変化する変数を(可､その微視的表示を(A)とする｡ 今後よく使うため､マクロな
変数の分布の微視的表示を

g(i,a)エロ 6(ai-Ai(i))≡6(a-A(i)) (A･13)
t

と定義する1｡このとき､Ⅳ粒子運動方程式に対して粗視変数だけを取り出す演算を以下のように

定義する2｡

7)G(I')-(a(r);a)g(0,a)da (A･14)

･G(r);a,--/drG(r)6(A(r)-a)譜 -読 (G6(A-a)) (Al15)

ここで

1添え字を省略した場合はすべての粗視変数aiについての積をあらわすものとするO積分の場合も同様に以後､

/da≡/tIdai
とする｡また､簡単のためA(0)-Aと書くこともある｡
2この射影は特に非線形射影と言われている｡非線形射影の所以は

6(a-a′)-∑ en(a)Qn(a′)po(a)
n

なる完全規格直交系Qn(a)で 6関数を展開することにあるOこのQn(a)の線形部分だけを取ったものが線形射影で､
後程また定義する｡

- 5 4 5 -
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である｡Peqは熱平衡分布で､rは位相空間を表すOまたRoは

p.(a)-(6(a-A))∝e~P71(a) (A.16)

で粗視変数についての定常分布関数として定義されており､これが同時にその状態の自由エネル

ギー71も与える｡この射影演算子7)はAppendixA.1で示した射影の性質(A.2)を満たすことは

容易に確かめられる｡

次に､粗視変数の分布関数9(0,a)に対して先ほど得られた恒等式(A･8)を左から作用させると､
第一項は

eiLtpiL6(A(0,-a,-字 /da'(孟vj(a,6(a-a′))頼 α′)
であるが､これの積分の中身を特に

iOaa′≡-¥ (孟 vj(a)6(a-a′))

(A･17)

(A･18)

と書く｡これは振動数行列と呼ばれていて､元々の定義から分かるように可逆な変化に対応して

いる｡またvj(a)をstreaming項といい､後程分かるようにこの非線形項が巨視変数間のモード
結合に寄与する｡

第三項は

eQiL:toil:6(A(0)-a)- eQiL:tQ
-∑ 孟j
-∑ 意 Aj6(A (0)

-∑ ま eQiLtQAj6(A(0)-a)
aaji

であるが､ここで Oj(i)- eQiL:tQAjと定義すれば最終的に

(第三項)--∑ 孟 loj(i)6(A(0)-a)]-Fa(i)3
(A.19)

となる｡これは定義から分かるように､遅い変数以外からの寄与であるので､うまく粗視変数を

選ぶことができたならば､十分速く変化する項､つまりランダムカを与える｡

第二項は

LtdseiL't-S'piLQeQiLsQiL6(A-a)-uds/da′
g(i-S,a′)

Po(a')

･(孟孟(oj(S,Ok(0,-0(a)6(a-a′))
であるが,特にこの積分核を

･-,(i,- 頁お 吉 (孟 長 くoj(S,Ok(0,;a,Ro(a,6(a-a′))

(A･20)

(A･21)

のように定義する｡これは射影した変数以外からの記憶効果を表している｡積分核にランダムカ

の相関が入っているが､これは揺動散逸定理を暗示している｡
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以上をまとめるならば,元の式は

gg(i,a)-/da/iO-′頼 ′ト Ltds/da′◎-,(i-S)g(S,a,)+Fa(i, (A･22)

という形に書かれる｡ これはLangevin方程式のミクロな導出の結果である｡

以上の結果は粗視変数をうまく取ることでさらに簡単な形に書くことができる｡ ランダムカの

相関は､β=o付近でしか値を持たないというMarkov近似を行うと､

g(i-,a,)-拍 α′),Ltds･･･-上∞ds-
とできるので

L,Qk-L∞
という揺動散逸関係3を与えてやれば

ds(031(S)Ok(0);a)

･第二項)T ,Qk% (蕊 +旦欝 )g(i,a)

が得られる｡書き直すならば､元の式は

孟g(t,a)-LFPg(i,a)･Fa(i)

と書かれる｡ ここで£FPはFokker-Planck演算子で､

LFPg'肺 一指 vk'a'+吉 L,Qk% (孟 +旦欝 )

で与えられる｡

この式の両辺にaiをかけて積分すれば粗視変数に対する方程式が求まり､

笠 - V"A)-∑ LPj孟 (eH)･Oi(i)
j

となる4｡これから分布関数P(a,i)の従う方程式(Fokker-Planck方程式)が求まる｡

孟p(a,i)-LFPP(a,i)
これが平衡解£FPfも -0を持つという条件から

∑i lvj(a)Po(a)i-0,若しくは ∑ vj孟 (p")-∑ 記j' JL ' j

という重要な関係式が得られる｡ これをポテンシャル条件という｡

(A･23)

(A･24)

(A.25)

(A･26)

(A･27)

(A･28)

(A･29)

(A･30)

3このミクロなノイズによる輸送係数L錠を､元からあったミクロな揺らぎによる輸送係数なので裸の輸送係数と呼
ばれる0

4Brown運動のLangevin方程式もまったく同じ形をしている｡

霊 芝

坐
dt
- -U′(q)-TP+R(i)

莱-項がstreaming項､第二項が散逸項､第三項がランダム項である｡
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A.3 モード結合理論

(A･2)を形式的に解いてajをかけてから積分すると

Aj(i, -/daa,･eLFPt6(A-a)十Ltds/daajeLFP't-S'Fa(S)
-/daleLiptaj]6(A-a,･Ltds/daeLip't-S'ajFa(S) (A･31)

ここでL:tFPはHermite共役である50具体的な形を書き下すと

dFP-P lvj(a,I写 L,Qk話 芸 po(a,]孟

である｡a](i)≡eLfFPtajと定義すれば

Aj(i,-/daaj(i)6(A-a)･Ltds/daaj(i-S,Fa(S,
のように書くことができる｡後で使うためにaj(i)の従う式も書き下しておこう｡

孟aj(i)-Lipaj(i)

以上の式から〈A)の相関関数を書き下せば

(A･32)

(A･33)

(A･34)

Gij(i)- (Ai(i)Aj(0))-/daRo(a)ai(堰 (0)-(ai(i)榊 )) (A･35)

とできる｡つまりak(i)の相関が求まればよい｡これを実行するには非線形方程式 (A.34)を解か
ねばならない｡この困難に対しては近似的な扱いをする他ない｡

巨視変数(a)の張る空間に対して以下のような線形射影を考える｡

7'lin飽rF≡∑(Fa,i)xjkak
jk

(A･36)

ただしx輿 ま同時刻相関(aja;)の逆行列である｡これをもとに(A･8)の恒等式を適用すると

孟ai(i,-写iuikak(i,一打oik(i-S,ak(S,ds+棉 ) (A･37,

とできる｡ただし

iuij≡∑ (vi(a)a;)xkj
k

申ij(i)≡∑ (Ji(i)vl)xkj
A

Ji(i)≡eQiLIFPQvi(a)

5Hermite共役のそもそもの定義は

であることから明らかであろう｡

/daf(LFPg)-/da(dFPf)a
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と定義されているoここでは裸の輸送係数LPjは無視したo以上の式を元に､右から項 0)をかけ
て平均することで

孟Gij(i,-写 iuikGkj(i)一石Ltoik(i-S,Gkj(S,ds
ここで(A.38C)の中身の近似として

(Ji(i)vj(a))FS(vi(a(i))vj(a))

(A.39)

(A･40)

とすることで相関関数についての方程式が得られたように思われる｡

しかし一般にvi(a)は(a)の非線形項を含んでおり､相関関数を計算しようとするとせij(i)の中
に四体相関､六体相関･･･というように二体相関を計算するために高次の相関が必要になってくる｡

この困難を処理するために高次の相関を二体相関の積の和で置き換えるという操作を行う(デ力ツ

プリング (decoupling)近似若しくはフアクトリゼーション(factorization)近似)Oこれによっ

て相関関数について閉じた方程式が得られることになる｡具体的にはガラス転移のモード結合理

論のところで行う｡この近似の難点は二体相関の積で近似することの妥当性がつかめない点であ

る｡これは結果を見て判断するはかない｡

B その他

B.1 Maxwell模型について

粘弾性は弾性部分とエネルギー散逸の部分に分けられるとし､以下の図のように粘弾性体をモ

デル化したものをMaxwell模型と言う｡

G∞

直列に繋がっているため､粘性係数による速度の寄与はF/叩､バネによる速度の寄与はHookeの
法則からF/G∞となるので

F il

血 = 号+a=

となるoこの系に対して伸びが u -1(i)となる挙動に対する力の応答を求めよう｡ここで1(i)は

単位ステップ関数でt<0で1(i)-0､i-0で1(i)-1/2､t>0で1(i)-1である.この解は

F(i)-G∞e~(G∞h)tl(i)

とできて､これから力の緩和時間は71-G∞7-と書けることが分かる.このモデルは形状を急激に

変化させたときに手元で感じる力が徐々に緩和していく様子を記述する｡

B.2 熱力学的駆動力

∫(㍗)の形は以下のようにして与えられる｡密度プロファイルがβ(㍗)であるとき､局所的な化学

ポテンシャルは苦 で与えられるo流れは化学ポテンシャルの低 いほう-向かうので､-∇晋 に
比例する｡単位体積あたりにβ(㍗)個の粒子があるのでそれをかけておくことで局所的な流れ密度

にかかる駆動力が求まる｡実際､理想気体に対して上の形を適用するときにはβ(㍗)をかけておく
ことが線形性を保証する｡
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B.3 VogeトFulcher-Tammann方程式

次のような三つのパラメータを導入して緩和時間の温度依存性を記述した現象論的な方程式を

Vogel一mllcher-Tamman方程式と言う｡

T
log-
Tct-, T-To

(B･41)

この方程式においてT- ∞ とすれば､T-7読となるOそれに対してT-To>0とすると(Vogel

温度)､77- ∞ となり､これが現象論的に粘性係数の急激な増大を記述する｡

附記 本稿は第7章を除き､2002年 11月の京都大学に於ける集中講義を聴講者の南暁彦氏が

取られたノートに加筆､訂正したものである｡これを本格的にやろうとすれば全体を書き改める

くらいの労力が必要になる｡そこで今回は不満が残るが加筆､訂正は必要最小限にとどめた｡記

録の労をとられた南暁彦氏に謝意を表する｡
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