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量子 KAM トーラスについて
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古典力学における ｢完全可積分系｣は Arnoldの トーラス上の運動として明確に記述

される｡そしてその軌道が安定に存在し続けるか､それともカオスに崩壊するかはKAM

の定理によって判定できる｡量子系についても､同時対角化可能な演算子が自由度の数だ

け在れば､系の状態を完全に決定することが出来るcLかし量子論的な KAM の定理は

あるのだろうか?前回は Gallavotti等の仕事を参照しながら､場の理論的手法が量子系

の KAM の定理を導く可能性について考察した[110今回は具体的に Feynman則を得た

ので報告する｡

1 KAM トーラスの量子化

摂動項をeVとして d自由度の力学系

H(0,J)-;J･J･EV(0,J) (1)

を考えようcE-0のとき､作用変数 J-(Jl,J2,-･,Jd)､角変数 0-(01,02,･･･,Od)

は J-W-const.,0-ut十 const.となり､与えられた初期値ごとに半径 ＼β石,k-

1,2,-･,dの トーラス Td f=に一つの軌道を描くQ摂動が在るときにこの軌道は変形を受

ける｡

量子系においても完全可積分系が摂動によってどのように振舞いを変えるかを知るこ

とは重要な問題であるC しかし系が量子論に従う場合､位相空間上の明確な軌道と言うも

のは存在しないO従ってその変形した軌道の振るまいを議論することは出来ないO軌道に

代る量子論的な物理量は位相空間における座標の期待値である｡非摂動 トーラス Td 上の

点を x -LLJt+const.∈Tdで表そうC 摂動効果を見るために

p(I):-(0(x)-a,J(I)-W)

により､ トーラス ヒの場 p(a)を定義する｡特に1imeー0?(I)-0,ITdP(x)dx-0で

ある｡この場に対する量子効果を知りたい｡
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この系を量子化する方法として我々は Feynman径路積分の方法を採ろうCその為に

先ず作用積分と特性関数を導入する｡

S ‥ニ ー/Tddx(去J2-J雷.EV(0,J))

一誓-/Tddx(去(拍 19-eV(x,p(x),d(a)))

Z(～) :- /Dp(x)exp[孟S･;/Tddx(両 +nTp)]
ll(x)は外湯であり､Green関数は

G.-1‥- Lwo.∂X W'lax)
で与えられるO

このレポー トの目的は､Feynman則を決めることであるから､場の摂動論の通常の手

法に従って特性関数を

- expluTddxV(I,蒜 ,義 )]

･/Dp(x)expli/Tddx(一去dG.11小 吉(初 +両 ))]

- expluTddxV(描 ,芸 )]explu ddxn･Goり]

のように表示するのが便利であるC

よく知られている場の量子論のモデルでは､相互作用項は場の幕乗であるのに対し､

いま議論している系では特にそれを指定していない｡しかし､相互作用を摂動として扱 う

立場から､それを 9-0において滑らかな関数とし､そこで Taylor級数に展開出来ると

しよう｡このとき各場の Fourier変換を～で表わせば特性関数は

Z(捕 )-expliVx]exp[芸(拍 可
のように与えられる｡ ただLvertexoperatorおよび propagatorはそれぞれ

vx:-言,ioq.eq,qs'qo)6'qo･ql+-･+qr-q′11･･･- q′S)
2γ+β∂r+β

×
i64(ql)- i66(q,)斬†(qll)･･･斬 I(q′S)

･赫 ):-盲頼 q)(--i怒.･qq',--21i(W'.q)~1)"q'

である｡これから相関関数､特に1点関数は

(i(q)):-
1 6Z(市浦I)

Z(0)所 †(q)
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(2)

を計算して求められるC
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2 Feynman則

vertex演算子の表示 (2)から明らかなように､場の間には無限個のタイプの相互作用が

可能であり､それらをどのように整理して摂動計算を行うかが問題となるC我々は式を過

不足なく図形に対応させるFeynman則を見出したのでそれを示そう｡

n 点相関関数-の Eのm次の寄与を考えるc

l.紙面にm+1個の点を取り､そのうちの m個を内点､1個を外点と呼ぶ｡ 各内点

にri個の運動量が出て行き si個が入るvertex(e/h)V,i,Si,i-1,2,…,m を対応さ

せるQ外点には指定された r-ro個の運動量が出て行き S-so- n - ro個が入る

とする｡

2.i番目の点から出て j番目の点に入る運動量の流れを矢印付きの線で表わし､その

線の数を xijとする｡ただしxo0-0とし､これらは

7n m
ri-∑xij Si-∑xji, i- 0,1,-,m

j-0 j-0

を満たすものとする｡

3.内線を結ぶ各線には運動量 qが央印の方向に向かうpropagatorhe｡(q)/2iを対応

させ､外点も含めた各点で運動量の和はゼロになるようにする｡

4･全ての可能な (xij)について重み1で加え合わせ､loopに付いては運動量の無限和

を取る｡

Feynman図の例を示そうOこの例では ro- so-2であり､外線は外点で結ばれている

とするO
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3 くり込み群

Gallavotti(1994)は､古典論におけるKAM の定理の証明に Eliasson(1988)が用いた絶

対収束級数列は､場の理論におけるくり込み操作に同値であることを示した｡アイデアは

こうであるc

p<1として Iw･qlの領域を

pk≦lu･ql≦ pk-1, k-1,2,･･･,N

に廃って分割 し各領域について ek と k kを

Gk - Kk+Gk+1, 与k(W･q)≠0, lLJ･qi≦pk,
Kk≠0 , pk+1≦lu･qI≦ pk,

によって定義するcpropagatorからの loop和-の寄与の内､Iw･ql>pの領域からの分､

即ち Koの寄与を vertexにくり込めば､propagatorは ILLJ･ql<pからの寄与だけにな

るC この領域を更に分けて p2<lLJ･qF<pからの寄与を vertexにくり込むOこのくり

込み操作を続ければ､和- propagatore｡から寄与する領域は Iw･ql-0を満たす整数

の組みに限られるので測度がゼロになる｡

このくり込み操作を一度する毎に､vertex演算子はどのように変換されるか見てみよ

うc k回目の操作で得られるvertexを V,5空)と表わすことにすると

eiVDeh(qeo*)/2i = eWDeh(il(ko･el)*)/2i

= e所 †ko*)/2ieiO'1'Deh(qel*)/2i

-: (pngoleh(qkp6,/2i)eiV(n,Deb(q en6,,2i

～ eiO'n)Den(iTen*)/2i

により(()の因子は計算の後で 巧-軒 -Oとするので無視できる)

orSsk･1,(再)-差誓

L e!(r+u)!(a+V)!

u宕ou!V!r!S!(2-u)!(2-V)!
u+V-e

･kku巾-A(kkiHe-u(ifkk)e-VV,(fL,a.V(i5)

と云う結果を得る｡ 以上の操作は古典論に限らず量子系についても成 り立つことは云うま

でもない｡
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