
高分子溶液学

— 高分子稀薄溶液の 　　
　 ある化学物理的理解 —

吉﨑 武尚
京都大学 大学院工学研究科

高分子化学専攻





iii

まえがき

1本の高分子鎖の形態に関する研究は，高分子化合物の存在が明らかに
なった（1920年代）直後の 1930年代から始まり，高分子物質が示す特異
な弾性 — ゴム弾性が，主に形態エントロピーに由来するという，一つの
素敵な結論が導かれた．その後，稀薄溶液中における孤立高分子鎖の摩擦
的性質に関係する固有粘度や沈降係数，あるいは分子間相互作用に関係す
る滲透圧のビリアル係数へと研究が広がった．理論的には（古典）統計力
学の魅力ある応用分野として，実験的には高分子の分子特性解析の必要性
から，多くの研究者が高分子稀薄溶液物性の研究に集まった．特に，理論
的な興味を惹いたのは，高分子を構成する繰返し単位が重なり合うことが
できないことをどのように記述するかという問題 — 排除体積効果の問題
であり，先ずは古典的な摂動展開に基づく理論が，次いで磁性体の臨界現
象との同定に基づいた理論が展開された．しかし，栄枯盛衰は世の常で，
1970年代中頃になると，高分子稀薄溶液はすでにやり尽くされた研究領
域と見なす研究者が多くなった．
1本の高分子鎖を構成する繰返し単位の数 nは非常に多いので，剛直な

高分子を例外として除くと，上に述べた研究のほとんどすべては，n→ ∞
の極限における記述に適したガウス鎖に基づいて行われている．実在の高
分子鎖をガウス鎖で置き換える場合，数十の繰返し単位がガウス鎖の一つ
の仮想的結合に対応する．実際に実験の対象となる高分子鎖の nは高々
104程度，ガウス鎖の結合数にして高々 102程度であり，そう多くはない．
果して目の前の高分子鎖はガウス鎖で記述できているのだろうかという疑
問が残る．この疑問にけりをつけるには，実在の高分子鎖をガウス鎖より
詳細に記述できるモデルを用い，高分子の繰返し単位の大きさを考慮した
理論に基づいて，高分子稀薄溶液の実験結果を見直す必要がある．
本書は，京都大学 大学院工学研究科 高分子化学専攻 高分子物性講座

（高分子分子論分野）においてなされた，そのような試みの結果をまとめ
たものである．結果を一言でいうと，目の前の高分子鎖は n→ ∞の極限
則には従わず，低分子から n→ ∞の高分子へのクロスオーバー領域に属
している．本書で取り上げた理論ならびに実験結果から，そのことを実感
していただければ幸いである．
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1

0章 おさらい

高分子溶液，特に高分子稀薄溶液の性質と，化学構造に由来する溶質高分
子の固さ（chain stiffness）および局所形態（local chain conformation）と
の関係について理解を深める．化学系学部で開講されている高分子物性に
関する入門講義程度の知識を前提とする 1,2．この章では，そのような講
義で耳にしたと思われる専門用語の中で，高分子溶液に関係する幾つかを
おさらいする．

0.1 高分子鎖の広がり

多くの原子が結合してできている高分子は，その内部自由度が非常に大
きいため，溶液あるいは溶融体中において様々な形態をとる．したがっ
て，その大きさを議論する際に問題となるのは，ある瞬間において特定の
形態をとったときの大きさではなく，平衡平均の意味での大きさ — 広が
り（average chain dimension）である．1本の高分子鎖の広がりを表すの
に，以下の二つの量が用いられる．

0.1.1 平均二乗両端間距離

高分子鎖の一端から他端への両端間距離ベクトル（end-to-end vector

distance）Rは，鎖の骨格を構成する原子間結合に相当する結合ベクトル
li（i = 1，2，· · ·，n）の和で表される（図 0.1）．

R =
n∑
i=1

li (0.1)
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図 0.1 高分子鎖の形態．

Rの大きさをRで表し，R2の平衡平均 ⟨R2⟩を平均二乗両端間距離（mean-

square end-to-end distance）と呼ぶ．li を用いて次のように書かれる．

⟨R2⟩ =
n∑
i=1

l 2
i + 2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

⟨li · lj⟩ (0.2)

ここで，li は li の大きさを表す．

0.1.2 平均二乗回転半径

ある瞬間における，1本の高分子鎖の重心から i番目の構成要素へのベ
クトル Si（i = 0，1，2，· · ·，n）の大きさ Siを用いて，回転半径（radius

of gyration）S を次のように定義する（図 0.1）．

S2 =
1

n+ 1

n∑
i=0

S 2
i (0.3)

S2の平衡平均 ⟨S2⟩を平均二乗回転半径（mean-square radius of gyration）
と呼ぶ ∗．次節で述べるように，光散乱実験から直接決定できる．i番目
の構成要素から j 番目の構成要素へのベクトル Rij の大きさ Rij を用い

∗⟨S2⟩ の代わりに Rg = ⟨S2⟩1/2 の表記を用いることが多い．
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て，⟨S2⟩は次のように書かれる（Zimm–Stockmayerの関係式）．

⟨S2⟩ = 1

2(n+ 1)2

n∑
i,j=0

⟨R 2
ij ⟩

=
1

(n+ 1)2

n−1∑
i=0

n∑
j=i+1

⟨R 2
ij ⟩ (0.4)

0.2 光散乱実験と特性解析

高分子溶液に光を当てると，高分子の構成要素の濃度揺らぎによって光が
散乱される．濃度および散乱角を変えて測定した散乱光強度のデータから
分子量M，⟨S2⟩，滲透圧 πの第 2ビリアル係数（second virial coefficient）
A2などを評価することができる．A2は溶液中における二つの高分子間の
相互作用に関係する量であり，一方の高分子が存在するために他方の高分
子が入り込めない領域の有効体積 — 分子間有効排除体積に比例する．A2

は次のように書ける．
A2 = 4NAVE/M

2 (0.5)

ここで，NAはAvogadro定数，VEは溶質分子自身の有効体積であり，半
径 rの剛体球高分子の場合には VE = 4πr3/3となる．実験により個々の
高分子の性質を明らかにすることを特性解析という．
合成高分子の場合，高分子試料は単一の分子量を持つ高分子の集まり

ではなく，いろいろな分子量を持つ高分子の混合物である（分子量分布
を持つ）．その場合，実験から決定される分子量は何らかの平均分子量で
あるが，光散乱実験から決定されるのは重量平均分子量（weight-average

molecular weight）Mwである．一方，滲透圧などの束一的性質（colligative

property）からは数平均分子量（number-average molecular weight）Mn

が決定される．
ある高分子試料に含まれる分子量Miの高分子の数をNiとすると，その

数分率 ni ≡ Ni/
∑
j Nj，重量分率 wi ≡MiNi/

∑
jMjNj を用いて，Mn

とMw はそれぞれ次のように定義される．

Mn =
∑
i

Mini (0.6)
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Mw =
∑
i

Miwi (0.7)

Mn とMw の間に次の関係が成り立つ．

Mw −Mn =

[
2

(∑
j

Nj

)(∑
j

MjNj

)]−1∑
i,j

NiNj
(
Mi −Mj)

2 ≥ 0

(0.8)

したがって，Mw/Mn ≥ 1であり，等号が成立するのは完全単分散試料の
場合である．このMw/Mn は分子量分布の目安として用いられる．

0.3 動的光散乱実験と並進拡散係数

散乱光強度の揺らぎの時間変化（動的光散乱）から溶質高分子の並進
拡散係数（translational diffusion coefficient）Dを決定することができ，
Einstein–Stokesの関係 † に基づいて次のように定義される有効流体力学
的半径（effective hydrodynamic radius）RH が評価できる．

D = kBT/6πη0RH (0.9)

ここで，kBは Boltzmann定数，T は絶対温度，η0は純溶媒の粘性係数で
ある．RHは，溶質高分子の並進運動を再現するような流体力学的に等価
な剛体球の半径であり，1本の高分子鎖の広がりの目安として用いられる．

0.4 溶液粘度と固有粘度

溶媒に溶質高分子を添加した溶液の粘性係数 ηは η0 に比べて大きくな
る．溶液の（質量）濃度 cが小さい場合，ηは次のような展開形で表すこ
とができる．

η = η0(1 + [η]c+ · · ·) (0.10)

cに関する 1次の展開係数 [η]は溶質高分子の流体力学的体積に関係する量
であり，固有粘度（intrinsic viscosity）と呼ばれ，Einsteinの粘度式 ‡に基

†剛体球の並進摩擦係数に関する Stokes の関係（5.A.21）と，並進摩擦係数と並進拡散
係数に関する Einstein の関係（6.30）を組み合わせた関係．

‡剛体球の固有粘度を与える関係式（5.A.29）．
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づいて次のように定義される有効流体力学的体積（effective hydrodynamic

volume）VH を評価することができる．

[η] = 5NAVH/2M (0.11)

VHは，剪断流中における溶質高分子の摩擦的性質を再現する流体力学的に
等価な剛体球の体積であり，1本の高分子鎖の広がりの目安として用いられ
る．RHは静止流体中における並進運動，VHは剪断流中における回転運動
の場合の等価剛体球に関係するので，一般には両者の間に 4πR 3

H /3 = VH

の関係は成立しない．

参考文献

1. 伊勢典夫ほか，「新高分子化学序論」3章，化学同人（1995）．

2. 高分子学会編，「基礎高分子科学」3章，東京化学同人（2006）．
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1章 はじめに

高分子溶液と一口にいっても，溶質高分子と溶媒の組み合わせによってそ
の振る舞いは千差万別である．ここでは，溶質高分子の構成要素間に働く
平均力ポテンシャル ∗（potential of mean force）が van der Waals型 †で
あると考えられる，疎水性高分子を余り極性の大きくない有機溶媒に溶か
したものに話を限る．構成要素間に静電相互作用が働く場合など，実用的
にも重要な系があるが，高分子溶液に関する基本的理解を得るために，最
も単純な場合に話を限る．
1920年代後半にドイツの化学者 H. Staudinger（1881–1965）によって

高分子の概念が確立され，その後W. Kuhn（1899–1963）を始めとする多
くの研究者によって高分子溶液に関する統計力学的研究が行われた 1．
溶液中における高分子鎖の形態は，それを構成する原子の間の結合距

離と結合角，そして原子間に働く相互作用（平均力ポテンシャル）で決ま
る．高分子鎖をモデル化する際には，この相互作用を，高分子鎖の主鎖骨
格に沿って比較的近い位置にある原子間に働く相互作用 — 近接相互作用
（short-range interference）と，遠く離れた原子間に働く相互作用 — 遠隔
相互作用（long-range interference）との二つに分けて考える ‡．近接相互
作用は結合距離，結合角とともに高分子鎖の固さと局所形態を決定する．
一方，遠隔相互作用は排除体積効果（excluded-volume effect）— 高分子
鎖の二つ以上の構成要素が空間の同じ点を同時に占めることができない
— として，高分子量の屈曲性高分子鎖の広がりに影響を与える 2,3．

∗溶媒分子を均したときに構成要素間に働く有効なポテンシャル．
†電気双極子能率を持たない原子あるい原子団の間に働く分散力で原子（団）間距離 r の

6 乗に反比例する引力で表される．溶液中の平均力ポテンシャルの引力尾がそのように書き
表されるかどうかは明らかではないが，比較的近距離の引力が働くと考えらる．

‡明らかに，このように大別された 2 種類の相互作用を明確に区別することは困難であ
る．最近の計算機シミュレーションの結果からは，高分子鎖に沿ってかなり離れた構成要素
の間に働く相互作用も局所形態に影響を与えることが明らかになっている．
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C–C単結合が連なった主鎖骨格を持ち，結合回りの分子内回転が起き
易い高分子は，溶媒分子との衝突により，その形態が容易に変化する．そ
のような高分子を，折れ曲がり易いという意味で屈曲性高分子（flexible

polymer）と呼ぶ．汎用プラスチック材料として大量生産されている高分
子の多くは屈曲性高分子である．これに対し，主鎖が C–C単結合であっ
ても，置換基の立体障害によって分子内回転が起き難い高分子や，分子内
水素結合などによって溶液中でらせん構造を保持するような高分子は形態
が変化し難い．そのような高分子を屈曲性高分子に対し半屈曲性高分子
（semi-flexible polymer）と呼ぶ．二本鎖DNAなどがそれに含まれる．こ
のような高分子鎖の折れ曲がり易さは，主に近接相互作用によって決まる．
遠隔相互作用は斥力殻と比較的短距離の引力尾との重ね合わせで記述

される．適当な溶媒条件を選ぶと，不完全気体における Boyle温度のよう
に，平均的に斥力と引力が互いに打ち消し合い，見掛け上，高分子鎖の構
成要素の間に相互作用がない状態 — FloryのΘ状態 2 — が実現できる．
Θ状態における高分子鎖の形態は，局所形態を適切に考慮した高分子鎖モ
デルで記述することができる．
Θ状態における屈曲性高分子のモデルとして最も簡単なものは，長さが

lの結合を自由に動く継手で繋いだ自由連結鎖（freely-jointed chain）で
ある．⟨li · lj⟩ = δij l

2であるから，式（0.2）より，結合数が nの自由連結
鎖の ⟨R2⟩は次のようになる．

⟨R2⟩ = nl2 (1.1)

⟨R2⟩は nの値に依らず nに比例するが，これをモデルの定義としてもよ
い．また，式（1.1）より ⟨R 2

ij ⟩ = |i− j|l2であるから，これを式（0.4）に
代入すると，⟨S2⟩は次のようになる．

⟨S2⟩ = nl2

6
+
l2

6
− l2

6(n+ 1)
(1.2)

n≫ 1のとき，⟨S2⟩も nに比例し，⟨R2⟩との間に次の関係が成り立つ．

⟨S2⟩ = nl2

6
=

⟨R2⟩
6

(1.3)
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さらに，n ≫ 1 かつ R ≪ nl のとき，R の分布関数 §（distribution

function）P (R)は次のガウス分布で表すことができる（附録 1.A）．

P (R) =

(
3

2πnl2

)3/2

exp

(
− 3R2

2nl2

)
(1.4)

このような高分子鎖をとくにガウス鎖（Gaussian chain）と呼ぶ．
Θ状態のガウス鎖の RH，VH は ⟨S2⟩と次のような関係がある．

RH ∝ ⟨S2⟩1/2 (1.5)

VH ∝ ⟨S2⟩3/2 (1.6)

したがって，それぞれのM（∝ n）依存性は次のようになる．

RH ∝M0.5 (1.7)

VH ∝M1.5 (1.8)

このとき，式（0.11）より [η] ∝M0.5 となる．
Θ状態は高分子を溶かし難い貧溶媒（poor solvent）中において実現さ

れる．高分子を良く溶かす良溶媒（good solvent）中では，斥力が引力に
勝るので，高分子鎖の広がりはΘ状態に比べて大きくなり，n→ ∞の極
限で次の関係が成立する．

⟨R2⟩ ∝ ⟨S2⟩ ∝ n1.2 (1.9)

ガウス鎖を用いてこの関係を導いたのは Floryであり，高分子繰り込み群
理論 4–6 の結果もこの関係を支持している ¶．式（1.5），（1.6）の関係が
良溶媒中においても成り立つと仮定すると，M → ∞の極限における RH

と VH のM 依存性は次のようになる．

RH ∝M0.6 (1.10)

VH ∝M1.8 (1.11)

§両端間ベクトル Rが R ∼ R+ dRにある確率が P (R)dRと書かれるとき，P (R)を
分布関数あるいは確率密度と呼ぶ．

¶高分子繰り込み群理論からは ⟨R2⟩ ∝ n1.176 が得られている．理論構造に問題はない
が，指数は近似値であるので，Floryの求めた指数 1.2より信憑性が高いとは考えられない．
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このとき，式（0.11）より [η] ∝M0.8 となる．
高分子鎖の広がりが，排除体積効果のない Θ状態に比べて良溶媒中で

どの程度大きくなっているかを表す量として，次のように定義される回
転半径膨張因子（gyration-radius expansion factor）αS，流体力学半径膨
張因子（hydrodynamic-radius expansion factor）αH，粘度半径膨張因子
（viscosity-radius expansion factor）αη が用いられる．

⟨S2⟩ = ⟨S2⟩0 α 2
S (1.12)

RH = RH,0 αH (1.13)

VH = VH,0 α
3
η (1.14)

ここで，添字 0は Θ状態での値であることを示す．ガウス鎖を用いた排
除体積効果に対する摂動理論によれば，αS と αH，αη はいずれも排除体
積パラメタ（excluded-volume parameter）z のみの関数として表すこと
ができる．高分子の構成要素の排除体積を表す（有効）二体クラスター積
分 β を用いて zは次のように定義される量である．

z ∝ n2β/⟨R2⟩ 3/2
0 (1.15)

以上のガウス鎖に基づく解釈を整理すると，Θ状態および良溶媒中にお
ける高分子鎖の広がりに関する実験結果は三つの分子パラメタ n，l，βで
記述されることになる．より正確にいうと，Θ状態における広がり ⟨S2⟩0
と全排除体積 n2βの二つパラメタのみで記述できる．ガウス鎖に基づくこ
のような理論体系を，パラメタの数に因んで二定数理論（two-parameter

theory）と呼ぶ．高分子繰り込み群理論も，そこで使用されるパラメタの
定義が若干異なるものの，最終結果の構造は二定数理論と同じである．し
たがって，Kuhnに始まるガウス鎖に基づく解釈の枠組 — ガウス鎖パラ
ダイム — では，2種類の分子レベル情報しか得られない．さらに，Θ状
態においては，⟨S2⟩0/M，RH/M

1/2，ならびに VH/M
3/2が一定となる挙

動しか説明できない．
M の非常に大きな屈曲性高分子に関しては，上に述べたガウス鎖パラ

ダイムに則った解釈でよさそうであるが，対象とする実在のデータはどう
なっているのだろうか．図 1.1に 4種類の代表的な屈曲性高分子，ラセモ
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図 1.1 ⟨S2⟩/xw 対 xw の片対数プロット: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 ◦C

(Θ); (b) a-PαMS／シクロヘキサン，30.5 ◦C (Θ); (q) a-PMMA／アセトニト
リル，44.0 ◦C (Θ); (r) i-PMMA／アセトニトリル，28.0 ◦C (Θ)．

分率 fr = 0.59のアタクチックポリスチレン（a-PS），fr = 0.72のアタク
チックポリ（α-メチルスチレン）（a-PαMS），fr = 0.79のアタクチック
ポリメタクリル酸メチル（a-PMMA），ならびに fr = 0.01のアイソタク
チックポリメタクリル酸メチル（i-PMMA）の ⟨S2⟩0/xwのデータを示す．
ここで，xwは重量平均重合度であり，高分子の繰返し単位の分子量をM0

とすると，xw = Mw/M0 である．xw ≳ 103 では，⟨S2⟩0/xw は xw に依
らず一定の値となっており，予想通りガウス鎖パラダイムで理解できそう
である．しかし，xw ≲ 103では，⟨S2⟩0/xwが一定とならないだけではな
く，その xw 依存性は高分子によって大きく異なっている．
そのような違いは，置換基の種類と数の違い，立体規則度の違いに由来

する高分子の固さと優位な局所形態 — 個性 — の違いによって生じてい
る 7．何れの高分子もM0 ≃ 100であるから，少なくとも ⟨S2⟩0に関する
限り，そのような違いはM ≃ 105 ぐらいまでは残ることになる．現在，
多くの高分子溶液データ解析はガウス鎖に基づいて行われているが，上の
結果から，モデルの適用限界の考慮が必要であることが分かる．また，高
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分子の個性を反映する分子レベル情報を取り出すためには，ガウス鎖に代
わる適当なモデルを用いる必要がある．

1.A ガウス分布

P (R)は形式的に次のように書ける．

P (R) =

∫
δ
(
R−

n∑
j=1

lj
) n∏
j=1

p(lj)dlj (1.A.1)

ここで，δ(R)はDirac δ関数である．また，p(lj)は lj の分布関数であり，
j の値によらず次のように与えられる．

p(lj) =
1

4πl2
δ(|lj | − l) (1.A.2)

当然，p(lj)は次の規格化条件を満たす．∫
p(lj)dlj = 1 (1.A.3)

P (R)の Fourier変換である特性関数 I(k)を次のように定義する．

I(k) =

∫
eik·RP (R)dR (1.A.4)

式（1.A.1）より，I(k)は次のように書ける．

I(k) =

n∏
j=1

[∫
eik·ljp(lj)dlj

]
=

n∏
j=1

[
1

4πl2

∫
eik·ljδ(|lj | − l)dlj

]
(1.A.5)

式（1.A.5）の最終式に含まれる積分は次のようになる．∫
eik·lδ(|l| − l)dl = 2πl2

∫ π

0

eikl cos θ sin θdθ = 4πl2
sin lk

lk
(1.A.6)

したがって，I(k)は次のようになる．

I(k) =

(
sin lk

lk

)n
(1.A.7)
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Fourier逆変換を行うと，P (R)は次のように書かれる．

P (R) =
1

(2π)3

∫
e−ik·RI(k)dk =

1

8π3

∫
e−ik·R

(
sin lk

lk

)n
dk (1.A.8)

式（1.A.8）の逆変換は解析的に実行可能であり，また鞍点法を用いて
n≫ 1のときの漸近形を逐次評価できるが，漸近形の初項であるガウス分
布だけであれば，以下のように導くことができる．nl2k2 ∼ O(1)の条件
下で n→ ∞の極限を考えると，(sin lk/lk)n は次のように書ける．(

sin lk

lk

)n
=

(
1− 1

3!
l2k2 +

1

5!
l4k4 − · · ·

)n
≃ e−nl

2k2/6 (1.A.9)

したがって，n ≫ 1かつ R ≲ √
n l ≪ nlのとき，P (R) は近似的に次の

ように書くことができる．

P (R) ≃ 1

8π3

∫
e−ik·Re−nl

2k2/6dk =

(
3

2πnl2

)3/2

exp

(
− 3R2

2nl2

)
(1.A.10)

以上の結果は，互いに独立な多数の確率変数の和が正規分布になるとい
う中心極限定理の一つの例である．
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2章 高分子稀薄溶液の実験

化学物理あるいは物理化学の目的は，図 1.1に示したような実験結果を適
切な理論に基づいて解析し，原子，分子レベルの情報，ここでは特に稀薄
溶液中の高分子の広がりと形態に関する情報を得ることである．解析の対
象となる物理量の理論的定義が与えられれば，実験に関する具体的な知識
はなくとも，適当な高分子モデルを用いて理論値を評価し，データ解析を
行うことはできる．しかし，実際にどのような実験操作が行われ，測定物
理量がどのように定式化されるのかを見ておくことは，現実と理論の距離
感を知るのに役立つ．そこで，種々の高分子モデルを用いて具体的に物理
量を計算する前に，光散乱実験ならびに粘度測定の原理と，それらから決
定される物理量の定式化について説明する．

2.1 光散乱

電磁波あるいは粒子線が物質によって散乱される現象の中で，散乱体
となる原子，原子団，あるいは分子の密度が低い系による可視光の弾性
および準弾性散乱 ∗ は特に Rayleigh散乱と呼ばれる．可視光の角振動数
∼ 1015 sec−1は軌道電子の共鳴角振動数に比べて十分小さいので，入射光
によって作られる振動電場の中に置かれた分子は分極し，入射光と同じ角
振動数で振動する電気双極子能率が誘起される．これが 2次光源となって
入射方向とは異なる方向に光が散乱される．

∗散乱電磁波のエネルギー（角振動数）が入射電磁波と変わらない散乱を弾性散乱と呼ぶ．
散乱体が液体あるいは気体の場合，不規則な密度あるいは濃度揺らぎによって変調を受け，
散乱電磁波の角振動数は入射電磁波の角振動数を中心として分布を持つが，その分布形状を
問題とする場合は特に準弾性散乱と呼ぶ．その場合，準弾性散乱光の積分強度が弾性散乱光
強度に対応する．これに対し，Raman 散乱のように散乱体物質との相互作用によるエネル
ギー授受が行われ，散乱電磁波の角振動数がシフトするような散乱は非弾性散乱と呼ばれる．
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図 2.1 光散乱実験系の模式図．

同じ電磁波の散乱であっても，線源が X線の場合，その角振動数が軌
道電子の共鳴角振動数に比べて大きいので，散乱機構は Rayleigh散乱と
は異なる．また，可視光域の散乱であっても，散乱体密度が高くなると散
乱された電磁波が他の散乱体によってさらに散乱される多重散乱，また散
乱体の大きさが可視光の波長と同程度になるとMie散乱を考慮しなけれ
ばならない．以下では，Rayleigh散乱に基づいて高分子稀薄溶液の光散
乱を説明する．

2.1.1 測定装置

光散乱の装置を模式的に書いたのが図 2.1である．偏光子を通して偏光
面の方向を ni とした波数ベクトル ki の直線偏光を測定溶液に入射する．
kiと散乱角 θの角度をなす散乱光の強度を偏光面の方向が nf の検光子を
通して測定する．散乱体の中心から rの位置における入射光のつくる（複
素）電場を次のように書く．

Ei(r, t) = niE0 exp[i(ωi t− ki · r)] (2.1)

ここで，E0は電場の振幅である．また，ωiは入射光の角振動数であり ki

の大きさ ki，波長 λi と次の関係がある．

ωi =
c0
ñ
ki =

c0
ñ

2π

λi
(2.2)

ここで，c0 は真空中の光の速度，ñは溶液の屈折率であり，c0/ñは溶液
中における光の速度を表す．
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図 2.2 散乱光の模式図．

2.1.2 散乱電場

実際の散乱実験では，入射光の断面形状と検出器のスリット形状によっ
て規定される，ある散乱体積 V の中に存在する散乱体からの散乱光の総
和が検出される．簡単のために，図 2.2に示したような散乱体積からの散
乱光を考える．散乱体積の中心から rの位置における時刻 tの単位体積当
りの分極率テンソルを α(r, t)とすると，式（2.1）の電場によって誘起さ
れる電気双極子能率 p(r, t)は次のように書かれる．

p(r, t) = α(r, t) ·Ei(r, t) dr (2.3)

α(r, t)は，具体的には，散乱体積の中の時刻 tにおける各散乱体の位置
と分極率テンソルに依存する．高分子溶液の場合は，溶媒分子について均
した均一な背景の中に浮かぶ各構成要素の過剰分極率テンソルが問題と
なる．
式（2.3）の誘起電気双極子能率 p(r, t)によって検出器の位置Rに作ら

れる時刻 tの散乱電場 es(R, t) は，CGS Gauss単位系（附録 2.A）を用い
ると，次のように与えられる 1†．

es(R, t) = ϵ−1|kf |2 |R− r|−1p⊥(r, t) e
−ikf ·(R−r) (2.4)

ここで，ϵは溶液の誘電率，kf は散乱体積の中心からRに向かう散乱光
の波数ベクトル，p⊥は pのR− rに垂直な成分である．散乱体積を特徴
付ける長さに比べ，その中心から検出器までの距離 Rが十分大きいので，

†参考文献 1 は MKSA 単位系を用いている．
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次のような置き換えが可能である．

kf
R− r

|R− r|
≃ kf

|R− r|−1 ≃ R−1

だたし，kf の大きさを kf とした．さらに，

p⊥ = p− |R− r|−2
[
p · (R− r)

]
(R− r)

= −|R− r|−2(R− r)×
[
(R− r)× p

]
の関係を用いると，es(R, t)は次のように書かれる．

es(R, t) = − 1

ϵR
kf ×

[
kf × p(r, t)

]
e−ikf ·(R−r) (2.5)

式（2.1），（2.3）を式（2.5）に代入すると es(R, t)は次のようになる．

es(R, t) = −E0

ϵR
ei(ωit−kfR) kf ×

[
kf ×α(r, t) · ni

]
eik·r dr (2.6)

kは次のように定義される散乱ベクトル（scattering vector）である．

k = kf − ki (2.7)

全散乱体積 V からの es(R, t)を足し合わせたものが (R, t)における散乱
電場 Es(R, t)となる．

Es(R, t) = −E0

ϵR
ei(ωit−kfR) kf ×

[
kf ×

∫
V

eik·rα(r, t) · ni dr

]
(2.8)

さらに，偏光面の方向が nf の検光子を通った散乱電場 Es(R, t) ≡ nf ·
Es(R, t)は次のように書かれる．

Es(R, t) = −E0

ϵR
ei(ωit−kfR) nf ·

{
kf ×

[
kf ×

∫
V

eik·rα(r, t) · ni dr

]}
=
E0k

2
f

ϵR
ei(ωit−kfR)

∫
V

eik·rαfi(r, t) dr (2.9)

ここで，αfi(r, t)は次のように定義される量である．

αfi(r, t) = nf ·α(r, t) · ni (2.10)
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r

∆l

kf

図 2.3 光路差 ∆l．

散乱体である原子団あるいは分子の並進および回転運動により，分極率
テンソル α(r, t)は時間とともに変化する．それを次のように表す．

α(r, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
α̃(r, ω) eiωt dω (2.11)

α̃(r, ω)は α(r, t)の Fourier変換である．

α̃(r, ω) =

∫ ∞

−∞
α(r, t) e−iωt dω

式（2.1），（2.11）を式（2.3）に代入すると p(r, t)は次のように書かれる．

p(r, t) =
E0

2π

∫ ∞

−∞
α̃(r, ω) · ni exp{i[(ωi + ω)t− ki · r]} dω dr (2.12)

したがって，p(r, t)は溶質高分子の運動によって生じる分極率テンソルの
揺らぎによって変調され，角振動数が ωi + ωの誘起電気双極子能率の重
ね合わせで書き表されることになる．角振動数 ωi + ωの誘起電気双極子
能率による散乱光の波数ベクトル kf は次のように書かれる．

kf =
R

|R|
ñωi

c0

(
1 +

ω

ωi

)
図 2.3に示した光路差∆lによって生じる位相差 |kf |∆l（≃ O(1)）に比べ，
αの揺らぎの角振動数 ωと ωi（≃ 3 × 1015 sec−1）の比 ω/ωi は無視でき
るほど小さいので，kf と ki の大きさ kf，ki の間に次の関係が成立する．

kf =
ñωf

c0
≃ ki
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したがって，散乱ベクトル kの大きさ kは入射光の波長 λiと散乱角 θを
用いて次のように書ける．

k = (4πñ/λi) sin(θ/2) (2.13)

2.1.3 散乱電場およびその強度の相関関数

揺らぎによる散乱電場Es(t)の時間変動は次のように定義される 2次相
関関数 f (1)(t)ならびに規格化された 2次相関関数 g(1)(t)によって記述さ
れる．

f (1)(t) = ⟨E∗
s (0)Es(t)⟩ (2.14)

g(1)(t) =
f (1)(t)

f (1)(0)
=

⟨E∗
s (0)Es(t)⟩
⟨|Es|2⟩

(2.15)

実際の実験では，光電子増倍管やフォト・ダイオードを用いて散乱光を測
定するが，その際計測されるのは電場Es(t)ではなくその強度 I(t)の相関
関数あるいは時間平均である．複素電場Es(t)と I(t)とは次のように関係
付けられる（附録 2.B）．

I(t) = E∗
s (t)Es(t) (2.16)

I(t)の（強度）相関関数 ⟨I(0) I(t)⟩は 4次相関関数 f (2)(t)とも呼ばれ，次
のように書かれる．

⟨I(0) I(t)⟩ = f (2)(t) = ⟨E∗
s (0)Es(0)E

∗
s (t)Es(t)⟩ (2.17)

f (2)(t)に付随する規格化された 4次相関関数 g(2)(t)は次のように定義さ
れる．

g(2)(t) =
f (2)(t)

[f (1)(0)]2
=

⟨I(0) I(t)⟩
⟨I(0)⟩2

(2.18)

「規格化」とはいうものの，g(2)(0) ̸= 1である．散乱場がGauss統計にし
たがう場合，g(2)(t)と g(1)(t)の間には次の関係が成立する（附録 2.C）．

g(2)(t) = 1 + |g(1)(t)|2 (2.19)
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その場合，高速な電子回路を用いて I(t)の時間変動を追跡することによっ
て g(1)(t)を決定することができる．このようにして g(1)(t)を決定する方
法を時間領域測定と呼ぶ．どの程度の速さの揺らぎまでを測定できるか
は，光電子増倍管やフォト・ダイオードの応答速度ならびに電子回路のス
イッチング速度によって決まる．現在の所，10−6 ∼ 10−7 sより遅い揺ら
ぎは時間領域測定によって調べることができる．
先にも述べたように，変調を受けた散乱光の電場は色々な角振動数 ωの

電場が重ね合わさったものであるので，I を ωの関数と考えて I(ω)と書
くことができる．この I(ω)を強度スペクトルと呼ぶ．Wiener–Khinchin

の定理により，I(ω)と f (1)(t)の間には次の関係がある（附録 2.D）．

I(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f (1)(t) e−iωtdt (2.20)

したがって，散乱光を分光して I(ω)が決定できれば，原理的には f (1)(t)

と同等の情報が得られる．このようにして f (1)(t)あるいは g(1)(t)を決定
する方法を周波数領域測定と呼ぶ．なお，分光器の分解能によって測定可
能な ωの領域が決まる．

2.1.4 構造因子

前節で説明したように，時間領域測定あるいは周波数領域測定によって
f (1)(t)［あるいは g(1)(t)］を決定できる．f (1)(t)は散乱体である溶液の濃
度揺らぎに関する情報を含んでいるが，以下に示すように溶液の構造因子
（structure factor）と関係付けることができる．
式（2.9）を式（2.14）に代入すると，散乱体積 V 中にある高分子に関

する情報 αfi(r, t)を用いて f (1)(t)は次のように書かれる．

f (1)(t) =
I0 k

4
i

ϵ2R2
eiωit

∫
V

dr1

∫
V

dr2 e
ik·(r2−r1)⟨αfi(r1, 0)αfi(r2, t)⟩ (2.21)

I0 は入射光の強度である．
I0 = E 2

0 (2.22)

話を簡単にするために，溶質高分子が n+1個の等価な等方散乱体から
構成されている場合を考える．散乱体の大きさは，用いる光源波長によっ
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て決まる空間分解能より小さければどのように選んでもよいが，これまで
の説明との一貫性を持たせるために，高分子の構成要素の一つ一つが散乱
体であると考える．溶液による可視光の散乱の場合，溶媒について均して
しまい，均一等方な屈折率を持つ連続媒体中に過剰分極率 α0を持つ散乱
体が浮かんでいると考えてよい．
そのような高分子が散乱体積 V 中にN 個ある場合，α(r, t)は次のよう

に書かれる．

α(r, t) = α0

N∑
p=1

n∑
j=0

δ[r− rpj(t)] I (2.23)

rpj は p番目の高分子鎖の j番目の散乱体（構成要素）の位置ベクトルで
ある．したがって，αfi(r, t)は次のように書かれる．

αfi(r, t) = α0,fi ρ(r, t) (2.24)

ここで，α0,fi = α0 nf · ni であり，ρ は次のように定義される密度関数
（density function）である．

ρ(r, t) =
N∑
p=1

ρp(r, t) (2.25)

ρp(r, t) =

n∑
j=0

δ[r− rjp(t)] (2.26)

ρp は p番目の高分子に関する密度関数を表す．
式（2.25）を式（2.21）に代入すると，f (1)(t)は次のよう表すことがで

きる．

f (1)(t) =

(
E0 α0,fi k

2
i

ϵR

)2

eiωitN(n+ 1)S(k, c, t) (2.27)

ここで，S(k, c, t)は次のように定義される質量濃度 c = MN/NAV にお
ける構造因子である ‡．

S(k, c, t) = N−1(n+ 1)−1⟨ρ̂∗(k, 0) ρ̂(k, t)⟩

= N−1(n+ 1)−1
N∑

p,p′=1

⟨ρ̂∗p(k, 0) ρ̂p′(k, t)⟩ (2.28)

‡⟨ρ̂∗(k, 0) ρ̂(k, t)⟩eq が cの関数であることを明示的に示すために S(k, c, t)と表記した．
通常，構造因子は S(k, t) と表記される．
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ρ̂(k, t)，ρ̂p(k, t)はそれぞれ ρ(r, t)，ρp(r, t)の Fourier変換である．

ρ̂(k, t) =

∫
V

eik·r ρ(r, t) dr =

N∑
p=1

ρ̂p(k, t) (2.29)

ρ̂p(k, t) =

∫
V

eik·rρp(r, t) dr =
n∑
j=0

eik·rpj(t) (2.30)

有限濃度 cにおける 1本の高分子鎖の構造因子 S1(k, c, t)を次のように
定義する．

S1(k, c, t) = (n+ 1)−1⟨ρ̂(1)∗(k, 0) ρ̂(1)(k, t)⟩ (2.31)

ρ̂(1)(k, t)は有限濃度における1本の高分子鎖の密度関数ρ(1)(r, t)のFourier

変換である．

ρ̂(1)(k, t) =
n∑
j=0

eik·rj(t) (2.32)

高分子の濃度が低くなると，異なる高分子に属する二つ散乱体の位置相関
がなくなるので，S(k, c, t)は次のように書かれる．

S(k, c, t) = N−1(n+ 1)−1
N∑
p=1

⟨ρ̂∗p(k, 0) ρ̂p(k, t)⟩

+(2π)3(N − 1)(n+ 1)V −1δ(k) (2.33)

右辺第 2項は式（2.28）2行目の p ̸= p′ の項によるものであり，前方散
乱に対応するが，以下では無視する．N 本の高分子は全く同等であるの
で，c→ 0の極限において，S(k, c, t)と S1(k, c, t)との間に次の関係が成
り立つ．

lim
c→0

S(k, c, t) = lim
c→0

S1(k, c, t) (2.34)

2.1.5 静的な光散乱実験

静的な光散乱実験では，比較的長時間にわたる散乱光強度 I(t)の時間平
均 I を測定する．I(t)の揺らぎの時間スケールに比べて十分長い時間での
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I は I(t)の平衡平均 ⟨I(t)⟩ = ⟨I(0)⟩ = ⟨I⟩に等しく，式（2.14），（2.16），
（2.27）より，次のように書かれる．

I = f (1)(0) =

(
E0 α0,fi k

2
i

ϵR

)2

N(n+ 1)S(k, c, 0) (2.35)

t = 0における構造因子 S(k, c, 0)は特に静的構造因子（static structure

factor）と呼ばれる．以下では，簡単のため，tの値を省略して S(k, c)と
表記する．
溶質高分子が全て同じであることに留意すると，式（2.28）–（2.30）よ

り，S(k, c)は次のように書かれる．

S(k, c) = S1(k, c) + (N − 1)(n+ 1)⟨ρ̂∗1(k) ρ̂2(k)⟩ (2.36)

ここで，S1(k, c)は式（2.31）で定義された S1(k, c, t)において t = 0とし
たものであり，ρ̂p(k)（p = 1，2）は式（2.30）で定義された ρ̂p(k, t)にお
いて t = 0としたものである．ρ̂の添字 1，2は，系（散乱体積 V）に含
まれるN 本の高分子から適当に選んだ 2本の高分子の標識である．なお，
式（2.31），（2.36）の ⟨· · ·⟩は，有限濃度 cにおいて，系に含まれる全ての
高分子を考慮した平衡平均である．
有限濃度 cの溶液中における高分子の 1体および 2体分布関数をそれぞ

れ F1({rn+1}, c)，F2({rn+11}, {rn+12}, c)と書く．{rn+1} = (r0, r1, · · ·,
rn)，{rn+1α} = (r0α , r1α , · · ·, rnα)（α = 1, 2）であり，添字 αは考えて
いる高分子 1，2を表す．なお，F1，F2はそれぞれ次のように規格化され
ているものとする．

V −1

∫
V

F1({rn+1}, c) d{rn+1} = 1 (2.37)

V −2

∫
V

F2({rn+11}, {rn+12}, c) d{rn+11} d{rn+12} = 1 (2.38)

F1({rn+1}, c)を用いて，S1(k, c)を次のように書く．

S1(k, c) = (n+ 1)P1(k, c) (2.39)
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P1(k, c)は次のように定義される分子内干渉因子（intramolecular inter-

ference factor）である．

P1(k, c) = (n+ 1)−2
n∑

j,j′=0

⟨eik·Rjj′ ⟩

= (n+ 1)−2 V −1
n∑

j,j′=0

∫
V

F1({rn+1}, c) eik·Rjj′ d{rn+1}

(2.40)

Rjj′ = rj′ − rj は一つの高分子の j 番目の散乱体（構成要素）から j′ 番
目の散乱体へのベクトルを表す．
A2(c)と分子間干渉因子（intermolecular interference factor）P2(k, c)

をそれぞれ次のように定義する．

A2(c) = − NA

2VM2

∫
g2({rn+11}, {rn+12}, c) d{rn+11} d{rn+12} (2.41)

P2(k, c) = (n+ 1)−2

[∫
g2({rn+11}, {rn+12}, c) d{rn+11} d{rn+12}

]−1

×
n∑

j1,j2=0

∫
g2({rn+11}, {rn+12}, c) e

ik·Rj1j2 d{rn+11} d{rn+12}

(2.42)

ここで，g2({rn+11}, {rn+12}, c)は次のように定義される関数である．

g2({rn+11}, {rn+12}, c) = F2({rn+11}, {rn+12}, c)

−F1({rn+11}, c)F1({rn+12}, c) (2.43)

Rj1j2 = rj2 − rj1 は高分子 1の j1 番目の散乱体から高分子 2の j2 番目
の散乱体へのベクトルを表す．二つの高分子の分布が互いに独立な場合，
F2({rn+11}, {rn+12}, c) = F1({rn+11}, c)F1({rn+12}, c) であるから，g2
はそのような独立な分布からの F2 のずれを表す．したがって，A2(c)は
有限濃度 cの高分子溶液中において，ある一つの高分子が存在するために
他の高分子が入り込めない領域の体積に関係する量である．なお，A2(c)
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は，二つの高分子の間に他の高分子が介在しなくなる c→ 0 の極限で，滲
透圧の第 2ビリアル係数 A2（4章）に一致する．

A2(0) = A2 = − NA

2VM2

∫
g2({rn+11}, {rn+12}, 0) d{rn+11} d{rn+12}

(2.44)

以上のように定義された P1(k, c)とA2(c)，P2(k, c)を用いると，S(k, c)
は次のように書かれる．

S(k, c) = NAV N
−1(n+ 1)M−1P1(k, c) c

−2NAV N
−1(n+ 1)A2(c)P2(k, c) c

2 (2.45)

この表記を導く際に，前方散乱に対応する δ(k)を含む項を無視した．以
下で，k → 0の極限を考える場合，この有限な kにおける値の極限値を意
味する．式（2.40），（2.42）の P1(k, c)，P2(k, c)の定義より，k → 0の極
限におけるそれぞれの極限値は次のようになる．

lim
k→0

P1(k, c) = 1

lim
k→0

P2(k, c) = 1

実際の静的な光散乱実験においては，k（散乱角 θ）と cを変えて，次
のように定義される（過剰）還元散乱光強度 Rfi を決定する．

Rfi =
I R2

I0 V
=
α 2
0,fik

4
i N(n+ 1)

ϵ2V
S(k, c) (2.46)

Rは，図 2.1に示した，散乱中心から検出器までの距離である．多くの場
合，散乱光測定平面に対して垂直（v）な偏光面を持つ入射光を用いるの
で，散乱光の垂直（V）偏光成分の還元散乱光強度 RVv を問題とする §．
式（2.45）を式（2.46）に代入すると，RVv は次のように書かれる．

RVv

2K
=M P1(k, c) c− 2M2A2(c)P2(k, c) c

2 (2.47)

§一般に，散乱体である高分子の構成要素は，ここで仮定しているような等方散乱体では
なく，光学異方性を持つ．その場合，散乱光には水平（H）偏光成分も含まれるので，RHv

についても考える必要がある．
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K は次のように定義される光学定数である．

K =
NA (n+ 1)2 α 2

0 k 4
i

2ϵ2M2
(2.48)

一つの高分子の全分極率 (n+ 1)α0は，実験的に決定できる高分子溶液
の屈折率増分 (∂ñ/∂c)0 と，次のように関係付けることができる．

(n+ 1)α0 =
Mñ0
2πNA

(
∂ñ

∂c

)
0

(2.49)

したがって，K は次式を用いて実験的に決定できる．

K =
2π2 ñ 2

0

NA ϵ2 λ 4
i

(
∂ñ

∂c

)2

0

(2.50)

cが小さい場合，式（2.47）を次のような cの展開形に整理する．
2Kc

RVv
=

1

MP1(k, 0)
+ 2A2Q(k) c+ · · · (2.51)

Q(k)は次のように定義される kの関数であり，limk→0Q(k) = 1である．

Q(k) =
P2(k, 0)[
P1(k, 0)

]2 −
[
∂P1(k, c)/∂c

]
c=0

2MA2

[
P1(k, 0)

]2 (2.52)

また，k ≃ 0のとき，P1(k, 0)は次のように書かれる．

P1(k, 0) = 1− 1

6(n+ 1)2

n∑
j,j′=0

⟨R 2
jj′⟩ k2 + · · ·

= 1− 1

3
⟨S2⟩ k2 + · · · (2.53)

したがって，次の関係式が導かれる．

lim
k→0

(
2Kc

RVv

)
=

1

M
+ 2A2 c+ · · · (2.54)

lim
c→0

(
2Kc

RVv

)
=

1

M

(
1 +

1

3
⟨S2⟩ k2 + · · ·

)
(2.55)

これに基づいて，k ≃ 0，c ≃ 0における静的な光散乱実験の結果から，M
と A2，⟨S2⟩を決定することができる．
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2.1.6 動的な光散乱実験

並進拡散係数

式（2.15），（2.19），（2.27）より，g(2) を測定する動的な光散乱実験か
ら，S(k, c, t)に関する情報得られることが分かる．さらに，高分子の間
の相互作用が無視できる稀薄な溶液の場合，式（2.34）より S1(k, 0, t)に
関する情報が得られるが，この S1(k, 0, t)から一つの高分子の並進拡散係
数Dが決定できることを示す．以下では，簡単のため，cの値を省略して
S1(k, t)と表記する．
一つの高分子の j 番目の散乱体の位置 rj(t)を次のように書く．

rj(t) = rG(t) + Sj(t) (2.56)

rG(t)は高分子の重心の位置ベクトルを，Sj(t) は重心から j番目の散乱体
へのベクトルを表す．式（2.32），（2.33）に式（2.56）を代入すると，S1(k, t)

は次のように書かれる．

S1(k, t) =

⟨
eik·[rG(t)−rG(0)]

n∑
j,j′=0

eik·[Sj′ (t)−Sj(0)]

⟩
(2.57)

Sj は重心からの距離なので，|Sj′(t)− Sj(0)|は高々高分子の広がり程度
である．したがって，k · [rG(t) − rG(0)] ≃ 1 ≫ k · [Sj′(t) − Sj(0)] が満
たされるような十分小さい kならびに十分長い時間スケールで，S1(k, t)

は次のように書かれる．

S1(k, t) = (n+ 1)2
⟨
eik·[rG(t)−rr(0)]

⟩
(2.58)

重心 rGの時間依存分布関数 P (rG; t)は，高分子の内部運動が緩和しき
るような長い時間スケールで，次の拡散方程式を満足する．

∂

∂t
P (rG; t) = D∇ 2

rGP (rG; t) (2.59)

ただし，Dはそのような長い時間スケールでの並進拡散係数（translational

diffusion coefficient）である．式（2.59）の解で時刻 t = 0において rG = r0G
であるような条件付分布関数 G(rG|r0G; t)は次のように与えられる．

G(rG|r0G; t) = (4πDt)−3/2 exp
(
−|rG − r0G|2/4Dt

)
(2.60)
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このG(rG|r0G; t)用いると，式（2.58）右辺の ⟨· · ·⟩は次のように書かれる．

⟨
eik·[rG(t)−rG(0)]

⟩
=

1

V

∫
V

dr0G e
−ik·r0G

×
∫
V

drGG(rG|r0G; t) eik·rG (2.61)

rG(t) = rG，rG(0) = r0Gである．式（2.60）を式（2.61）に代入して，rG，
r0G について積分すると，S(k, t)は次のように書かれる．

S1(k, t) = (n+ 1)2 e−Dk
2t (2.62)

したがって，S1(k, t)，すなわち f (1)(t)の緩和時間からDを決定すること
ができる．

構造因子の一次キュムラント

S1(k, t)のキュムラント（cumulant）展開は次のように書かれる．

lnS1(k, t) =
∞∑
j=0

Γj(k)

j!
(−t)j (2.63)

一次キュムラント Γ1も実験から決定することができ，解析の対象となっ
ている．

Γ1(k) = −
[
∂ lnS1(k, t)

∂t

]
t=0

(2.64)

2.2 粘度

純溶媒ならびに高分子溶液がともに非圧縮性粘性流体であるとすると，
位置 rにおける流体の速度 v(r)は次の定常 Stokes方程式 ¶ を満たす．

∇ · σ(r) = 0 (2.65)

¶ここでは，時間に関する微分項 ∂v/∂t を含まない定常流場に関する Stokes 方程式を，
便宜上，定常 Stokes方程式と呼ぶ．非圧縮性であるためには，さらに ∇ · v(r) = 0の条件
が必要である．なお，この条件は，ここでは表立って必要ではない．
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ここで，σは次のように定義されるストレステンソルである．

σ(r) = −p(r)I+ σ′(r) (2.66)

pは静水圧，Iは単位テンソルを表す．また，σ′は粘性ストレステンソル
と呼ばれ，流体の（剪断）粘性係数（viscosity coefficient）ηと v(r)の微
分を用いて次のように書かれる．

σ′(r) = η
{
∇v(r) +

[
∇v(r)

]T}
(2.67)

上付き添字 T は転置行列を表す．
非圧縮性粘性流体としての巨視的性質は式（2.67）に現われる ηによっ

て記述される．高分子稀薄溶液では，溶液の粘性係数 ηと純溶媒の粘性係
数 η0の比 η/η0を問題とする．具体的には，同量の溶液と純溶媒を毛管を
通して流し，それぞれの流出時間 t，t0を測る．式（2.65）–（2.67）から
導かれる非圧縮性粘性流体に関する Poiseuilleの公式を適用すると，毛管
両端の静水圧差が溶液と純溶媒とで同じであれば，流出時間の比 t/t0 は
η/η0に等しい．このように決定された η/η0を cで展開したときの 1次の
展開係数が固有粘度 [η]である．

η

η0
= 1 + [η]c+ · · · (2.68)

実際には，図 2.4に示したような毛管粘度計を用いて t/t0 を測定する．
次のような剪断流を考えよう．

v(r) = gexey · r (2.69)

このとき，式（2.67），（2.69）より，ηは次のように書ける．

η =
σxy
g

=
σ′
xy

g
(2.70)

下付き添字 xyはテンソルの xy成分であることを示す．したがって，[η]

は次のように書ける．

[η] = lim
c→0

∆σxy
η0gc

= lim
c→0

∆σ′
xy

η0gc
(2.71)
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液溜め

毛管

図 2.4 Ubbelohde型毛管粘度計．

溶質高分子の添加による過剰ストレステンソル ∆σ は次のように定義さ
れる．

∆σ = σ − σ0 (2.72)

下付き添字 0は純溶媒のものであることを示す．∆σ′ についても同様で
ある．
次に，高分子溶液に対する定常 Stokes方程式の微視的拡張を考える．純

溶媒は，式（2.65）に従う非圧縮性粘性流体として扱い，その中に高分子の
構成要素が浮かんでいるとしよう．純溶媒のみの場合の剪断流場（2.69）
に対して相対速度をもって運動している各構成要素は溶媒に摩擦力を及ぼ
す．位置 rにおいて構成要素が溶媒に及ぼす単位体積当りの摩擦力密度を
f(r; t)とすると，高分子溶液に対する「微視的」定常 Stokes方程式 ∥は次
のように書かれる．

∇ · σ(r; t) + f(r; t) = 0 (2.73)

式（2.65）と異なり，σは見掛け上時間に依存しているが，これは σが剪
断流中における高分子の配向と運動状態に依存するためである．式（2.73）

∥このような呼び方は一般に認知されたものではない．
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は，高分子の運動は溶媒分子の運動に比べて十分遅いので，高分子の運動
を記述する時間スケールでは，全ての時刻において溶媒流に関しては定常
状態となっていること意味する．以下では，この tを省略する．
式（2.72）より σ = σ0 +∆σであるから，式（2.73）は次の方程式の

組に書き換えることができる．

∇ · σ0 = 0 (2.74)

∇ ·∆σ + f = 0 (2.75)

この微視的定常 Stokes方程式を満たす ∆σ を用いると，式（2.71）に対
応して，[η]は次のように書かれる．

[η] = lim
c→0

⟨∆σxy⟩
η0gc

(2.76)

⟨· · ·⟩は平衡平均を意味する．c→ 0の極限を考えるには，単位体積中に 1

本の高分子鎖が浮かんでいる状態を考えればよいので，式（2.76）は次の
ようになる．

[η] =
NA

Mη0g
⟨∆σxy⟩ (2.77)

またその場合，1本の高分子鎖による f(r)は次のように書かれる．

f(r) =
n∑
j=0

∫
Sj

δ(r− rj − r̂j)fj(r̂j)dr̂j (2.78)

rj は j 番目の構成要素の中心の位置ベクトルを，r̂j はその中心から j 番
目の構成要素の表面への位置ベクトルを表し，fj(r̂j)は点 r̂j において構
成要素が溶媒に及ぼす単位面積当りの摩擦力を表す．また，積分は構成要
素の表面 Sj について行う．
式（2.75）の Fourier変換は次のように書かれる．

ik ·∆σ̃(k) + f̃(k) = 0 (2.79)

∆σ̃(k)，f̃(k)はそれぞれ次のように定義される．

∆σ̃(k) =

∫
eik·r ∆σ(r) dr (2.80)
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f̃(k) =

∫
eik·r f(r) dr =

n∑
j=0

∫
Sj

eik·(rj+r̂j) fj(r̂j) dr̂j (2.81)

前節同様，高分子鎖の重心を rGとし，それから j 番目の構成要素の中心
へのベクトルを Sj とする．rj = rG + Sj を式（2.81）に代入すると f̃(k)

は次のように書くことができる．

f̃(k) = eik·rG
n∑
j=0

Fj + ik · eik·rG

×
n∑
j=0

∫
Sj

{∫ 1

0

eiξk·(Sj+r̂j) dξ

}
(Sj + r̂j) fj(r̂j) dr̂j (2.82)

Fj は j 番目の構成要素が溶媒に及ぼす全摩擦力である．

Fj =

∫
Sj

fj(r̂j) dr̂j (2.83)

剪断流中の高分子には外力が働いていないので，高分子全体が溶媒に及ぼ
す全摩擦力（Fj の和）は 0となる．したがって， 式 (2.79)，(2.83)より
∆σ̃(k)は次のように書かれる．

∆σ̃(k) = −eik·rG
n∑
j=0

∫
Sj

{∫ 1

0

eiξk·(Sj+r̂j) dξ

}
(Sj+ r̂j) fj(r̂j) dr̂j (2.84)

rGの分布が一様であり，かつ Sj，r̂j の分布と独立であることに留意し
て式（2.84）の両辺の平衡平均をとると次の結果を得る．

⟨∆σ̃(k)⟩ = −(2π)3δ(k)
n∑
j=0

[
⟨SjFj⟩+

⟨∫
Sj

r̂jfj(r̂j)dr̂j

⟩]
(2.85)

式（2.85）の逆 Fourier変換をとり，次の ⟨∆σ⟩の表記を得る．

⟨∆σ⟩ = −
n∑
j=0

[
⟨FjSj⟩+

⟨∫
Si

fj(r̂j)r̂jdr̂j

⟩]
(2.86)

[η]は式（2.77），（2.86）のように定式化されたが，[η]の理論的評価を具
体的に行うためには，適当な高分子鎖モデルに基づいて，式（2.86）に含
まれる Fj および fj(r̂j)の表記を与える必要がある．それについては 5章
で考える．
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2.A 電磁気の基礎式と単位系

国際基本単位系（SI単位系）は，電磁気の単位としてMKSA単位系を，し
たがって電気量を表す単位として C（1 C=1 A·s）を用いる．現在，多く
の教科書はそれを採用している．しかし，CGS Gauss単位系は最も自然
な形で定義されるものであり，原子・分子の現象を記述するのに適してい
るので，ここではあえてそれを採用することにした．当然のことながら，
光散乱では I/I0 を問題にするので，得られる基礎式は用いる単位系に依
らない．
二つの単位系の関係を見易くするために，電磁気の基礎式を整理する．

真空中に置かれた，電気量がそれぞれ Q，Q′ の二つの点電荷の間に働く
力 Fは次の Coulombの法則に従う．

F =
QQ′

4πϵ0

r

r3
(2.A.1)

ここで，rは点電荷Qから点電荷Q′への距離ベクトル，rはその大きさで
ある．また，ϵ0は真空の誘電率と呼ばれ，電気量を測る単位に依存する比
例定数である．同様に，真空中に置かれた，磁荷がそれぞれQm，Q′

mの二
つの（仮想的）磁気単極子の間に働く力Fは次の静磁気に対するCoulomb

の法則に従う．
F =

QmQ
′
m

4πµ0

r

r3
(2.A.2)

ここで，rは磁気単極子Qmから磁気単極子 Q′
mへの距離ベクトル，rは

その大きさである．また，µ0 は真空の透磁率と呼ばれ，磁荷を測る単位
に依存する比例定数である．さらに，定常電流 I が流れる導線の微小部分
dℓが rの位置に作る磁場 dHは次の Biot–Savartの法則に従う．

dH =
Idℓ× r

4πγr3
(2.A.3)

ここで，γ は電気量と磁荷の単位の選び方に依存する比例係数である．
以上の三つの法則に Faradayの電磁誘導法則を加えた，電磁気現象に関

する四つの基本法則は，Maxwellによって，四つの基礎方程式の形に整理
された．上で導入された三つの比例定数 ϵ0，µ0，γを残して基礎方程式を
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書くと，次のようになる．

∇ · (ϵ0ϵ̄E) = ρ (2.A.4)

∇ · (µ0µ̄H) = 0 (2.A.5)

∇×H− 1

γ

∂(ϵ0ϵ̄E)

∂t
=

j

γ
(2.A.6)

∇×E+
1

γ

∂(µ0µ̄H)

∂t
= 0 (2.A.7)

ここで，ϵ0ϵ̄，µ0µ̄はそれぞれ媒体の誘電率，透磁率であり，ϵ̄，µ̄は真空の
値との比を表し，それぞれを比誘電率，比透磁率 ∗∗ と呼ぶ．また，Eは
電場，jは電流密度である．なお，三つの法則の表現（2.A.1）–（2.A.3）
が冗長な因子 4πを含むのは，基礎方程式にその因子が現われないように
するためである．
電荷も電流も存在しない均一媒体中（ρ = 0，j = 0）での，基礎方程式

の解について考える．j = 0と置いた式（2.A.6）に∇×を作用させて，式
（2.A.5）を用いると，Hに対する次の波動方程式を得る．

ϵ0ϵ̄µ0µ̄

γ2
∂2H

∂t2
−∇2H = 0 (2.A.8)

同様に，（2.A.7）に∇×を作用させて，ρ = 0と置いた式（2.A.4）を用い
ると，Eに対しても同様の波動方程式を得る．

ϵ0ϵ̄µ0µ̄

γ2
∂2E

∂t2
−∇2E = 0 (2.A.9)

したがって，基礎方程式（2.A.4）–（2.A.7）は，電場と磁場の振動が速さ
γ/

√
ϵ0ϵ̄µ0µ̄で伝播する電磁波を解に持つ．電気量と磁荷の単位を適当に

選び，実験から決定される三つの比例定数 ϵ0，µ0，γの値を用いて計算さ
れる真空中における電磁波の速さ γ/

√
ϵ0µ0は真空中の光速度 c0の実験値

(2.99792458×108 m/s）と現在の実験精度の範囲で一致する．この事実に
基づいて，光は電磁波であることが結論されている．電気量と磁荷の単位，
すなわち ϵ0 と µ0 の値は，γ/

√
ϵ0µ0 = c0 の関係が満たされれば，どのよ

∗∗電磁気学の教科書で，比透磁率という用語は使われていないようだが，比誘電率との対
応から，ここではそう呼ぶ．
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うに選んでもよい．MKSA単位系では，γ = 1，µ0 = 4π× 10−7 kg·m/C2

と置き，ϵ0 = 107

4πc20
C2·s2/kg·m3としている．一方，CGS Gauss単位系で

は，真空中で 1 cmの距離にある等価な点電荷に働く力が 1 dynであると
き，その電気量を 1 esu（electrostatic unit）と定め，それを電気量の単
位として用いるので，ϵ0 = 1/4πである．さらに，磁気に関しても同様に
µ0 = 1/4πとするので，γ = c0/4πである．
CGS Gauss単位系で基礎方程式は次のようになる．

∇ · (ϵ̄E) = 4πρ (2.A.10)

∇ · (µ̄H) = 0 (2.A.11)

∇×H− 1

c0

∂(ϵ̄E)

∂t
=

4π

c0
j (2.A.12)

∇×E+
1

c0

∂(µ̄H)

∂t
= 0 (2.A.13)

CGS Gauss単位系では，真空の誘電率，透磁率という量は現われず，ϵ̄，
µ̄がそれぞれ媒体の誘電率，透磁率となる．（本文では，簡単のため，ϵ̄，
µ̄をそれぞれ ϵ，µとした．）真空中では ϵ̄ = µ̄ = 1である．また，E（お
よびH）に対する波動方程式は次のようになる．

ϵ̄µ̄

c 2
0

∂2E

∂t2
−∇2E = 0 (2.A.14)

この波動方程式の解の一つである平面波は式（2.1），（2.2）のように与え
られる．ただし，ñ =

√
ϵ̄µ̄である．なお，液体の場合，一般に µ̄ = 1と

見なして良いので，ñ2 = ϵ̄である．電荷も電流も存在しない均一媒体中
を一方向に伝播する電磁波は，発生源から遠く離れたところで，式（2.1）
のように表現することができる．また，その場合，式（2.A.12）あるいは
（2.A.13）よりE ·H = 0であり，その大きさ |E|と |H|との間に次の関係
が成り立つ．

√
µ̄ |H| =

√
ϵ̄ |E| (2.A.15)

2.B 電磁波とその電場の強度

式（2.A.1），（2.A.2）に基づけば，媒体中の一様な静電場Eと静磁場Hの
単位体積当りのエネルギーはそれぞれ 1

2ϵ0ϵ̄|E|2，1
2µ0µ̄|H|2と書ける．し
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たがって，電場 Eと磁場Hが共存するとき，その点におけるエネルギー
密度 uは次のように与えられる．

u =
1

2
ϵ0ϵ̄|E|2 + 1

2
µ0µ̄|H|2 (2.B.1)

uの時間微分は次のよう書ける．
∂u

∂t
= E · ∂(ϵ0ϵ̄E)

∂t
+H · ∂(µ0µ̄H)

∂t

= γ
[
E · (∇×H)−H · (∇×E)

]
= −∇ · (γE×H) (2.B.2)

ここで，1行目から 2行目へ書き直す際に，式（2.A.6），（2.A.7）を用い
た．したがって，閉曲面 Sの内部の全エネルギー U の時間微分は次のよ
うに書ける．

∂U

∂t
= −

∫
S

(γE×H) · dS (2.B.3)

この表現から，(γE ×H) · dSが面積素 dSを通って流れる単位時間辺り
の電磁波のエネルギーを表すことが分かる．ベクトル γE×Hは，提唱者
に因んで Poyntingベクトルと呼ばれる．Poyntingベクトルを Pで表す
ことにすると，Pは CGS Gauss単位系で次のように書かれる．

P =
c0
4π

E×H (2.B.4)

したがって，式（2.1）で与えられるような平面波 E(r, t)の強度は 1周期
にわたる Pの強度 P の平均 P で与えられ，それは電場強度 I(t) ≡ |E|2

の平均値 I に比例する．

P =
c0
4π

|E×H| = c0
4π

√
ϵ̄

µ̄
I (2.B.5)

2.C Gauss統計にしたがう散乱電場

n個の複素確率変数 ψj(t) = ψ̄j(t) + i ¯̄ψj(t) （j = 1, 2, · · · , n）が Gauss

統計にしたがう場合，ψ(t) =
[
ψ1(t), ψ2(t), · · · , ψn(t)

]T の確率分布関数
Pn(ψ)は次のように書かれる．

Pn(ψ) = π−n(detH) exp(−ψ† ·H ·ψ) (2.C.1)
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ここで，Hはある正値エルミート行列であり，†は附随行列を表す．Hは
適当なユニタリー変換Uによって対角化できる．

U† ·H ·U = Λ ≡ diag(λ1, λ2, · · · , λn) (2.C.2)

λj > 0（j = 1, 2, · · · , n）である．ϕ(t) =
[
ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕn(t)

]T を
ϕ = U† ·ψ (2.C.3)

と定義すると，そのの分布関数 Pn(ϕ)は次のように書ける．

Pn(ϕ) = π−n(detH) exp(−ϕ† ·Λ ·ϕ) = π−n(detH) exp

(
−

n∑
j=1

λj |ϕj |2
)

(2.C.4)

Pn(ϕ)を用いると，ϕj の 2次モーメント ⟨ϕ∗jϕk⟩は次のように計算される．

⟨ϕ∗jϕk⟩ = δjk
(
⟨ϕ̄j2⟩+ ⟨ ¯̄ϕj2⟩

)
= δjkλ

−1
j (2.C.5)

したがって，ψj の 2次モーメント ⟨ψ∗
jψk⟩は次のように計算される．

⟨ψ∗
jψκ⟩ =

n∑
j′,k′=1

U∗
jj′Ukk′⟨ϕ∗j′ϕk′⟩ =

n∑
j′=1

U∗
jj′Ukj′λ

−1
j′

= (U ·Λ−1 ·U†)∗jk = (H−1)∗jk = (H−1)kj (2.C.6)

ただし，平均値の積分計算において，∫
dψj =

∫ ∞

−∞
dψ̄jd

¯̄ψj ,

∫
dϕj =

∫ ∞

−∞
dϕ̄jd

¯̄ϕj (2.C.7)

であり，Uがユニタリー行列であることより，次の関係が成り立つ．∫ n∏
j=1

dψj =

∫ n∏
j=1

dϕj (2.C.8)

上の結果を用いて，散乱電場 ψ1［= Es(0)］, ψ2［= Es(t)］の結合確率
分布関数 P (ψ1, ψ2)を構成しモーメントの関係を導く．⟨|ψ 2

1 |⟩ = ⟨|ψ 2
2 |⟩
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である二つの複素確率変数が Gauss統計にしたがう場合，Hは次のよう
に書かれる．

H =
1

⟨|ψ2|2⟩2 − |⟨ψ∗
1ψ2⟩|2

( ⟨|ψ2|2⟩ −⟨ψ1ψ
∗
2⟩

−⟨ψ∗
1ψ2⟩ ⟨|ψ2|2⟩

)
=

1

⟨|ψ2|2⟩
[
1− |g(1)|2

] ( 1 −g(1)∗

−g(1) 1

)
(2.C.9)

ここで，g(1)(t)は式（2.15）で定義される．

g(1)(t) =
⟨ψ∗

1ψ2⟩
⟨|ψ2|2⟩

=
⟨E∗

s (0)Es(t)⟩
⟨|Es(t)|2⟩

また，detHは次のように書ける．

detH = ⟨|ψ2|2⟩−2
[
1− |g(1)|2

]−1
(2.C.10)

Hを対角化するUと固有値 λ1，λ2 は次のように与えられる．

U =

(
1√
2

1√
2

− g(1)√
2|g(1)|

g(1)√
2|g(1)|

)
(2.C.11)

λ1 =
1

⟨|ψ2|2⟩
(
1− |g(1)|

) , λ2 =
1

⟨|ψ2|2⟩
(
1 + |g(1)|

) (2.C.12)

したがって，P (ψ1, ψ2) = P (ϕ1, ϕ2)は次のように書かれる．

P (ϕ1, ϕ2) = (π|ψ2|2)−2
[
1− |g(1)|2

]−1
exp(−ϕ† ·Λ · ϕ)

= (π|ψ2|2)−2
[
1− |g(1)|2

]−1
exp(−λ1|ϕ1|2 − λ2|ϕ2|2)

(2.C.13)

モーメント ⟨|ψ1|2|ψ2|2⟩を ϕ̄j， ¯̄ϕj（j = 1, 2）を用いて書くと以下のよ
うになる．

⟨|ψ1|2|ψ2|2⟩ =
1

4
⟨|ϕ1 + ϕ2|2|ϕ1 − ϕ2|2⟩

=
1

4

(
⟨ϕ̄14⟩+ ⟨ ¯̄ϕ14⟩+ ⟨ϕ̄24⟩+ ⟨ ¯̄ϕ24⟩

+2⟨ϕ̄12 ¯̄ϕ12⟩+ 2⟨ϕ̄22 ¯̄ϕ22⟩ − 2⟨ϕ̄12ϕ̄22⟩ − 2⟨ ¯̄ϕ12 ¯̄ϕ22⟩

+2⟨ϕ̄22 ¯̄ϕ22⟩+ 2⟨ ¯̄ϕ12ϕ̄22⟩ − 8⟨ϕ̄1 ¯̄ϕ1ϕ̄2 ¯̄ϕ2⟩
)
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上で導いた分布関数を用いて計算すると，ϕ̄j， ¯̄ϕj の各種モーメントは以
下のよう評価される．

⟨ϕ̄j4⟩ = ⟨ ¯̄ϕj4⟩ =
3

4
λ −2
j , ⟨ϕ̄j2 ¯̄ϕj2⟩ =

1

4
λ −2
j (j = 1, 2)

⟨ϕ̄12ϕ̄22⟩ = ⟨ϕ̄12 ¯̄ϕ22⟩ = ⟨ ¯̄ϕ12ϕ̄22⟩ = ⟨ ¯̄ϕ12 ¯̄ϕ22⟩ , ⟨ϕ̄1 ¯̄ϕ1ϕ̄2 ¯̄ϕ2⟩ = 0

したがって，⟨|ψ1|2|ψ2|2⟩は次のように書かれる．

⟨|ψ1|2|ψ2|2⟩ =
1

2

(
λ −2
1 + λ −2

2

)
(2.C.14)

また，式（2.C.12）より，

⟨|ψ2|2⟩2 + |⟨ψ∗
1ψ2⟩|2 =

1

2

(
λ −2
1 + λ −2

2

)
(2.C.15)

であるから，関係式（2.19）が成立する．

2.D Wiener–Khinchinの定理

時間 t（0 ≤ t ≤ T）の経過に伴い，ランダムに変動する複素変数 ψ(t)の
強度スペクトルを以下のように定義する．ψ(t)の Fourier展開を次のよう
に書く．

ψ(t) =

∞∑
n=−∞

an e
iωnt (2.D.1)

角振動数 ωn，振幅 an はそれぞれ次のように定義される．

ωn =
2πn

T
(n = 0, ±1, ±2, · · ·) (2.D.2)

an =
1

T

∫ T

0

ψ(t) e−iωntdt (2.D.3)

角振動数 ω における単位角振動数当りの強度—強度スペクトル（スペク
トル密度）I(ω)を次のように定義する．

I(ω)∆ω =
∑

n
0≤ωn−ω<∆ω

⟨|an|2⟩
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ω ≤ ωn < ω + ∆ω の領域に含まれる振動成分の数は T∆ω/2π であり，
T → ∞かつ ∆ω → 0の極限を考えると，⟨|an|2⟩は ω（n = Tω/2π）の
連続関数と見なせる．すなわち，

I(ω) = lim
T→∞

T

2π
⟨|an|2⟩ (n = Tω/2π) (2.D.4)

式（2.D.3）より，⟨|an|2⟩は次のように書かれる．

⟨|an|2⟩ =
1

T 2

∫ T

0

dt1

∫ T

0

dt2 e
−iωn(t2−t1)⟨ψ∗(t1)ψ(t2)⟩ (2.D.5)

⟨ψ∗(t1)ψ(t2)⟩が t2 − t1 のみの関数となる定常確率過程の場合，

⟨ψ∗(t1)ψ(t2)⟩ = ⟨ψ∗(0)ψ(t2 − t1)⟩ ≡ C(t2 − t1) (2.D.6)

で定義される ψ(t)の時間相関関数 C(t)を用いて ⟨|an|2⟩は次のように書
ける ††．

⟨|an|2⟩ =
1

T

∫ T

−T
C(t)e−iωntdt− 1

T 2

∫ T

0

Re
[
C(t)e−iωnt

]
dt (2.D.7)

T → ∞の極限において二つの積分が有限な値に収束するならば，式（2.D.7）
を式（2.D.4）に代入して，次の結果を得る．

I(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
C(t)e−iωtdt (2.D.8)

参考文献

1. 牟田泰三，「電磁力学」（岩波講座 現代の物理学 第 2巻）6章，岩波書
店（1992）．

†† ∫ T

0

dt1

∫ T

0

dt2 f(t2 − t1) =

∫ T

0

dt1

∫ t1

0

dt2 +

∫ T

t1

dt2

f(t2 − t1)

=

∫ T

0

dt1

∫ 0

−t1

dt+

∫ T−t1

0

dt

f(t) =

∫ T

0

(T − t)[f(−t)dt+ f(t)]dt

= T

∫ T

−T

f(t)dt−
∫ T

0

t[f(t) + f(−t)]dt
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3章 高分子鎖モデルとその統計

Θ状態における高分子の固さと局所形態を記述しうる高分子鎖モデルとし
て，自由回転鎖，みみず鎖，らせんみみず鎖を紹介し，その理論結果の概
略を示す．

3.1 自由回転鎖

自由連結鎖に「結合角一定」の拘束を入れた高分子鎖モデルを自由回転
鎖（freely-rotating chain）と呼ぶ．拘束の導入により，モデルの結合ベク
トルは実在の化学結合により近いものと考えることができる．
i番目と i+1番目の結合の間の結合角の補角を θi（i = 1，2，· · ·，n−1）

で表す．iに依らず θi = θであるような自由回転鎖の ⟨li · lj⟩（i < j）は
次のように与えられる．

⟨li · lj⟩ = l2(cos θ)j−i (3.1)

これを式（0.2）に代入すると，⟨R2⟩は次のようになる．

⟨R2⟩ = nl2
1 + cos θ

1− cos θ
− 2l2 cos θ

1− (cos θ)n

(1− cos θ)2
(3.2)

さらに，この結果を式（0.4）に代入すると，⟨S2⟩は次のようになる．

⟨S2⟩ = nl2

6

1 + cos θ

1− cos θ
+
l2

6

1− 6 cos θ − cos2 θ

(1− cos θ)2

+
l2

6(n+ 1)

−1 + 7 cos θ + 7 cos2 θ − cos3 θ

(1− cos θ)3

−2l2 cos2 θ

(n+ 1)2
1− (cos θ)n+1

(1− cos θ)4
(3.3)
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n≫ 1の場合，⟨R2⟩と ⟨S2⟩はそれぞれ次のようになる．

⟨R2⟩ = Cnl2, ⟨S2⟩ = 1

6
Cnl2 =

1

6
⟨R2⟩ (3.4)

ここで，C は次のように与えられる定数である．

C =
1 + cos θ

1− cos θ
(3.5)

結合角が正四面体角（θ = 180◦ − 109◦28′）のとき C = 2となり，自由連
結鎖に比べ，⟨R2⟩も ⟨S2⟩も 2倍になる．nが小さいとき，C は nに依存
し，依存の仕方は ⟨R2⟩と ⟨S2⟩で異なるが，式（3.4）の関係が成り立つよ
うな nの大きい領域では，結合長が

√
C lの自由連結鎖と区別がつかない．

またその場合，Rの分布関数も結合長が
√
C lのガウス鎖と同じになる．

実在により忠実なモデルとして，結合まわりの内部回転に制限を付け加
えた独立回転鎖や，さらに隣り合う内部回転角の間の相関を考慮した連成
回転鎖，また連成回転鎖において特定の内部回転角のみをとると仮定した
回転異性体［rotational isomeric state（RIS）］モデル 1,2がある．現在で
は，電子計算機の性能の向上により，⟨R2⟩や ⟨S2⟩などを理論的に評価す
るだけであれば，それらのモデルより格段に実在に近いモデルを用いるこ
とができる．しかし，前章で注意したように，近接相互作用を考慮しただ
けでは実在の高分子を再現することはできない．
RISモデルの ⟨R2⟩を nの関数として表すときに，次のように定義され

る特性比（characteristic ratio）Cn が用いられる．

Cn = ⟨R2⟩/nl2 (3.6)

自由回転鎖の場合と同様，n→ ∞のとき，Cnは nに依らないある一定値
C∞に収斂し，そのとき ⟨S2⟩ = ⟨R2⟩/6 = C∞nl

2/6となる．C∞は，広が
りが自由連結鎖に比べてどの程度大きくなっているかを表す指標として用
いられる．上の結果より，結合角が正四面体角である自由回転鎖のC∞は
2である．なお，C∞は高分子鎖の固さを表す指標としても用いられてきた
が，それは誤りである．図 1.1に示した四つの高分子は，何れも骨格がC–C

単結合からなり，l = 1.53 Åであるので，xw → ∞の極限における ⟨S2⟩/xw
の値は C∞ に比例する．したがって，高分子鎖の固さが C∞ に比例する
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ならば，固さの序列は i-PMMA > a-PS ≃ a-PαMS > a-PMMAのはずだ
が，後で述べるように，実際は a-PMMA > a-PαMS > i-PMMA > a-PS

である．

3.2 みみず鎖

M の大きな屈曲性高分子の全体的な広がりと形態はガウス鎖で表すこ
とができるが，その場合でも局所的な形態には鎖の固さの影響が残る．小
角X線散乱は，光散乱に比べて波長の短い電磁波の散乱であるので，その
ような局所形態が散乱データに反映する．屈曲性高分子のそのようなデー
タの挙動を説明するためにKratkyと Porod3が提案したのが「みみず鎖」
（wormlike chain）である．提案者の頭文字を取ってKP鎖（KP chain）と
も呼ばれる．屈曲性高分子において，鎖の固さが問題となる長さのスケー
ルになると，同時に局所形態も問題となるので，KP鎖では実在の屈曲性
高分子の小角X線散乱データを説明できない．しかし，DNAなどの半屈
曲性高分子の全体的な形態を問題とする場合に有効なモデルとして，多く
の研究が行われてきた．
Kratkyと Porodは自由回転鎖の連続極限としてKP鎖を定義した．そ

の後，曲げの弾性エネルギーを持つ弾性ワイヤー統計モデルと等価であ
ることが示された 4．二つの定義において，鎖の固さを表すパラメタとし
て，それぞれ持続長（persistence length）qと剛直性パラメタ（stiffness

parameter）λ−1が用いられる．ともに長さの次元を持つ二つのパラメタ
の間には λ−1 = 2qの関係がある．

3.2.1 モデルの定義

定義 1： 自由回転鎖の連続極限

1番目の結合 l1の方向の単位ベクトルを u0 （= l1/l）とする．l1の方
向へのRの射影のアンサンブル平均は ⟨R · u0⟩と書け，自由回転鎖の場
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合，次のようになる．

⟨R · u0⟩ = l−1
n∑
i=1

⟨l1 · li⟩ = l
1− (cos θ)n

1− cos θ
(3.7)

持続長 qを n→ ∞の極限における ⟨R · u0⟩の極限値として定義する．

q ≡ lim
n→∞

⟨R · u0⟩ =
l

1− cos θ
(3.8)

q は，高分子鎖が最初の結合方向に平均的にどれだけ伸びる（持続する）
かの目安になり，自由回転鎖に限らず，すべての高分子鎖モデルに対して
定義できる．例えば，自由連結鎖の場合，q = lである．また，KP鎖のよ
うな連続鎖の場合も，u0を鎖の始点における単位接線ベクトルとすれば，
同様に qを定義することができる．
自由回転鎖の全鎖長L = nlと上のように定義された qを一定に保ったま

ま n→ ∞（l → 0）とした連続極限を考える．この連続極限において同時
に θ → 0であることに留意し，式（3.8）から導かれる関係 cos θ = 1−L/nq
を用いると，(cos θ)n は次のように有限の値に収束する．

lim
n→∞

(cos θ)n = lim
n→∞

(
1− L

nq

)n
= e−L/q (3.9)

式（3.2），（3.3）において，(cos θ)nを e−L/qで置換え，式（3.8）と L = nl

の関係を用いると，KP鎖の ⟨R2⟩と ⟨S2⟩はそれぞれ次のようになる．

⟨R2⟩ = 2qL− 2q2
(
1− e−L/q

)
(3.10)

⟨S2⟩ = qL

3
− q2 +

2q3

L
− 2q4

L2

(
1− e−L/q

)
(3.11)

定義 2： 弾性ワイヤー統計モデル

全長が Lの 2階微分可能な空間曲線を考える．曲線の一端から曲線に
沿った長さが s（0 ≤ s ≤ L）の点の位置ベクトルを r(s)とすると，点 s

における単位接線ベクトル u(s)は次のように書かれる．

u(s) =
dr(s)

ds
(3.12)
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この空間曲線のRは u(s)を用いて次のように書かれる．

R = r(L)− r(0) =

∫ L

0

u(s) ds (3.13)

したがって，式（0.2）と（0.4）に対応して，連続鎖の ⟨R2⟩と ⟨S2⟩は u(s)

を用いてそれぞれ次のように書かれる．

⟨R2(L)⟩ = 2

∫ L

0

(L− s)⟨u(s) · u(0)⟩ ds (3.14)

⟨S2(L)⟩ = 1

L2

∫ L

0

(L− s)⟨R2(s)⟩ ds (3.15)

点 sにおける曲線の単位長さ当りの弾性エネルギー U(s)が普通の弾性
体と同じように書かれるとする．

U(s) =
α

2

∣∣∣∣du(s)ds

∣∣∣∣2 (3.16)

ここで，αは曲げの弾性定数である．曲線全体がある形態をとったときの
全弾性エネルギー E は次のように与えられる．

E =

∫ L

0

U(s) ds (3.17)

このような弾性エネルギーを持った空間曲線 — 弾性ワイヤーを絶対温度
T の熱浴に入れ，曲線がある特定の形態をとる確率が Boltzmann分布に
したがうと考えたものが弾性ワイヤー統計モデルである．
以上のように定義された弾性ワイヤー統計モデルの場合，u(0) = u0の

ときの u(L)の条件付き分布関数 G(u|u0;L)は次の微分方程式を満たす
（附録 3.A）． (

∂

∂L
− λ∇ 2

u

)
G(u|u0;L) = δ(L) δ(u− u0) (3.18)

ここで，
λ =

kBT

2α
(3.19)
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である．また，∇ 2
u は u(L)の関数に作用する Laplace演算子の極座標表

示［u(L) = (1, θ, ϕ)］であり，次のように与えられる．

∇ 2
u =

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(3.20)

Lを時間に読み換えると，式（3.18）は，拡散係数が λである Brown粒
子の単位球面上での拡散方程式である．
式（3.18）の解は次のように書かれる（附録 2.A）．

G(u|u0;L) =
∞∑
l=0

e−λl(l+1)L
l∑

m=−l

Y ml (θ, ϕ)Y m∗
l (θ0, ϕ0) . (3.21)

ここで，Y ml (θ, ϕ)は球面調和関数であり，u0 = (1, θ0, ϕ0)である．この
結果を用いると，⟨u(L) · u(0)⟩は次のように書ける．

⟨u(L) · u(0)⟩ = 1

4π

∫
G(u|u0;L) (u · u0) du du0 = e−2λL (3.22)

この結果を式（3.14），（3.15）に代入すると，⟨R2⟩と ⟨S2⟩はそれぞれ次
のように得られる．

⟨R2⟩ = L

λ
− 1

2λ2
(
1− e−2λL

)
(3.23)

⟨S2⟩ = L

6λ
− 1

4λ2
+

1

4λ3L
− 1

8λ4L2

(
1− e−2λL

)
(3.24)

式（3.10），（3.11）と上の結果の比較から，λ と qの間に次の関係が成り
立つことが分かる．

λ−1 = 2q (3.25)

長さの次元を持つパラメタ λ−1は剛直性パラメタと呼ばれ，鎖の固さ（単
位接線ベクトルの終点の拡散し難さ）を表す．
Lと λ−1の比 λLを還元鎖長（reduced contour length）と呼ぶ．λL→ 0

の極限（棒）における ⟨R2⟩と ⟨S2⟩はそれぞれ次のように書かれる．

lim
λL→0

⟨R2⟩ = L2 (3.26)

lim
λL→0

⟨S2⟩ = L2

12
(3.27)
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図 3.1 みみず鎖の ⟨R2⟩と ⟨S2⟩．

一方，λL→ ∞の極限（ガウス鎖）では次のように書かれる．

lim
λL→∞

⟨R2⟩ = L

λ
(3.28)

lim
λL→∞

⟨S2⟩ = L

6λ
(3.29)

図 3.1に λ⟨R2⟩/Lと 6λ⟨S2⟩/Lの λLに対する片対数プロットを示す．
λ⟨R2⟩/Lも λ⟨S2⟩/Lも λLの増加に伴い単調に増大し，棒からガウス鎖
へと連続的に移行する．λLが小さくなると鎖は全体として固くなり真直
ぐ伸びた棒の形態をとり，逆に λLが大きくなると鎖は全体として屈曲し
たランダムコイルの形態をとる．

3.2.2 分布関数

⟨R2⟩や ⟨S2⟩以外の平均量が必要な場合，個々の平均量に応じて計算法
を考案してもよいが，統一的な取り扱いには，分布関数が分かっていると
便利である．ガウス鎖の場合，構成要素間の距離のみが問題となる．KP

鎖の場合は，構成要素間の距離に加え，構成要素の向きを問題とできる．
種々の平均量の計算に用いられる基本的な分布関数は，鎖の始点における
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単位接線ベクトルが u0 であるときの Rと uの分布を与える条件付き分
布関数 G(R,u|u0;L)である．分布関数としては，G(R,u|u0;L)を uに
ついて積分した G(R|u0;L)，さらにG(R|u0;L)を u0について平均した
G(R;L)が用いられる．

G(R|u0;L) =

∫
G(R,u|u0;L) du (3.30)

G(R;L) =
1

4π

∫
G(R|u0;L) du0

=
1

4π

∫ ∫
G(R,u|u0;L) du du0 (3.31)

また，必要に応じて，これらの分布関数をRについてFourier変換（R 7→ k）
した特性関数（characteristic function）I が用いられることもある．

I(k,u|u0;L) =

∫
eik·RG(R,u|u0;L) dR (3.32)

I(k|u0;L) =

∫
eik·RG(R|u0;L) dR (3.33)

I(k;L) =

∫
eik·RG(R;L) dR (3.34)

分布関数ならびに特性関数は λLに関する閉じた形で書き下せないので，
λLの領域に応じた適切な近似分布関数が用いられる．
G(R,u|u0;L)は次の微分方程式を満たす（附録 3.B）．(
∂

∂L
− λ∇ 2

u + u · ∇R

)
G(R,u|u0;L) = δ(L) δ(R) δ(u− u0) (3.35)

Lを時間，uを速度，Rを位置に読み換えると，式（3.35）は Brown粒
子に対する Fokker–Planck方程式である．KP鎖に関する全ての情報は式
（3.35）に含まれており，それから全ての理論結果が導かれる．

λL≫ 1のとき，G(R;L)は次のように与えられる（附録 3.B）．

G(R;L) =

(
3

2πL

)3/2

exp

(
−3R2

2L

)[
1− 5

8L
+

2R2

L2
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−33R4

40L3
− 79

640L2
− 329R2

240L3
+

6799R4

1600L4

−3441R6

1400L5
+

1089R8

3200L6
+O

(
L−3

)]
(3.36)

このように，ガウス鎖極限からのずれを L−1 の展開形で書いた近似を
Daniels近似（Daniels approximation）と呼ぶ．
一方，λL≪ 1のときには，棒からの揺らぎ（ϵ）の低次モーメントを基

にいろいろな平均量を評価する ϵ 法 5,6（ϵ method）が用いられる．また，
中間領域の λLの場合は，低次モーメントを再現するように構成された適
当な重み関数を構成する重み関数法 5,6（weighting function method）が
用いられる．何れの方法においても，KP鎖の低次モーメントが必要とな
るが，式（3.35）に基づいて計算することができる（附録 3.B）．

3.3 らせんみみず鎖

図 3.1に示したように，KP鎖の ⟨S2⟩/Lは Lの増加とともに単調に増
加する．したがって，図 1.1に示した a-PαMSや a-PMMAの実験データ
のように ⟨S2⟩/Lが極大を示すような挙動は説明できない．実在の屈曲性
高分子には，真直ぐ伸びた棒で局所形態を記述できないものがある．その
ような高分子の局所形態を記述できる連続モデルとして「らせんみみず
鎖」［helical wormlike（HW）chain］がある 5．

3.3.1 モデルの定義

全弾性エネルギーが最小値 0のときの形態が半径 ρ，ピッチ hの完全ら
せんになるような，曲げと捩れの弾性エネルギーを持つ弾性ワイヤーを考
える．このらせんを特性らせん（characteristic helix）と呼ぶ（図 3.2）．特
性らせんの形状は微分幾何学的曲率 κ0 および捩率 τ0 で規定される．ρ，
hと κ0，τ0 の間には次の関係がある．

ρ = κ0/(κ
2
0 + τ 2

0 )

h = 2πτ0/(κ
2
0 + τ 2

0 ) (3.37)
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特性らせん

HW鎖

HW:

ξη ζ

s
u

ρ

h

0

L

図 3.2 らせんみみず鎖と特性らせん．

曲げと捩れの力定数を αと βとする．連続弾性体の場合，Poisson比 σ =

α/β − 1は 0 ≤ σ ≤ 1/2の範囲の値をとるが，今の場合，分子レベルのモ
デルなので，特にそのような制限はない．曲げの弾性エネルギーのみを持
つKP鎖の場合，単位接線ベクトルの変化量（微分）で全弾性エネルギー
が記述できた．捩れも考慮した HW鎖の場合，曲線上の各点に付与した
局所直角座標系の変化量で全弾性エネルギーを記述する．
図3.2に示すように，曲線の一端から曲線に沿った長さが s（0 ≤ s ≤ L）の

点に局所直角座標系 (ξ, η, ζ)を付与する．ただし，ζ軸の単位ベクトル eζ(s)

をその点における単位接線ベクトル u(s)に等しくとる［eζ(s) = u(s)］．
点 sから鎖に沿って∆s進んだとき，座標系 (ξ, η, ζ)を∆Ω = (∆Ωξ, ∆Ωη,

∆Ωζ)だけ無限小回転すると s+∆sにおける座標系 (ξ′, η′, ζ ′)に一致する
とする．

eµ′ = eµ +∆Ω× eµ (µ = ξ, η, ζ) (3.38)

これを行列の形で書くと次のようになる． eξ′

eη′

eζ′

 =

 1 ∆Ωζ −∆Ωη

−∆Ωζ 1 ∆Ωξ

∆Ωη −∆Ωξ 1


 eξ

eη

eζ

 (3.39)

弾性ワイヤーの変形状態は次式で定義される「角速度」ベクトル ω =
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(ωξ, ωη, ωζ) で記述できる．

ω = lim
∆s→0

∆Ω

∆s
(3.40)

単位長さ当りの弾性エネルギー U は ωを用いて次のように書かれる．

U =
1

2
α
[
ω 2
ξ + (ωη − κ0)

2
]
+

1

2
β(ωζ − τ0)

2 (3.41)

このような弾性ワイヤーを絶対温度 T の熱浴の中に置いた統計モデル
が HW鎖である．HW鎖は熱運動により特性らせんが崩れた様々な形態
をとる．力定数が大きいかあるいは温度が低いとき（図 3.2，上の曲線）に
は部分的にらせん形態を保持しているが，力定数が小さくなるかあるいは
温度が高くなる（図 3.2，下の曲線）とガウス鎖のようになる．
KP鎖の場合，単位接線ベクトル uの条件付き分布関数G(u|u0;L)を考

えた．HW鎖の場合，鎖に付与された局所直角座標系の外部直角座標系に
対する配向を表す Euler角 Ω = (θ, ϕ, ψ)の条件付き分布関数 G(Ω|Ω0;L)

を考える．Ω0は HW鎖の始点に付与された座標系の配向を表す Euler角
である．
G(Ω|Ω0;L)は次の微分方程式を満たす（附録 3.C）．(

∂

∂L
+A

)
G(Ω|Ω0; t) = δ(L) δ(Ω− Ω0) (3.42)

演算子 Aは次式で定義される．

A = κ0Lη + τ0Lζ − λσLζ
2 − λL2 (3.43)

ここで，L = (Lξ, Lη, Lζ)は次のように定義される角運動量演算子であり，
Ωの関数に作用する．

Lξ = sinψ
∂

∂θ
− cosψ

sin θ

∂

∂ϕ
+ cot θ cosψ

∂

∂ψ

Lη = cosψ
∂

∂θ
+

sinψ

sin θ

∂

∂ϕ
− cot θ sinψ

∂

∂ψ

Lζ =
∂

∂ψ
(3.44)
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屈曲性高分子を対象とする場合，簡単のために σ = 0としてよい．その
場合，式（3.42）の解は次のように書かれる（附録 2.C）．

G(Ω|Ω0;L) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
j=−l

l∑
j′=−l

gjj
′

l (L)Dmj
l (Ω)Dmj′∗

l (Ω0) (3.45)

ここで，Dmj
l (Ω)は規格化されたWigner関数であり，gjj

′

l (L)は次式で与
えられる．

gjj
′

l (L) =
8π2

2l + 1

l∑
k=−l

exp
{
−
[
l(l + 1) + ikν

]
λL
}
Djk
l (Ωα)Dj′k∗

l (Ωα)

(3.46)

ν =
[
(λ−1κ0)

2 + (λ−1τ0)
2
]1/2，Ωα = (α,−π/2, π/2) である．ただし，

α = tan−1(κ0/τ0)（−π ≤ α ≤ 0）である．
式（3.45）の結果を用いると ⟨u(L) · u(0)⟩は次のように書ける．

⟨u(L) · u(0)⟩ = g001 (L)

=
8π2

3

1∑
k=−1

exp
[
−(2 + ikν)λL

]
D0k

1 (Ωα)D0k∗
1 (Ωα) (3.47)

この結果を Lについて積分すると ⟨R · u0⟩が，また式（3.14）と（3.15）
に代入するとそれぞれ ⟨R2⟩と ⟨S2⟩が得られる．

⟨R · u0⟩ =
c∞
2λ

− e−2λL

ν2

{
τ 2
0

2
+
κ 2
0

r2
[
2 cos(νλL)− ν sin(νλL)

]}
(3.48)

⟨R2⟩ = c∞L

λ
− τ 2

0

2λ4 ν2
− 2κ 2

0 (4− ν2)

λ4 ν2 r4

+
e−2λL

λ4 ν2

{
τ 2
0

2
+

2κ 2
0

r4
[
(4− ν2) cos(νλL)− 4ν sin(νλL)

]}
(3.49)

⟨S2⟩ = τ0
2

λ2 ν2
⟨S2⟩KP +

κ0
2(4− ν2)

λ4 ν2 r2

[
rλL

3
cosφ− cos(2φ) +

2

rλL
cos(3φ)

− 2

r2 λ2 L2
cos(4φ) +

2e−2λL

r2 λ2 L2
cos(νλL+ 4φ)

]
(3.50)
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ここで，⟨S2⟩KPは式（3.24）で与えられたKP鎖の ⟨S2⟩であり，c∞，r，
φはそれぞれ次のように定義される．

c∞ =
4 + (λ−1τ0)

2

4 + (λ−1κ0)2 + (λ−1τ0)2
(3.51)

r = (4 + ν2)1/2 (3.52)

φ = cos−1(2/r) (3.53)

λL→ ∞の極限（ガウス鎖）における ⟨R · u0⟩と ⟨R2⟩，⟨S2⟩はそれぞ
れ次のようになる．

⟨R · u0⟩ =
c∞
2λ

(3.54)

⟨R2⟩ = c∞L

λ
(3.55)

⟨S2⟩ = c∞L

6λ
(3.56)

式（3.54）より，HW鎖の場合，持続長 q と λ−1 の間に次の関係が成り
立つ．

2q = c∞λ
−1 ≤ λ−1 (3.57)

したがって，qは一般には高分子鎖の固さの目安にならないことが分かる．

3.3.2 分布関数

HW鎖の始点における配向を表す Euler角が Ω0 のときRと Ω の分布
を与える条件付き分布関数G(R,Ω|Ω0;L)は次の微分方程式を満たす（附
録 2.D）．(

∂

∂L
+A+ u · ∇R

)
G(R,Ω|Ω0;L) = δ(L)δ(R)δ(Ω− Ω0) (3.58)

KP鎖の場合と同様，この微分方程式からいろいろな低次モーメントや近
似分布関数を導くことができるが，その結果については省略する．
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3.A 条件付き分布関数（KP）

最初に，条件付き分布関数 G(u|u0;L)の形式的な表示を導く．全鎖長 L

のKP鎖を長さ ϵのN 個の微小部分に等分割する（N = L/ϵ）．この分割
鎖の全弾性エネルギー EN を用いて Boltzmann因子 exp(−EN/kBT )を
書き，N → ∞の極限をとる．表示はそれに続く展開に不要だが，統計モ
デルとしての定義とパラメタ λの意味が明確になる．
ui = u(iϵ)（i = 0，1，2，· · ·，N）とすると，EN は次のように書か

れる．

EN =
α

2

N∑
i=1

ϵ

∣∣∣∣ui − ui−1

ϵ

∣∣∣∣2 (3.A.1)

KP鎖の全弾性エネルギー E と EN の間には次の関係がある．

lim
N→∞

EN = E (3.A.2)

u0とuN（= u）を固定し，残るN−1個のuiが与えられたときのBoltzmann

因子を可能な全ての ui について足し合わせ，規格化したものが分割鎖の
条件付き分布関数 GN (u|u0;L)である．

GN (u|u0;L) = CN

∫
exp

(
− 1

4λϵ

N∑
i=1

|ui − ui−1|2
) N−1∏

i=1

dui (3.A.3)

ここで，λの定義式（3.19）を用いた．また，CN は規格化定数である．∫
GN (u|u0;L) du = 1 (3.A.4)

Gと GN の間には次の関係がある．

lim
N→∞

GN = G (3.A.5)

(4λϵ)−1 ≫ 1 であるから，式（3.A.3）の積分に寄与するのは ∆u =

ui − ui−1 の絶対値が小さい場合のみであることと， |ui| = |ui−1| = 1

であることを考慮すれば，ui−1を z軸とするような直角座標系を選べば，
∆uは次のように書ける．

∆u′ = (∆u′x, ∆u
′
y, 0)
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ただし，∆u′に付けた ′は，そのように選んだ座標系の成分 (∆u′x, ∆u
′
y, 0)

で∆uを表したことを明示するためのものである．式（3.A.3）に含まれ
る個々の積分は次のように書ける．∫

exp

(
−|ui − ui−1|2

4λϵ

)
dui

=

∫
exp

[
−
(∆u′x)

2 + (∆u′y)
2

4λϵ

]
d(∆u′x) d(∆u

′
y) = 4πλϵ (3.A.6)

式（3.A.4）に式（3.A.3）を代入し，式（3.A.6）を用いて uN，uN−1，· · ·，
u1 の順に積分し，CN に対する次の表記を得る．

CN = (4πλϵ)−N (3.A.7)

式（3.A.5）に式（3.A.3），（3.A.7）を代入して次の結果を得る．

G(u|u0;L) =

∫ u(L)=u

u(0)=u0

exp

(
− 1

4λ

∫ L

0

∣∣∣∣du(s)ds

∣∣∣∣2 ds)D[u(s)] (3.A.8)

右辺は，0 ≤ s ≤ Lで定義された 1階微分可能関数 u(s)を実数に対応させ
る汎関数の値を可能な u(s)について足し合わせた汎関数積分を表し，具
体的には次のように定義される．∫ u(L)=u

u(0)=u0

exp

(
− 1

4λ

∫ L

0

∣∣∣∣du(s)ds

∣∣∣∣2 ds)D[u(s)]

≡ lim
N→∞

(4πλϵ)−N
∫

exp

(
− 1

4λϵ

N∑
i=1

|ui − ui−1|2
) N−1∏

i=1

dui

(3.A.9)

次に，G(u|u0;L)の満たす微分方程式を導く．条件付き分布関数に対
し，一般に次の関係式が成立する．

G(u|u0;L) =

∫
G(u|u1;L− L1)G(u1|u0;L1) du1 (3.A.10)

u = u1 +∆u，L = L1 +∆Lとして，L1を L で置き換えると，次のよう
に書ける．

G(u|u0;L+∆L) =

∫
G(u|u−∆u;∆L)G(u−∆u|u0;L) d(∆u)

(3.A.11)
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G(u|u−∆u;∆L)を遷移確率と見なせば，Markov過程（Markov process）
におけるChapman–Kolmogorov方程式に対応する．そこで，式（3.A.11）
を次のように書き直す．

G(u|u0;L+∆L) =

∫
G(u−∆u|u0;L)ψ(∆u|u−∆u;∆L) d(∆u)

(3.A.12)

ここで，ψ(∆u|u−∆u;∆L)は次のように定義される遷移確率である．

ψ(∆u|u−∆u;∆L) = G(u|u−∆u;∆L) (3.A.13)

積分方程式（3.A.12）の左辺を∆Lについて，右辺を∆uについてTaylor

展開すると次のようになる．

G(u|u0;L) +
∂G(u|u0;L)

∂L
∆L+O

[
(∆L)2

]
= G(u|u0;L)− ⟨∆u⟩ · ∇uG(u|u0;L)

+
1

2
⟨∆u∆u⟩ : ∇u∇uG(u|u0;L) +O

(
|∆u|3

)
(3.A.14)

ここで，⟨· · ·⟩は次のように定義される，ψを用いた平均を表す．

⟨· · ·⟩ =
∫

· · · ψ(∆u|u−∆u;∆L) d(∆u) (3.A.15)

|u| = 1であることを考慮し，uを z軸とする直角座標系を選ぶと，∆u

は次のように書ける．

∆u′ = (∆u′x, ∆u
′
y, 0)

ただし，∆u′に付けた ′は，そのように選んだ座標系の成分 (∆u′x, ∆u
′
y, 0)

で ∆uを表したことを明示するためのものである．G(u|u0;L)の汎関数
積分表示の導出からも明らかなように，この座標系で ψ は次のように書
ける．

ψ(∆u|u−∆u; ∆L) =
1

4πλ∆L
exp

[
−
(∆u′x)

2 + (∆u′y)
2

4λ∆L

]
(3.A.16)

これを用いると，二つの平均 ⟨∆u′⟩，⟨∆u′∆u′⟩は次のように評価できる．

⟨∆u′⟩ = 0 , ⟨∆u′∆u′⟩ = 2λ∆L

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 (3.A.17)



3.A 条件付き分布関数（KP） 59

したがって，式（3.A.14）右辺の展開項に含まれる二つの演算子は，この
座標系で次のように書ける．

⟨∆u′⟩ · ∇u′ = 0 , ⟨∆u′∆u′⟩ : ∇u′∇u′ = 2λ∆L∇ 2
u′ (3.A.18)

ただし，∇ 2
u′ は |u′| = 1の条件下での Laplace演算子である．

二つのスカラー演算子 ⟨∆u⟩ · ∇u，⟨∆u∆u⟩ : ∇u∇u は座標系の選び方
に依らないので，式（3.A.14）は次のように書ける．

∂G(u|u0;L)

∂L
∆L+O

[
(∆L)2

]
= λ∆L∇ 2

u G(u|u0;L) +O
[
(∆L)2

]
(3.A.19)

∆L2 の 2以上の項を無視して，次の微分方程式を得る．

∂G

∂L
= λ∇ 2

u G (3.A.20)

|u| = 1の条件下での Laplace演算子∇ 2
u は，球座標 (1, θ, ϕ)を用いると，

式（3.20）のように書かれる．式（3.A.20）は，初期条件も含めた特異微
分方程式の形で書くと，式（3.18）になる．
最後に，微分方程式（3.A.20）あるいは（3.18）の解（3.21）を導く．微

分方程式（3.18）の解は形式的に次のように書かれる．

G(u|u0;L) = exp
(
λ∇ 2

u L
)
δ(u− u0) (3.A.21)

式（3.20）で与えられる Laplace演算子 ∇ 2
u の正規直交固有関数である

球面調和関数 Y ml (θ, ϕ) （l = 0，1，2，· · ·; −l ≤ m ≤ l）を用いると，
δ(u− u0)は次のように展開できる．

δ(u−u0) = δ(cos θ− cos θ0) δ(ϕ−ϕ0) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ml (θ, ϕ)Y m∗
l (θ0, ϕ0)

(3.A.22)

ここで，u0 = (1, θ0, ϕ0) であり，∗ は共役複素数を表す．また，ここで用
いた Y ml は Legendre陪関数 Pml (x)を用いて次のように定義される．

Y ml (θ, ϕ) =

[
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

]1/2
P

|m|
l (cos θ)eimϕ (3.A.23)
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Y m∗
l = Y −m

l であり，Y ml は次の正規直交条件と固有値方程式を満たす．∫
Y m∗
l Y m

′

l′ du =

∫ π

0

sin θ dθ

∫ 2π

0

dϕY m∗
l (θ, ϕ)Y m

′

l′ (θ, ϕ)

= δll′δmm′ (3.A.24)

∇ 2
u Y

m
l = −l(l + 1)Y ml (3.A.25)

低次の Y ml は具体的に次のように与えられる．

Y 0
0 =

1√
4π

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ Y ±1

1 =

√
3

8π
e±iϕ sin θ

Y 0
2 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) Y ±1

2 =

√
15

8π
e±iϕ sin θ cos θ

Y ±2
2 =

√
15

32π
e±2iϕ sin2 θ (3.A.26)

式（3.A.22）を式（3.A.21）に代入し，式（3.A.25）を用いると，解（3.21）
を得る．得られた解を用いて，式（3.22）を導く．uは式（3.A.26）で与
えられた Y m1 を用いて次のように展開できる．

u =

 sin θ cosϕ

sin θ sinϕ

cos θ


=

√
4π

3

 0

0

1

Y 0
1 +

√
2π

3

 1

−i
0

Y 1
1

+

√
2π

3

 1

i

0

Y −1
1 (3.A.27)

式（3.21），（3.A.27）と正規直交条件（3.A.24）を用いると，式（3.22）の
結果を得る．
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3.B 条件付き両端間距離分布関数（KP）

式（3.A.8）右辺の汎関数積分を，次の条件下で行うとG(R,u|u0;L)が得
られる．

R =

∫ L

0

u(s) ds

したがって，G(R,u|u0;L)はつぎのように書かれる．

G(R,u|u0;L) =

∫ u(L)=u

u(0)=u0

δ

(
R−

∫ L

0

u(s) ds

)
× exp

(
− 1

4λ

∫ L

0

∣∣∣∣du(s)ds

∣∣∣∣2 ds)D[u(s)] (3.B.1)

G(R,u|u0;L)は次のChapman–Kolmogoroff型の積分方程式を満たす．

G(R,u|u0;L+∆L) =

∫
G(R−∆R,u−∆u|u0;L)

×Ψ(∆R,∆u|R−∆R,u−∆u;∆L) d(∆R) d(∆u) (3.B.2)

ここで，Ψは次のように定義される遷移確率である．

Ψ(∆R,∆u|R−∆R,u−∆u;∆L)

= G(∆R,u|u−∆u;∆L) (3.B.3)

∆L→ 0のとき，Ψは次のように書ける．

Ψ(∆R,∆u|R−∆R,u−∆u; ∆L)

= δ(∆R− u∆L)ψ(∆u|u−∆u;∆L) (3.B.4)

ここで，ψ(∆u|u−∆u;∆L)は式（3.A.16）で与えられる遷移確率である．
式（3.B.4）を式（3.B.2）に代入し，∆Rについて積分すると，次のよう
になる．

G(R,u|u0;L+∆L) =

∫
G(R− u∆L,u−∆u|u0;L)

×ψ(∆u|u−∆u;∆L) d(∆u) (3.B.5)
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式（3.B.5）の両辺に含まれるGを Taylor展開し，ψに関する平均をとる
と，微分方程式 (3.35) を得る．
微分方程式 (3.35)を Fourier変換すると，特性関数 I(k,u|u0;L)の微分

方程式が得られる．(
∂

∂L
− λ∇ 2

u − ik · u
)
I(k,u|u0;L) = δ(L) δ(u− u0) (3.B.6)

I の形式解は次のように書くことができる．

I(k,u|u0;L) = e(L0+δL)L δ(u− u0) (3.B.7)

L0，δLは uの関数に作用する演算子であり，それぞれ次のように定義さ
れる．

L0 ≡ λ∇ 2
u , δL ≡ ik · u (3.B.8)

非可換な演算子 L0，δLに対して，次の恒等式が成立する ∗．

e(L0+δL)L = eL0L +

∫ L

0

eL0(L−s) δL e(L0+δL)s ds (3.B.9)

式（3.B.9）を用いると，式（3.B.7）は次のようになる．

I(k,u|u0;L) = eL0Lδ(u− u0) +

∫ L

0

eL0(L−s) δL

× e(L0+δL)s δ(u− u0) ds (3.B.10)

式（3.A.21），（3.B.7），（3.B.8）の表記に留意すると，I は次の積分方程
式の解である．

I(k,u|u0;L) = G(u|u0;L)+ik

∫ L

0

eL0(L−s) δL̄ I(k,u|u0; s) ds (3.B.11)

∗時間に依存する演算子 F(L) を次のように定義する．

e(L0+δL)L ≡ eL0L F(L)

F(L) は，初期条件が F(0) = 1 であり，次の微分方程式を満たす．
∂

∂L
F(L) = δL(L)F(L)

ただし，δL(L) ≡ e−L0LδLeL0L である．あるいは，次の積分方程式の解である．

F(L) = 1 +

∫ L

0
δL(s)F(s) ds

したがって，式（3.B.9）の恒等式が成立する．
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δL̄は次のように定義される演算子である．

δL̄ = ek · u (3.B.12)

ただし，ek は k方向の単位ベクトルを表す．
式（3.B.11）を逐次代入で解くと，kについての展開形が得られる．

I(k,u|u0; s0) = G(u|u0; s0)

+
∞∑
n=1

(ik)n
[ n∏
j=1

∫ sj−1

0

dsj e
L0(sj−1−sj) δL̄

]
G(u|u0; sn)

(3.B.13)

ただし，s0 = Lである．また，I(k,u|u0;L)を Lについて Laplace変換
（L 7→ p）した像を Ĩ(k,u|u0; p)とする．

Ĩ(k,u|u0; p) =

∫ ∞

0

e−pL I(k,u|u0;L) dL (3.B.14)

式（3.B.13）を Laplace変換すると Ĩ は次のように書かれる 7．

Ĩ(k,u|u0; p) =
∞∑
n=0

(ik)n
[
(p− L0)

−1δL̄
]n
G̃(u|u0; p) (3.B.15)

G̃(u|u0; p)はG(u|u0;L)の Laplace変換であり，式（3.A.21），（3.A.22），
（3.B.8）を用いると，次のように書かれる．

G̃(u|u0; p) = (p− L0)
−1 δ(u− u0)

= (p− L0)
−1

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ml (θ, ϕ)Y m∗
l (θ0, ϕ0)

(3.B.16)

式（3.A.25）より，Y ml (θ, ϕ)は演算子 (p− L0)
−1 の固有関数でもある．

(p− L0)
−1Y ml (θ, ϕ) =

[
p+ l(l + 1)λ

]−1
Y ml (θ, ϕ) (3.B.17)

したがって，G̃は次のように書かれる．

G̃(u|u0; p) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
p+ l(l + 1)λ

]−1
Y ml (θ, ϕ)Y m∗

l (θ0, ϕ0) (3.B.18)
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式（3.B.13），（3.B.15）で与えられた展開形の形式解はそのままでは有
用ではないが，以下に述べるように演算子法 5,8との併用により，各種の
モーメントや λL→ ∞のときの分布関数の漸近形の評価に有用である．
式（3.B.13），（3.B.15）の右辺の各項に含まれる演算子 L0，δL̄は u =

(1, θ, ϕ)の関数に作用する．式（3.A.22）のように Y ml (θ, ϕ)を基底に選ぶ
と，Y ml (θ, ϕ)に対する L0と δL̄の演算規則が分かればよい．L0について
はすでに式（3.A.25）で与えられる．一方，δL̄は極座標 ek = (1, χ, ω)を
用いれば，次のように書かれる．

δL̄ =
4π

3

1∑
m=−1

Y m∗
1 (χ, ω)Y m1 (θ, ϕ) (3.B.19)

積 Y m
′

1 (θ, ϕ)Y ml (θ, ϕ)が Y ml (θ, ϕ)の一次結合で書かれることに留意すれ
ば，次のように，δL̄は昇降演算子 aνµ（µ = ±1；ν = 0，±1）の一次結合
で与えられる．

δL̄ =

√
2π

3

[√
2Y 0

1 (χ, ω)
(
a01 + a0−1

)
+ Y 1∗

1 (χ, ω)
(
a11 − a1−1

)
+Y −1∗

1 (χ, ω)
(
a−1
1 − a−1

−1

)
(3.B.20)

Y ml (θ, ϕ)に対する aνµ の演算規則は次のように与えられる．

a0µf
m
l = A

|m|
l+(1/2)(µ−1)f

m
l+µ

aνµf
m
l = [2h(νm)− 1]E

−µν[m−(ν/2)(µ−1)]
l+(1/2)(µ−1) fm+ν

l+µ (ν ̸= 0) (3.B.21)

ここで，h(x)は x ≥ 1のとき h(x) = 1，x < 1のとき h(x) = 0の階段関
数であり，Aml ，Eml は次のように定義される係数である．

Aml =

[
(l +m+ 1)(l −m+ 1)

(2l + 1)(2l + 3)

]1/2
Eml =

[
(l −m+ 1)(l −m+ 2)

(2l + 1)(2l + 3)

]1/2
(3.B.22)

モーメント評価 5,8の例として，Rの偶数次モーメント ⟨R2m⟩について
説明する．特性関数 I(k;L)は次のように展開できる．

I(k;L) =
∞∑
m=0

(−1)m

(2m+ 1)!
⟨R2m⟩ k2m (3.B.23)
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式（3.A.21），（3.A.22）を式（3.B.13）に代入し，uについて積分，u0に
ついて平均した結果を式（3.B.23）と比べると，次の結果が得られる †．

⟨R2m⟩ = (2m+ 1)!

∫ {
Y 0∗
0

[ 2m∏
j=1

∫ sj−1

0

dsj e
L0(sj−1−sj) δL̄

]
Y 0
0

}
du

(3.B.24)

⟨R2⟩を具体的に書くと次のようになる．

⟨R2⟩ = 6

∫ [
Y 0∗
0

∫ L

0

ds1 e
L0(L−s1) δL̄

∫ s1

0

ds2 e
L0(s1−s2) δL̄Y 0

0

]
du

(3.B.25)

式（3.A.25），（3.B.20）を用いて式（3.B.25）の計算を行うと，式（3.23）
の結果を得る．式（3.B.24）右辺の Y 0

0 (θ, ϕ)に演算子 δL̄と eL0··· を順次
作用させ，最後に Y 0

0 (θ, ϕ)となったものだけが ⟨R2m⟩に寄与する．mが
大きくなると，寄与する項が多くなるが，石垣図形 5,8を用いて系統的に
数え上げることができる．

3.C 条件付き分布関数（HW）

KP鎖の場合と同様，全鎖長LのHW鎖を長さ ϵのN 個の微小部分に等分
割する（N = L/ϵ）．分割鎖の全弾性エネルギー EN を用いて Boltzmann

因子 exp(−EN/kBT )を書き，N → ∞の極限を考えて汎関数積分表示を
得る．
座標系の無限小回転あるいは角速度は互いに直交する三つの成分で書

くことができるが，それを積分した有限の回転はそのように表せないの
で，Euler角を用いる必要がある．式（3.40）で定義された HW鎖上の点
sにおける角速度ベクトル ωは，Euler角 Ω = (θ, ϕ, ψ)の sに関する微分
Ω̇ = (θ̇, ϕ̇, ψ̇)を用いて次のように書くことができる．

ω = T(Ω) · Ω̇ (3.C.1)

†この表記は，参考文献 5，8 で与えられている表記と見掛け上異なるが，その構造は本
質的に同等であり，全く同じ結果を与える．
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T(Ω)は次のように定義される変換行列である．

T(Ω) =

 sinψ − sin θ cosψ 0

cosψ sin θ sinψ 0

0 cos θ 1

 (3.C.2)

したがって，式（3.41）で与えられた U ならびに E は Ω̇(s)と Ω(s)で書
くことができる．

E =

∫ L

0

U(Ω̇,Ω) ds (3.C.3)

これより，G(Ω|Ω0;L)の汎関数積分表示は形式的に次のように与えられる．

G(Ω|Ω0;L) =

∫ Ω(L)=Ω

Ω(0)=Ω0

exp

(
− 1

kBT

∫ L

0

U(Ω̇,Ω) ds

)
D[Ω(s)]

≡ lim
N→∞

GN (Ω|Ω0;L) (3.C.4)

GN (Ω|Ω0;L)は分割鎖の条件付き分布関数であり次のように書かれる．

GN (Ω|Ω0;L) = CN

∫
exp

(
− EN
kBT

)N−1∏
i=1

dΩi (3.C.5)

Ωiは，HW鎖の一端から鎖に沿った長さが iϵ（i = 0, 1, · · · , N）の点に付
与された局所座標系の配向を表す Euler角である（ΩN = Ω）．また，CN
は規格化定数である．
規格化定数の評価に必要な，Ωi に関する積分を以下のように行う．ωi

を次のように定義する．

ωiϵ = T(Ωi−1) ·∆Ωi (3.C.6)

∆Ωi は次のように定義される．

∆Ωi = (∆θi,∆ϕi,∆ψi) = (θi − θi−1, ϕi − ϕi−1, ψi − ψi−1)

ϵ→ 0のとき，式（3.C.6）は式（3.C.1）になる．式（3.41）より，ωiの
成分 ωξ,i，ωη,i，ωζ,i を用いて EN を次のように書く．

EN =
α

2ϵ

N∑
i=1

[
(ωξ,i ϵ)

2+(ωη,i ϵ−κ0 ϵ)2+(1+σ)−1(ωζ,i ϵ−τ0 ϵ)2
]
(3.C.7)
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次のように，積分変数を Ωj から ωjϵに変換する．∫
dΩj =

∫
sin θj d(∆θj) d(∆ϕj) d(∆ψj)

=

∫
sin θj−1 d(∆θj) d(∆ϕj) d(∆ψj)

=

∫
d(ωjϵ)

この変数変換を行いながら ΩN ,ΩN−1, · · · ,Ω1 の順に exp(−EN/kBT )を
積分すると次の結果を得る．∫

exp

(
− EN
kBT

) N∏
i=1

dΩi = (4πλϵ)3N/2(1 + σ)N/2 (3.C.8)

したがって，CN は次式で与えられる．

CN = (4πλϵ)−3N/2(1 + σ)−N/2 (3.C.9)

次に，G(Ω|Ω0;L)に対する Chapman–Kolmogoroff型の積分方程式を
考える．

G(Ω|Ω0;L+∆L) =

∫
G(Ω−∆Ω|Ω0;L)ψ(∆Ω|Ω−∆Ω;∆L) d(∆Ω)

(3.C.10)

ψは次のように定義される遷移確率である．

ψ(∆Ω|Ω−∆Ω;∆L) = G(Ω|Ω−∆Ω;∆L) (3.C.11)

式（3.C.10）の左辺のGを∆Lについて，右辺のGを∆ΩについてTaylor

展開すると次のようになる．

G(Ω|Ω0;L) +
∂G(Ω|Ω0;L)

∂L
∆L+O

[
(∆L)2

]
= G(Ω|Ω0;L)− ⟨∆Ω⟩ · ∇ΩG(Ω|Ω0;L)

+
1

2
⟨∆Ω∆Ω⟩ : ∇Ω∇ΩG(Ω|Ω0;L) +O

[
(∆Ω)3

]
(3.C.12)
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⟨· · ·⟩は ψを用いた平均を表す．

⟨· · ·⟩ =
∫

· · · ψ(∆Ω|Ω−∆Ω;∆L) d(∆Ω) (3.C.13)

また，∇Ω，∇Ω∇Ω は次のように定義される．

∇Ω =

(
∂

∂Ω1
,
∂

∂Ω2
,
∂

∂Ω3

)
(3.C.14)

(∇Ω∇Ω)ij =
∂2

∂Ωi∂Ωj
−

3∑
k=1

{
k

i j

}
∂

∂Ωk
(3.C.15)

ただし，Ω1 = θ，Ω2 = ϕ，Ω3 = ψであり，{ }は第 2種 Christoffel記号
‡ を表す．
汎関数積分表示の導出の場合と同様に，∆Ωをω∆Lで置き換える．∆Ω

と ω∆Lには式（3.C.1）の関係がある．∆Ω · ∇Ω，∆Ω∆Ω : ∇Ω ∇Ωはそ
れぞれ次のように置き換えられる．

∆Ω · ∇Ω = (ω∆L) · L , ∆Ω∆Ω : ∇Ω ∇Ω = (ω∆L)(ω∆L) : LL

(3.C.16)

L = (Lξ, Lη, Lζ) は式（3.44）で定義された角運動量演算子である．また，
遷移確率を用いた平均を次のように書き換える．∫

· · · ψ(∆Ω|Ω−∆Ω;∆L) d(∆Ω)

= (4πλ∆L)−3/2(1 + σ)−1/2

∫
· · · exp

{
− 1

4λ∆L

[
(ωξ∆L)

2

+(ωη∆L− κ0∆L)
2 + (1 + σ)−1(ωζ∆L− τ0∆L)

2
]}

d(ω∆L)

(3.C.17)
‡一般化座標 (x1, x2, · · · , xn)における第 2種 Christoffel記号は次のように定義される．{

k
i j

}
=
∑
α

gkα

2

(
∂giα

∂xj
+
∂gjα

∂xi
+
∂gij

∂xα

)
ただし，gij は計量テンソルの成分，(dl)2 =

∑
i,j gijdx

idxj であり，gij はその余因子で
ある．今の場合，x1 = Ω1 = θ，x2 = Ω2 = ϕ，x3 = Ω3 = ψ であり，空間の計量は次式
で与えられる 9．

(dl)2 = 2
[
(dθ)2 + (dϕ)2 + (dψ)2 + 2 cos θ dϕ dψ

]
gij（i, j = 1, 2, 3）で 0 でない成分は g11 = g22 = g33 = 2，g23 = g32 = 2 cos θ．
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⟨ω∆L⟩，⟨(ω∆L)(ω∆L)⟩はそれぞれ次のように評価できる．

⟨ω∆L⟩ = ∆L

 0

κ0

τ0

 (3.C.18)

⟨(ω∆L)(ω∆L)⟩ = ∆L

 2λ 0 0

0 2λ 0

0 0 2λ(1 + σ)

 (3.C.19)

以上より，式（3.42）の微分方程式を得る．
微分方程式（3.42）の解は，KP鎖の場合と同様，演算子 L2の固有関数

の展開形で書くことができる．L2 の正規直交固有関数であるWigner関
数 Djm

l (Ω) は次のように定義される．

Dmj
l (Ω) =

[
(2l + 1)(l + j)!(l − j)!

8π2(l +m)!(l −m)!

]1/2
(cos 1

2θ)
j+m(sin 1

2θ)
j−m

×P (j−m,j+m)
l−j (cos θ) eimϕ+ijψ (3.C.20)

P
(α,β)
n は次のように定義される Jacobi多項式である．

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n]

(3.C.21)

Dmj
l は次の正規直交関係と固有値方程式を満たす．∫

Dmj∗
l Dm′j′

l′ dΩ = δll′δmm′δjj′ (3.C.22)

L2Dmj
l = −l(l + 1)Dmj

l (3.C.23)

LζDmj
l = ijDmj

l (3.C.24)

また，次の関係式を満たす

δ(Ω− Ω′) =
1

sin θ
δ(θ − θ′) δ(ϕ− ϕ′) δ(ψ − ψ′)

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

l∑
j=−l

Dmj∗
l (Ω)Dmj

l (Ω′) (3.C.25)
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3.D 条件付き両端間距離分布関数（HW）

KP鎖の場合と同様に考えると，G(R,Ω|Ω0;L)の汎関数積分表示は次の
ようになる．

G(R,Ω|Ω0;L) =

∫ Ω(L)=Ω

Ω(0)=Ω0

δ

(
R−

∫ L

0

u ds

)
× exp

(
− 1

kBT

∫ L

0

U ds

)
D[Ω(s)] (3.D.1)

G(R,Ω|Ω0;L)に対する Chapman–Kolmogoroff型の積分方程式を考え，
KP鎖と同様にして Fokker–Planck型の微分方程式を導くと式（3.58）を
得る．
式（3.58）に基づいて，KP鎖の場合と同様の展開で各種の近似分布関

数が導かれるが，それについては省略する．

参考文献

1. M. V. Volkenstein, “Configurational Statistics of Polymer Chains,”

Interscience, New York (1963).

2. P. J. Flory, “Statistical Mechanics of Chain Molecules,” Interscience,

New York (1969).

3. O. Kratky and G. Porod, Recl. Trav. Chim. Pays-Bas, 68, 1106

(1949).

4. N. Saito, K. Takahashi, and Y. Yunoki, J. Phys. Soc. Jpn., 22, 219

(1962).

5. H. Yamakawa and T. Yoshizaki, “Helical Wormlike Chains in Polymer

Solutions,” 2nd ed., Springer, Berlin (2016).

6. H. Yamakawa, J. Shimada, and M. Fujii, J. Chem. Phys., 68, 2140

(1978).



参考文献 71

7. W. Gobush, H. Yamakawa, W. H. Stockmayer, and W. M. Magee, J.

Chem. Phys., 57, 2839 (1972).

8. H. Yamakawa, J. Chem. Phys., 59, 3811 (1973).

9. H. Yamakawa and J. Shimada, J. Chem. Phys., 68, 4722 (1978).





73

4章 排除体積効果

3章で解説した高分子鎖モデルは，何れも遠隔相互作用を考慮していない．
その場合，n（あるいはM）が大きくなると ⟨R2⟩と ⟨S2⟩はともに n（あ
るいはM）に比例する．遠隔相互作用を考慮した場合，高分子の一つの
構成要素が占める空間に，同一の高分子に属する他の構成要素，あるいは
他の高分子に属する構成要素が入り込めない，いわゆる排除体積効果が問
題となる．1本の高分子鎖に属する構成要素間の排除体積は特に分子内排
除体積（intramolecular excluded volume）呼ばれ，すでに 1章で触れた
ように，光散乱実験で決定される ⟨S2⟩を大きくし，その n依存性にも影
響する．これに対し，異なる高分子鎖に属する構成要素間の排除体積は分
子間排除体積（intermolecular excluded volume）と呼ばれ，第 2ビリア
ル係数 A2，第 3ビリアル係数 A3 などと直接関係する．
普通，高分子を溶かしやすい良溶媒を溶剤として用いる．したがって，

その性質を理解する上で排除体積効果は無視することができず，古くから
高分子溶液物性の中心的な問題であった．しかし，液体論や磁性体理論の
多体問題と同様，完全解が得られる問題ではなく，多くの研究者がいろい
ろなアプローチを試みてきた．この章では，先ず，ガウス鎖に基づいて分
子内排除体積効果を考えた Flory理論，二定数理論，高分子繰り込み群理
論について説明する．高分子が短くなって全体的に固くなると，構成要素
が重なる確率が小さくなり，分子内排除体積効果は無くなるが，そのよう
な領域の挙動はガウス鎖では記述できない．KP鎖および HW鎖に基づ
いて，そのような領域の分子内排除体積にも適用できるように提案された
準二定数理論についても説明する．
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4.1 膨張因子

4.1.1 Flory理論

次節以降の結果と比較しやすいように，1949年の Floryの導出法 1 そ
のものではなく，物理的には全く同等な別の導出法 2 に沿って説明する．
n+1個の構成要素からなるガウス鎖について，式（0.3）で定義される

回転半径 S の分布関数 P (S)は次のように書くことができる．

P (S) = Z−1P0(S) exp[−V (S)/kBT ] (4.1)

ただし，ここでは n≫ 1なので n+ 1と nの違いを無視して，n+ 1を n

とする．P0(S)は排除体積効果のないΘ状態の分布関数，V (S)は Sを固
定したときの遠隔相互作用のポテンシャルエネルギーであり，Z は規格化
定数である．

Z =

∫
P0(S) exp[−V (S)/kBT ]dS

簡単のため，P0(S)に対して次のようにガウス分布を仮定する．

P0(S) =

(
3

2π⟨S2⟩0

)3/2

exp

(
− 3S2

2⟨S2⟩0

)
· 4πS2 (4.2)

V (S)が与えられれば P (S)が分かる．V (S)は高分子の重心と Sを固定
したときの構成要素と溶媒の混合自由エネルギーと考えることができる．
高分子の重心と S を固定したとき，重心から距離 rの位置における構成
要素の体積分率が ϕ(r)で与えられるとし，単位体積当りの混合自由エネ
ルギーを ϵr とする．

ϵr = ϵ[ϕ(r)] (4.3)

ϵr と V (S)の間には次の関係がある．

V (S) =

∫
ϵrdr (4.4)

ϕ(r) ≃ 0 であることを考慮すると，ϵr は次のように ϕ = 0のまわりに展
開することができる．

ϵr = ϵ(0) + ϵ(1)(0)ϕ+
1

2
ϵ(2)(0)ϕ2 + · · · (4.5)
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ϵ(k)(0) = dkϵ(ϕ)/dϕk|ϕ=0である．構成要素の体積を Vs，Sを固定したと
きの rにおけるセグメントの数密度を ρ(r)とすると ϕ(r)は次のように書
かれる．

ϕ(r) = Vsρ(r) (4.6)

したがって，式（4.5）を式（4.4）に代入すると，初項と第 2項は S に依
存しない定数となり，P (S)の関数形には影響しないので，これらの項を
無視する．さらに，ρ(r)に対してもガウス分布を仮定する．

ρ(r) = n

(
3

2πS2

)3/2

exp

(
− 3r2

2S2

)
(4.7)

最終的に V (S)は次のように書かれる．

V (S) =
1

2
ϵ(2)(0)V 2

s

∫ [
ρ(r)

]2
dr

=
1

16

(
3

π

)3/2

n2 V 2
s ϵ(2)(0)S−3 (4.8)

式（4.8）に含まれる展開係数 ϵ(2)(0)を以下のように評価する．溶媒分
子と高分子（構成要素）の体積分率がそれぞれ ϕ0，ϕ1 （ϕ0 + ϕ1 = 1）の
ときの混合自由エネルギー ∆Gを Flory–Hugginsの格子理論に従って書
くと次のようになる．

∆G = kBT
[
N0 lnϕ0 +N1 lnϕ1 + (N0 + nN1)χϕ0 ϕ1

]
(4.9)

N0，N1はそれぞれ溶媒分子と高分子の数である．溶媒分子と構成要素が
同じサイズであるとする格子理論においては，ϕ1 = nN1/(N0 + nN1)が
成り立つ．また，χは熱力学的相互作用係数（thermodynamic interaction

coefficient）と呼ばれる．今の場合，重心を固定した一つの高分子だけを
考えているが，それは ϕ1 を一定に保って n→ ∞の極限（N1 ≪ N0）を
考えることに対応しているので，式（4.9）右辺の二つのエントロピー項
のうち N1 lnϕ1 を無視することができる．ϵは ∆Gを系の体積 V で割っ
たものであり，次のように与えられる．

ϵ(ϕ) = V −1
0 kBT

[
(1− ϕ) ln(1− ϕ) + χϕ(1− ϕ)

]
(4.10)
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V0 = V/(N0 + nN1)は格子 1個当りの体積である．これより，ϵ(2)(0)は
次のように書かれる．

ϵ(2)(0) = 2V −1
0 kBT

(
1

2
− χ

)
(4.11)

Floryは排除体積効果が見掛け上なくなる温度Θを導入し，その近辺で χ

が次のように与えられるとした．

χ =
1

2
− ψ

(
1− Θ

T

)
(4.12)

ここで，ψは Floryによって導入されたエントロピーパラメタである．し
たがって，ϵ(2)(0)は次のようになる．

ϵ(2)(0) = 2V −1
0 kBTψ

(
1− Θ

T

)
(4.13)

式（4.8）に式（4.13）を代入すると V (S)の表記が得られるが，それを
次のように整理する．

V (S)

kBT
= 2CMψ

(
1− Θ

T

)
M1/2x−3 (4.14)

ここで，x，CM は次のように定義される量である．

x = S/⟨S2⟩ 1/2
0 (4.15)

CM =

(
27

25/2π3/2

)(
v2

N 2
A V0

)(
⟨R2⟩0
M

)−3/2

(4.16)

式（4.16）に含まれる v = NAnVs/M は高分子の比体積である．
式（4.1），（4.2）を用いると，α 2

S は次のように書かれる．

α 2
S =

⟨S2⟩
⟨S2⟩0

=

∫ ∞

0

x4 exp
[
−3x2/2− V (x)/kBT

]
dx∫ ∞

0

x2 exp
[
−3x2/2− V (x)/kBT

]
dx

(4.17)

Hermans–Overbeek3によれば，式（4.17）から計算される αS の値は関数
x3 exp[−3x2/2 − V (x)/kBT ]が極大になるときの x の値と数値的によく
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一致する ∗．したがって，αS はその関数が極大値をとるための必要条件
から決定することができる．

∂

∂αS

[
lnα 3

S − 3

2
α 2
S − V (αS)

kBT

]
= 0 (4.18)

式（4.18）より，次の Floryの結果が得られる．

α 5
S − α 3

S = 2CMψ

(
1− Θ

T

)
M1/2 (4.19)

この結果より，T = Θにおいて αS = 1となること，また αS はM に依
存し，M → ∞の極限でM との間に次の関係があることが分かる．

lim
M→∞

α 5
S ∝M1/2 (4.20)

式（1.12），（4.20）ならびに ⟨S2⟩0 ∝M より次の関係が得られる．

lim
M→∞

⟨S2⟩ ∝M1.2 (4.21)

指数 1.2を Flory指数（Flory exponent）と呼ぶ．式（1.9）はこのよう
にして導かれたものである．
式（4.19）は，溶媒が浸潤することによって高分子を膨張させようとす

る働き［e−V (S)/kBT］と，形態エントロピーを減少させないように高分子
を収縮させようとする働き［P0(S)］との釣り合いから導かれれているこ
とを注意しておく．なお，Floryの理論では上で導かれた膨張因子しか現
れず，αR と αS の区別はない．
Floryから 20年後に，高分子の排除体積と磁性体の磁気能率の臨界現象

との類似性が指摘され，繰り込み群という全く異なる方法で ⟨R2⟩ ∝Mα の
指数αの再評価が行われた．また，Flory理論では拮抗する二つの働きがと
もに過大評価されているが，それらが互いに相殺してよい結果が得られてい
るとの de Gennes の批判もある 4．ちなみに，高分子鎖の統計的取扱いを
始めたKuhn自身もこの指数を導いている 5．論文には，

√
⟨R2⟩ ∝

√
nnϵ

∗Hermans–Overbeek 自身はイオン性高分子の広がりを調べる過程でこのような関係を
指摘し，さらに解析的な展開を行っている．とくに文献の引用がないので，彼等自身がその
ような関係に気付いたものと思われる．よくそのような近似関係に気付いたものだと感心さ
せられる．
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と書いたとき，5ϵ = 1.2すなわち ϵ = log 1.2/ log 5 = 0.113 となると書か
れており，したがって指数として 1.226が得られる．しかし，残念なこと
にその導出の詳細が書かれていないため，蒙昧な私にはどのように考える
とそのようになるのか見当もつかない．

4.1.2 二定数理論

上の de Gennes の批判を待つまでもなく，直観的な Flory理論の欠陥を
是正するために，発表直後から排除体積効果の統計力学的な取扱いを目指
した理論的研究が数多くなされ，日本人研究者も少なからぬ貢献をした．
それらの理論は，不完全気体の理論を雛形として展開され，1960年代後
半までに二定数理論として体系化された．

摂動理論

全構成要素の座標 (r0, r1, · · · , rn) ≡ {rn+1}の分布関数 P ({rn+1})は次
のように書ける．

P ({rn+1}) = Z−1P0({rn+1}) exp[−W ({rn+1})/kBT ] (4.22)

P0 は排除体積のない場合の分布関数であり，Z は規格化定数である．な
お，Z は式（4.1）のものとは異なることを注意しておく．また，W は全
排除体積ポテンシャルであり，次のように 2体ポテンシャル w の重ね合
わせで表せると仮定する †．

W =
∑∑
0≤i<j≤N

w(Rij) (4.23)

これまでと同様，Rij（= rj − ri）は i番目の構成要素から j 番目の構成
要素へのベクトルを表す．次に，wが近距離までにしか及ばない van der

Waals型のポテンシャルであることに留意して，次のように定義される

†この仮定は溶媒が存在しない不完全気体の場合には正しいが，溶媒について均した平均
力ポテンシャルの場合は近似である．
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Mayerの f -関数 ‡ を用いてW を書く．

χij = χ(Rij) = e−w(Rij)/kBT − 1 (4.24)

式（4.23），（4.24）を用い，χij の寄与が余り大きくないとすると，W に
関する Boltzmann因子 exp(−W/kBT )は次のように χij の摂動展開の形
に書くことができる．

exp(−W/kBT ) =
∏
k<l

(1 + χkl)

= 1 +
∑
k<l

χkl +
∑
k<l

∑
p<q

k<p

χklχpq + · · ·

+
∑
k<l

∑
p<q

· · ·
∑
u<v

k<p<···<u

χklχpq · · ·χuv + · · · (4.25)

さらに，χij を次のように近似する．

χij ≃ −βδ(Rij) (4.26)

ここで，βは二つの構成要素間の排除体積の大きさを表す 2体クラスター
積分（binary cluster integral）であり，次のように定義される §．

β =

∫ [
1− e−w(Rij)/kBT

]
dRij (4.27)

良溶媒中において β は正の値をとり，Θ状態で β = 0となる．式（4.26）
の近似を行うと，Rij の関数である wが持っている情報は β のみに縮約
されるが，これを 2体クラスター近似（binary cluster approximation）と
呼ぶ．
W に対して式（4.25）の展開と式（4.26）の近似を用いると，全ての平均

量は βの展開形で書き表すことができる．結合ベクトル li（i = 1, 2, · · · , n）

‡関数のシンボルとしては名前の通り f を使用すべきであるが，ここでは高分子溶液論の
慣例に習って χ を使用する．

§液体論における 2 体クラスター積分の定義とは符号が異なり大きさが 2 倍になってい
る．構成要素が直径 d の剛体球であらゆる方向から接近できるとすると，式（4.27）から
β = 4πd3/3 となるが，液体論では −2πd3/3 が 2 体クラスター積分として用いられる．
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が，式（1.A.2）のように一定値 lに拘束されたものではなく，次のように
ガウス分布に従うとする．

τ(li) =

(
3

2πl2

)3/2

exp

(
−3l 2

i

2l2

)
(4.28)

さらに，n≫ 1の場合を考え，βの各項において nの最大次数項に対し相
対的にO(n−1/2)以下の項を無視すると，二つの膨張因子 αR，αS に対し
て次の結果を得る（附録 3.A）．

α 2
R = 1 +

4

3
z −

(
16

3
− 28

27
π

)
z2 + · · · (4.29)

α 2
S = 1 +

134

105
z −

(
536

105
− 1247

1296
π

)
z2 + · · · (4.30)

zは次のように定義される排除体積パラメタ（excluded-volume parameter）
である．

z =

(
3

2πl2

)3/2

βn1/2 =

(
3

2π⟨R2⟩0

)3/2

βn2 (4.31)

zは 1本の高分子鎖に属する構成要素間の全排除体積（n2β/2）と排除体
積効果がない場合（β = 0）に高分子鎖が占める体積（∝ ⟨R2⟩ 3/2

0 ）との比
を表す無次元のパラメタである．排除体積ポテンシャルを摂動として取り
扱う観点から，排除体積のある状態を摂動状態（perturbed state），排除
体積のない状態を非摂動状態（unperturbed state），またそれぞれの状態
における高分子鎖を摂動鎖（perturbed chain），非摂動鎖（unperturbed

chain）と呼ぶ．
式（4.29），（4.30）の展開は，次数を上げても収束しない漸近級数的な

ものであるが，二つの膨張因子が zのみの関数で書かれることが分かる．
⟨R2⟩0，⟨S2⟩0はともに n，lで書かれるので，以上の結果は，⟨R2⟩，⟨S2⟩
が三つの分子パラメタ n，l，β によって決まることを意味する．しかし，
逆に実験結果から分子パラメタを評価しようとすると，三つを分離評価す
ることはできず，nl2 と n2β（あるいは ⟨R2⟩0 と z）の 2種類の組み合わ
せが決まるだけである．これより，以上の理論の枠組みは二定数理論と呼
ばれる．二定数理論が成立するための基本的仮定は以下の三つにまとめら
れる．（i）非常に分子量の大きな屈曲性高分子である．（ii）全排除体積ポ
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テンシャルが遠隔相互作用の重ね合わせで書ける［式（4.23）］．（iii）2体
クラスター近似［式（4.26）］が成り立つ．さらに，摂動展開が意味を持つ
ためには z ≪ 1である必要がある．
二定数理論は，以下のように考えて，先の Flory理論と関係付けること

ができる 6¶．式（4.22）の両辺を，重心Rcと S を固定して {rn+1}につ
いて積分したものを次のように近似する．

P (S) = Z−1

∫
P0({rn+1}) exp(−W/kBT )

d{rn+1}
dRc dS

= Z−1P0(S)⟨exp(−W/kBT )⟩

≃ Z−1P0(S) exp(−⟨W ⟩/kBT )

ここで，⟨· · ·⟩は次のように定義される．

⟨· · ·⟩ = 1

P0(S)

∫
· · ·P0({rn+1})

d{rn+1}
dRc dS

⟨W ⟩が V (S)に等しいとみなすと，この表記は式（4.1）に対応している．
したがって，V (S) は次のように書ける．

V (S)

kBT
=

1

P0(S)

∫
W

kBT
P0({rn+1})

d{rn+1}
dRc dS

=
β

2

∑
i,j

∫
δ(Sj − Si)P0(Si,Sj |S)dSi dSj (4.32)

ただし，式（4.25），（4.26）を用いて，W/kBT を次のように近似した．

W

kBT
≃ β

2

∑
i,j

δ(Rij) (4.33)

また，P0(Si,Sj |S)は，非摂動鎖において，S を固定したときの Siと Sj

の同時分布関数である．さらに，P0(Si,Sj |S)を次のように近似する．

P0(Si,Sj |S) = P0i(Si|S)P0j(Sj |S) (4.34)

¶Stockmayerによるこの対応は若干強引なようにも見えるが，式（4.8）の形を導くのに
ϕ の 2 次の項までしか考えていないので，3 体以上の寄与は考慮していないことになり，2
体クラスター近似と対応している．
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構成要素がつながっていることを考慮しない Flory 理論の枠内では，この
近似は妥当である．P0i(Si|S)は非摂動鎖の S を固定したときの Si の分
布関数であり，P0i(Si|S)の iに関する和は ρ(r|S) に等しい．∑

i

P0i(Si|S) = ρ(r|S) ≡ ρ(r) (4.35)

式（4.34）と（4.35）を式（4.32）に代入すると，次の表記を得る．

V (S)

kBT
=
β

2

∫
[ρ(r)]2dr (4.36)

この表記と式（4.14）の比較から，次の対応が導かれる．

β ↔ ϵ(2)(0)V 2
s /kBT = 2V −1

0 V 2
s ψ

(
1− Θ

T

)
(4.37)

したがって，Floryの結果（4.19）を二定数理論の zを用いて書くと次の
ようなる．

α5 − α3 = (33/2/2)z = 2.60z (4.38)

Flory理論の導出からも明らかなように，式（4.38）は zの大きい領域で
成り立つ式であり，z → ∞でいわゆる「5乗則」が導かれる．

lim
z→∞

α5 ∝ z (4.39)

内挿近似式

摂動展開式は zが小さい場合にしか適用できないので，実験結果との比
較を行うためには，式（4.38）のような閉じた形の内挿近似式が望ましい．
元の Flory式（4.38）（F, o）は αRと αS との区別がなく，また zの小

さい領域で摂動展開と一致しない．そこで，αR と αS の 1次摂動係数に
合うように係数 2.60をそれぞれ 4/3，134/105で置き換えた，次の変形
Flory式が提案されている．

α 5
R − α 3

R =
4

3
z (F,m) (4.40)

α 5
S − α 3

S =
134

105
z (F,m) (4.41)
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図 4.1 種々の理論による α 3
S 対 z プロット．

しかし，上にも述べたように，Flory式は zの大きな領域について導かれ
ているので，無理に 1次摂動係数を合わせると，zの大きな領域での意味
が失われてしまう．
変形 Flory式の他に，次の Fixman（F），山川–田中（YT）の式をはじ

め多くの内挿近似式が提案されている．

α 3
S = 1 + 1.914z (F) (4.42)

α 2
S = 0.541 + 0.459(1 + 6.04z)0.46 (YT) (4.43)

Flory式が 5乗則と呼ばれるのに対して Fixman式は 3乗則と呼ばれるが，
5乗則が正しいと考えられている．山川–田中式は 5乗則に近い．
現在，実際の実験データ解析に用いられているのは次のDomb–Barrett

（DB）式である．

α 2
S =

[
1 + 10z +

(
70π

9
+

10

3

)
z2 + 8π3/2z3

]2/15
×[0.933 + 0.067 exp(−0.85z − 1.39z2)] (DB) (4.44)

Domb–Barrett式は格子上の自己回避鎖について得られている次の数値結
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果と 2次摂動式を内挿したものである．

lim
z→∞

α 5
S = 2.98z

図 4.1に，以上の式を用いて計算した α 3
S 対 z プロットを示す．Flory

式を除く四つの式はいずれも正しい 1次摂動係数を与えるので，zの小さ
い領域で互いに近い値をとる．zの大きな領域では，実験値に近いといわ
れているDomb–Barrett式と Flory 式の挙動が似通っている．また，3乗
則の Fixman式の挙動は他のものと大きく異なっている．

4.1.3 高分子繰り込み群理論

二定数理論と同様，隣り合う構成要素間の結合が式（4.28）のガウスバネ
であるようなモデルに基づいている．n≫ 1のガウス鎖のように自己相似
構造を持つ系では，⟨R2⟩のような物理量は系を記述する長さのスケールの
選び方によらないこと（スケール変換普遍性）を基本仮説として，n→ ∞
の極限における物理量の n依存性を導きだしている．理論から得られる
主な結果は，次のような関係式である．

lim
n→∞

⟨R2⟩ ∝ n2ν (4.45)

指数 νは，磁性体の臨界指数を求めるのと同様の方法で評価できるが，空
間次元 dの 4次元からのずれ ϵ = 4− dによる摂動展開という私の貧弱な
数学的素養では遠く及ばない計算手法を用いる．得られる指数は近似値で
はあるものの，Flory指数の理論的補強にはなっていると思われる．
n→ ∞の極限における繰り込み群理論の結果を記述するパラメタは，そ

のままでは直観的な分子パラメタと関係付けることができない．そこで，
nの小さい領域の適当な理論結果との橋渡しをするクロスオーバー理論を
捻り出すことによって実験結果との比較を可能にしているが，木に竹を継
ぐような話なので省略する．なお，繰り込み群理論の展開から考えて，そ
れが適用できるのは，二定数理論よりさらに大きな nの領域である．
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4.1.4 準二定数理論

二定数理論は結合数 nの大きい（n−1/2 ≪ 1）ガウス鎖に基づいて導か
れているが，実際にはどの程度の分子量M の実在高分子に適用できるの
だろうか．実在高分子を適当な長さの n個の部分鎖に分け，それぞれを
式（4.28）のガウスバネに対応させるのだが，各部分鎖に含まれる実在の
結合数は，非摂動状態の両端間距離がガウス分布に従う程度に十分大き
くなくてはいけない．そのような結合数の値として，部分鎖の ⟨R2⟩0 あ
るいは ⟨S2⟩0が結合数に比例するような最小の値を選ぶことにすると，図
1.1から数百程度と見積もられる．また，nを小さ目に見積もって百程度
（n−1/2 ∼ 0.1）とすると，実在高分子鎖は少くとも数万の結合を持つ必要
がある．例として PS を考えると，M は百万程度になる．対象が屈曲性
高分子であっても，二定数理論の適用は非常にM の大きい領域に限られ
ることになる．また，非摂動鎖の挙動がガウス鎖で記述できない半屈曲性
高分子に対して二定数理論が適用できないことは明らかである．M がそ
れ程大きくない屈曲性高分子や半屈曲性高分子の分子内排除体積効果は，
以下に説明する準二定数理論で記述できる．
準二定数理論は，HW鎖の上に 2体クラスター積分が β のビーズを間

隔 aで並べたモデルに基づいている．非摂動鎖モデルをガウス鎖からHW

鎖に換えることで，二定数理論の基本仮定（i）は要らなくなるが，準二定
数理論においても仮定（ii），（iii）は依然必要である．
そのような排除体積モデルを用いて膨張因子を評価すると，膨張因子は

高分子–溶媒の種類によらず次のように定義される修正排除体積パラメタ
（scaled excluded-volume parameter）z̃ のみの関数となる．

z̃ = (3/4)K(λL)z (4.46)

LはHW鎖の全鎖長であり，K は還元鎖長 λL のみの関数である．また，
z は HW鎖のモデルパラメタを用いて再定義された排除体積パラメタで
ある．

z = (3/2π)3/2(λB)(λL)1/2 (4.47)

さらに，長さの次元を持つBは次のように定義される排除体積強度である．

B = β/a2c 3/2
∞ (4.48)



86 4章 排除体積効果

10−1−2−3

0.6

0.4

0.2

0

log z̃

lo
g

α
S

2

図 4.2 α 2
S 対 z̃ 両対数プロット: (a) a-PS ／トルエン，15.0 ◦C; (b) a-PαMS

／トルエン，25.0 ◦C; (q) a-PMMA／アセトン，25.0 ◦C; (r) i-PMMA／アセ
トン，25.0 ◦C．

屈曲性高分子といっても局所的にはそれほど屈曲性に富んでいるわけで
はないので，長さが短くなってくると，構成要素間が重なり合う確率がガ
ウス鎖から予想されるより小さくなるので，二定数理論では排除体積効果
を過大に評価することになる．K(λL)はそのような効果を考慮するため
のクロスオーバー関数であり，次のように与えられる．

K(L) =
4

3
− 2.711

L1/2
+

7

6L
for L > 6

=
1

L1/2
exp

(
−6.611

L
+ 0.9198 + 0.03516L

)
for L ≤ 6

(4.49)

λL→ ∞（ガウス鎖極限）では K → 4/3，すなわち z̃ → z となり，TP
理論に一致する．一方，λL→ 0（棒極限）ではK → 0，すなわち z̃ → 0

となり分子内排除体積効果はなくなる．このように，K は分子内排除体
積効果に対する鎖の固さの影響を表す関数である．各膨張因子の関数形と
しては，二定数理論の枠内で導かれた結果において z を z̃ で置き換えた
ものを用いればよい．
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図 4.2に代表的な屈曲性高分子の良溶媒中における α 2
S 対 z̃ 両対数プ

ロットを示す．実線はDomb–Barrett式（4.44）において zを z̃とした理
論値である．高分子–溶媒の種類によらず α 2

S が z̃のみの関数であること
が分かる．

4.2 第 2ビリアル係数

滲透圧 πを質量濃度 c用いて次のように展開する．

π = RT

(
1

M
c+A2 c

2 +A3 c
3 + · · ·

)
(4.50)

A2，A3 はそれぞれ第 2，第 3ビリアル係数である．Flory–Hugginsの格
子理論から導かれた混合自由エネルギー∆Gの表記（4.9）を用いて πを
書くと次のようになる

π = −∆µ0

V 0
0

= −RT
V 0
0

[
ln(1− ϕ) + (1− x−1)ϕ+ χϕ2

]
(4.51)

V 0
0 は純溶媒のモル体積であり，ϕはこれまで同様溶質高分子の体積分率
である．ϕ = vcであり，v = xV 0

0 /M であることを用いて，式（4.51）右
辺を cで展開して式（4.50）と比較すると，A2 は次のように書ける．

A2 =
v2

V 0
0

(1
2
− χ

)
(4.52)

このように導かれた A2 はM に依らない一定の値となり，実験結果を説
明できない．これは，Flory–Huggins理論で用いられている，高分子の構
成要素が一様に分布するという平均場近似が，構成要素が存在する領域と
そうでない領域の不均一性が顕著になる稀薄溶液では成り立たないことを
考えれば当然のことである．
そのような不均一性の影響は Flory自身によって考察されており，高分

子の重心を中心とする球の内部に構成要素が一様に分布したモデルに基づ
いて，M の増加に伴って良溶媒中のA2が減少することが示されたが，実
験結果の定量的な説明には至らなかった 7．ほぼ同じ時期，Zimmは，多
成分系に関するMcMillan–Mayer理論を基にして，構成要素がつながって
いることを考慮した摂動理論を提出した 8．ここでは，その Zimm理論と
それに続く理論を紹介するが，それに先立ち A2 の一般的表記を与える．
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4.2.1 基礎理論

A2 はMcMillan–Mayerの表記法を用いて次のように書かれる 2．

A2 =
NA

2VM2

∫
F1(1)F1(2)

{
1− exp

[
−W12(1, 2)

kBT

]}
d(1, 2) (4.53)

V は溶液の体積であり，F1(α)は高分子鎖 α（α = 1, 2）の 1体分布関数
を表す．F1(α)の変数である数字 αは高分子鎖 αの全座標を象徴的に表
す．n + 1個の構成要素からなる 2本のガウス鎖 1，2の場合を例に具体
的に書けば，(α) = {rn+1α} = (r0α , r1α , · · · , rnα)（α = 1, 2）である．そ
れに対応して，体積素 d(1, 2)は二つの高分子の全座標空間の体積素を表
し，d(1, 2) = d(1) d(2)，d(α) = dr0α dr1α · · · drnα である．なお，F1(α)

は次の規格化条件を満たす．
1

V

∫
F1(α) d(α) = 1 (4.54)

また，W12(1, 2)は高分子 1，2間の全分子間排除体積ポテンシャルを表し，
式（4.23）で与えられるガウス鎖の分子内排除体積ポテンシャルの場合と
同様に，構成要素間に働く 2体ポテンシャル wの重ね合わせで与えられ
ると仮定すると，次のように書かれる．

W12(1, 2) =

n∑
i1=0

n∑
i2=0

w(Ri1i2) (4.55)

ここで，Ri1i2 = ri2 − ri1 である．

4.2.2 二定数理論

式（4.53）の規格化条件を満たす 1体分布関数 F1(1)と式（4.22）で与
えられる分布関数 P ({rn+1})の間には次の関係が成り立つ．

V −1F1(1) = P ({rn+1})

したがって，式（4.53）のA2は分子間および分子内の 2体ポテンシャルw

に付随するMayer f -関数を用いて展開でき，2体クラスター近似（4.26），
ガウス結合近似（4.28）を用いて n≫ 1の条件下で計算を行うと，膨張因
子の場合と同様，A2 は zを用いて書き表すことができる．
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摂動理論

A2 は次のように書くことができる．

A2 =
NAN

2β

2M2
h(z) (4.56)

ここで，h(z)は z のみの関数であり，分子内ならびに分子間排除体積を
全て考慮した摂動展開は次のように与えられる．

h(z) = 1− 2.865 z + 14.278 z2 − · · · (4.57)

一方，分子間排除体積のみを考慮した場合，h(z)の摂動展開は次のように
なる．

h(z) = 1− 2.865 z + 9.202 z2 − · · · (4.58)

分子間排除体積のみを考慮した式（4.58）は，そのままでは余り意味を持
たないが，以下のような分子内排除体積の近似的取扱いと組み合わせるこ
とで実用的な意味を持つ．
分子内排除体積のある 1本のガウス鎖の F1(1)を，有効結合長 l = lαS

の非摂動ガウス鎖のもので近似する．

F1(1) ≃
n∏

i1=1

τ(li1) (4.59)

このとき，A2の摂動展開は式（4.56），（4.58）の z を次のように定義され
る zで置き換えたものになる（附録 4.B）．

z = z/α 3
S (4.60)

式（4.30）で与えられる α 2
S の摂動展開を式（4.58），（4.60）に代入する

と，h(z)は次のようになる．

h(z) = 1− 2.865 z + 14.686 z2 − · · ·

z2の係数の値は式（4.57）のものとほぼ一致するので，式（4.59）の近似
は悪くはないと考えられる．
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A2 は次のように表記されることが多い．

A2 = 4π3/2NA
⟨S2⟩3/2

M2
Ψ (4.61)

ここで定義されたΨは貫入関数（interpenetration function）と呼ばれる．
式（4.56），（4.58），（4.60）から Ψは次のように書ける．

Ψ = z h(z) (4.62)

h(z)に掛かる z は，Ψに掛かる因子を式（4.61）のように整理した際に
現れたもので，分子内排除体積の取扱いが近似的かどうかによって現れた
ものではない．したがって，分子内排除体積を明示的に考慮して評価した
h(z)を用いる場合，Ψは式（4.62）ではなく次のように書かれる．

Ψ = z h(z)

2体クラスター近似に基づく二定数理論では，β = 0のときに分子間お
よび分子内排除体積は同時になくなり，全ての膨張因子は 1，A2 は 0と
なる．

内挿近似式

A2 に関しても，z の大きな領域にも適用できる閉じた形の内挿近似式
が提案されている．歴史的には，高分子間の相互作用ポテンシャルをガウ
ス関数で近似し（Flory–Krigbaum potential9），得られた h(z) を数値的
に内挿した（Orofino–Flory10）FKO式，近似的に摂動展開の総和をとっ
た倉田–山川（KY）式 11,12 などがある．

Ψ = [ln(1 + 2.30 z)]/2.30 (FKO) (4.63)

Ψ = [1− (1 + 3.903 z)−0.4683]/1.828 (KY) (4.64)

最近の実験データ解析には次のBarrett（B）式 13が用いられることが多い．

Ψ = z (1 + 14.3 z + 57.3 z2)−0.2 (B) (4.65)
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図 4.3 組み合わせ (1)～(3)の Ψ対 α 3
S プロット．

Barrett式は，αS に対するDomb–Barrett内挿近似式に準じ，格子上の自
己回避鎖について得られている limz→∞ h(z) = const. z−0.4の数値結果と
h(z)の 1次摂動式を内挿したものである．したがって，分子内排除体積
を明示的に考慮した結果である．
二定数理論では αS もΨも zのみの関数となるので，Ψ対 αS プロット

は高分子–溶媒の組み合わせによらない普遍関数に従うことになる．実際
には Ψ対 α 3

S プロットで実験と理論の比較が行われてきた．理論値を計
算するには，同じ仮定に基づく αS とΨの理論を組み合わせる必要がある
が，ここでは以下の三つの組み合わせを考える．

(1) Ψ (FKO) — αS (F,o)

(2) Ψ (KY) — αS (YT)

(3) Ψ (B) — αS (DB)

図 4.3にこれら三つの理論結果を示す．
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図 4.4 Θ 状態における A2: (a) a-PS ／シクロヘキサン，34.5 ◦C (Θ); (b) a-

PαMS／シクロヘキサン，30.5 ◦C (Θ); (q) a-PMMA／アセトニトリル，44.0 ◦C

(Θ)．

4.2.3 高分子の末端の影響と固さおよび局所形態の影響

上にも述べたように，二定数理論からは排除体積がなくなる Θ状態に
おいてM によらず A2 = 0であることが予想される．しかし，図 4.4か
ら分かるように，典型的な屈曲性高分子においても，Mw ≲ 104の領域で
は A2 ̸= 0である．これは，高分子の末端の影響によるものと考えられて
いる 14．一般に，高分子の重合開始末端基や重合停止末端基は繰り返し単
位とは化学構造が異なるので，両末端部間および末端部と中央部の構成要
素との間の相互作用は中心部の構成要素間とは異なる．また，末端基と繰
り返し単位の化学構造が同じであっても，末端部は片隣にしか構成要素が
結合していないため，他の構成要素を排除する有効体積が中央部の構成要
素に比べて大きく，中心部の構成要素間の相互作用とは異なる．中心部の
構成要素間の相互作用が見掛け上なくなる Θ状態においても，両末端部
間および末端部と中央部の構成要素との間の相互作用は残り，M が小さ
くなるとその影響が顕著になる．末端の影響はM−1に比例して小さくな
るので，通常M ≳ 104 では無視することができる．なお，このような末
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図 4.5 a-PαMSのΨ対 α 3
S プロット: (a) トルエン，25.0 ◦C; (l) 4-tert-ブチル

トルエン，25.0 ◦C; (k) n-塩化ブチル，25.0 ◦C; (e) シクロヘキサン，55.0 ◦C;

(c) シクロヘキサン，45.0 ◦C; (f) シクロヘキサン，35.0 ◦C．

端の影響は ⟨S2⟩の場合には問題にならない．節 3.1.4でも述べたように，
M が小さくなると 1本の高分子の末端部同士が重なり合う確率が小さく
なるからである．
末端の影響の寄与を取り除いた A2を評価できれば，それから評価され

るΨは αS の普遍関数となるはずであるが，実際の実験結果はそうはなっ
ていない．例として，図 4.5に種々の溶媒中における a-PαMSのΨ対 α 3

S

プロットを示す．Ψと α 3
S の関係が溶媒に依存することは一目瞭然であ

る．すなわち，通常のM の領域では，Ψに対して二定数理論も準二定数
理論も成り立たない．これは，高分子の固さと局所形態の影響によるもの
で，二定数理論がM → ∞における極限則であることが示されている 14．
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4.3 第 3ビリアル係数と非摂動状態の再考察

式（4.53）に対応して A3 は次のように書かれる 2．

A3 = − N 2
A

3VM3

∫
g2(1, 2) g2(2, 3) g2(3, 1)

F1(1)F1(2)F1(3)
d(1, 2, 3)

− N 2
A

VM3

∫
g2(1, 2) g2(1, 3)

F1(1)
d(1, 2, 3) + 4A 2

2 M (4.66)

ここで，g2(1, 2)は次のように定義される関数である．

g2(1, 2) = −F1(1)F1(2)

{
1− exp

[
−W12(1, 2)

kBT

]}
(4.67)

なお，式（4.66）の表記を導く際に，3体平均力ポテンシャルに対する重
ね合わせ近似が用いられている．膨張因子，A2の場合と同様，Mayer f -

関数を用いて摂動展開を行うと，A3を評価するためには，2体クラスター
積分のみならず次のように定義される 3体クラスター積分 β3を考慮する
必要性が顕在化する．

β3 = −
∫ ′

χi1i2 χi2i3 χi3i1 dRi1i2 dRi2i3 dRi3i1 (4.68)

ただし，
∫ ′ · · ·は dRi1i2 + dRi2i3 + dRi3i1 = 0の条件下で積分を行うこ

とを意味する．
実をいうと，この β3は，膨張因子，A2の摂動展開にも現れるのだが，2

体クラスター近似の下で全て無視したものである．例えば，式（4.25）に
おいて，式（4.68）のようなクラスターは除外されている．もし，そのよ
うに β3が無視できるのなら，αS = 1，A2 = 0のΘ状態において A3 = 0

でなければならない．しかし，図 4.6に示すように，自然はそう都合よく
はできていないようである．それでは，Θ状態を β = 0に対応させたこれ
までの解釈はどうなるのであろうか．その疑問に対する答もすでに 1966

年に準備されている 16．
β3を考慮して膨張因子とA2の摂動展開を行うと，一次摂動項への寄与

は次式で定義される有効 2体クラスター積分 β′ に繰り込める部分とそれ
以外の残余の部分に分けることができる．

β′ = β + const.β3 (4.69)
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図 4.6 Θ状態における A3: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 ◦C (Θ); (G) a-PS

／シクロヘキサン，34.5 ◦C (Θ)（中村ら 15）; (b) a-PαMS／シクロヘキサン，
30.5 ◦C (Θ); (q) a-PMMA／アセトニトリル，44.0 ◦C (Θ)．

さらに，残余の部分は nが大きくなると無視できる．したがって，β = 0

ではなく β′ = 0が Θ状態に対応すると解釈し直せば，nの大きな領域に
おける二定数理論の枠組みは保持される．一般に β = 0のとき β3 > 0で
ある．したがって，β = 0となるだけでは β3 の斥力が残るので非摂動状
態は実現されない．正値の β3 を打ち消すように，β が適当な負値をとっ
たときに，β3 の斥力と β の引力が丁度釣り合って非摂動状態が実現され
る．その釣り合いを n→ ∞の極限で評価したのが式（4.69）である．こ
のような解釈は，高分子繰り込み群理論の 3重臨界点の解釈と本質的に同
等である 4．
nが小さくなると，二つの構成要素が重なり合う確率より三つの構成要

素が重なり合う確率の方が早く小さくなるので，β の引力が β3 の斥力に
勝るようになる．その結果，⟨S2⟩は小さく，A2は負になると予想される
が，⟨S2⟩についてはその程度が小さいため実験的な検出は不可能であると
考えられており 4，実際にもそのような兆候は報告されていない．一方，
A2に関しては，M の大きな領域で A2 = 0となる温度において，M を小
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さくするとA2が小さな負値となることが報告されているが，β3の影響と
考えられる．図 4.4において，Mw ∼ 105 辺りで A2 が幾分負になってい
るのがそうである．

4.A 広がりの摂動計算

式（4.28）のガウス結合を用いると，Rij の分布関数 P (Rij)は次のよう
に書かれる．

P (Rij) = Z−1

∫ [ n∏
k=1

τ(lk)

]
exp(−W/kBT ) d{ln}/dRij (4.A.1)

ただし，Z は次のように与えられる．

Z =

∫ [ n∏
j=1

τ(lj)

]
exp(−W/kBT ) d{ln} (4.A.2)

また，Rij，Rkl，· · ·，Ruvに関する非摂動同時分布関数 P0(Rij ,Rkl, · · · ,
Ruv) は次のように与えられる．

P0(Rij ,Rkl, · · · ,Ruv) =

∫ [ n∏
j=1

τ(lj)

]
d{lN}/dRij dRkl · · · dRuv

(4.A.3)

式（4.A.1）にMayer f -関数を用いた摂動展開（4.25）を代入し，式（4.A.3）
を用いると，P (Rij)に対する次の摂動展開を得る．

P (Rij) = Z−1

[
P0(Rij) +

∑∫
χkl P0(Rij ,Rkl) dRkl

+
∑∑∫

χkl χpq P0(Rij ,Rkl,Rpq) dRkl dRpq + · · ·
]

(4.A.4)

2体クラスター近似（4.26）を用いると，式（4.A.4）は次のようになる．

P (Rij) = Z−1

[
P0(Rij)− β

∑
P0(Rij ,0kl)

+β2
∑∑

P0(Rij ,0kl,0pq) + · · ·
]

(4.A.5)
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Z は次のように与えられる．

Z = 1− β
∑

P0(0kl) + β2
∑∑

P0(0kl,0pq) + · · · (4.A.6)

ここで，0kl, 0pq, · · ·はそれぞれRkl = 0, Rpq = 0, · · ·を表す．Z−1 の
β 展開を式（4.A.5）に代入すると，P (Rij)は次のように書ける．

P (Rij) = P0(Rij) + β
∑
k<l

Q0(Rij ,0kl)

−β2
∑
k<l

∑
p<q

k<p

Q0(Rij ,0kl,0pq) + · · · (4.A.7)

Q0(Rij ,0kl)，Q0(Rij ,0kl,0pq)はそれぞれ次のように与えられる．

Q0(Rij ,0kl) = P0(Rij)P0(0kl)− P0(Rij ,0kl)

Q0(Rij ,0kl,0pq) = P0(Rij)P0(0kl,0pq)− P0(Rij ,0kl,0pq)

+P0(Rij ,0kl)P0(0pq) + P0(Rij ,0pq)P0(0kl)

−2P0(Rij)P0(0kl)P0(0pq) (4.A.8)

式（4.A.7）において i = 0，j = N と置くと P (R)となり，それを用いて
⟨R2⟩を評価することができる．また，P (Rij)を用いて ⟨R 2

ij ⟩が，さらに
それを用いて ⟨S2⟩が評価できる．
式（4.A.8）に現れる非摂動同時分布関数 P0 の表記を以下のよう導く

（Wang–Uhlenbeckの定理）．式（4.28）で与えられるガウス結合の線形結
合Φp （p = 1, · · · , s）を考える．

Φp =
n∑
j=1

ψpjlj (4.A.9)

Φ1, · · · ,Φsの同時分布関数 P0(Φ1, · · · ,Φs)は形式的に次のように書くこ
とができる．

P (Φ1, · · · ,Φs) =

∫ [ s∏
p=1

δ

(
Φp −

n∑
j=1

ψpjlj

)][ n∏
k=1

τ(lk) dlk

]
(4.A.10)
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P0(Φ1, · · · ,Φs)の Fourier変換 I0(k1, · · · ,ks)を考える．

I0(k1, · · · ,ks) =
∫
P0(Φ1, · · · ,Φs)

[ s∏
p=1

eikp·Φp dΦp

]
(4.A.11)

式（4.A.11）に式（4.A.10）を代入して {Φs}について積分すると次式を
得る．

I0(k1, · · · ,ks) =
∫ {

exp

[
ikp ·

( n∑
j=1

ψpjlj

)]}[ n∏
k=1

τ(lk) dlk

]

=

(
3

2πl2

)3n/2 n∏
j=1

∫
exp

[
− 3

2l2
lj · lj

+i

( s∑
p=1

ψpjkp

)
· lj
]
dlj

(4.A.12)

さらに，{ln}について積分を行うと，I0(k1, · · · ,ks)は次のように書かれる．

I0(k1, · · · ,ks) = exp

(
− l

2

6

s∑
p=1

s∑
q=1

Cpqkp · kq
)

(4.A.13)

ここで，Cpqは次のように定義される s×sの対称行列Cの pq要素である．

Cpq =

n∑
j=1

ψpjψqj (4.A.14)

式（4.A.13）の Fourier逆変換を求めると，次の結果を得る ∥．

P0(Φ1, · · · ,Φs) =

(
3

2πl2

)3s/2

C−3/2 exp

(
− 3

2l2C

s∑
p=1

s∑
q=1

CpqΦp ·Φq

)
(4.A.15)

Cpq は Cpq の余因子であり，C はCの行列式である．式（4.A.15）の結
果において，Φ1 = R，Φ2 = Rij，Φ3 = Rkl，· · ·のように置き換えを行
うと，P (R)の計算に必要な P0(R,Rij ,Rkl, · · ·)が得られ，その P (R)を
用いて ⟨R2⟩の摂動展開が得られる．

∥式（4.A.13）右辺の 2 重和が正値 2 次形式であると仮定して，対角化して積分を行う．
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k l

Single contact

p q

k l

Type 1

p l

k q
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Double contact

l p

k q

Type 3

図 4.7 ⟨R2⟩の 2次摂動計算に必要なクラスター図形．

⟨R2⟩の 2次摂動計算に必要な行列Cの対角要素 C11，C22，C33はそれ
ぞれ鎖全体と部分鎖 i→ j，k → lに含まれるガウス結合の数を表し，ま
た例えば非対角要素 C23は二つの部分鎖 i→ j，k → lの共通部分に含ま
れるガウス結合の数を表す．したがって，行列Cは次のように書かれる．

C =


n l − k q − p · · ·

l − k l − k D1 · · ·
q − p D1 q − p · · ·
...

...
...

. . .

 (4.A.16)

ただし，D1 は二つの部分鎖の相対位置によって表記が変わるが，図 4.7

に示したクラスター図形を用いて考えると分かり易い．

D1 = q − p (type 1)

= l − p (type 2)

= 0 (type 3) (4.A.17)

以上のように導かれた P0(R,Rij)，P0(R,Rij ,Rkl)を用いて α 2
R を計

算すると，次のようになる．

α 2
R = 1 + C1z − C2z

2 + · · · (4.A.18)
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展開係数 C1，C2 はそれぞれ次のように与えられる．

C1 = n−3/2
∑
k<l

(l − k)−1/2 (4.A.19)

C2 = n−2
∑
k<l

∑
p<q

k<p

{
(l − k)(q − p)[2D1 − (l − k)− (q − p)]

[(l − k)(q − p)−D 2
1 ]5/2

+(l − k)−1/2(q − p)−3/2 + (l − k)−3/2(q − p)−1/2

}
(4.A.20)

式（4.A.19），（4.A.20）に含まれる和を積分で置き換え，O(n−1/2)以下の
項を無視すると，C1，C2 は次のようになる．

C1 =
4

3

C2 =
16

3
− 28

27
π

同様に，α 2
S について計算を行えば式（4.30）の結果を得る．

4.B 第 2ビリアル係数の摂動計算

式（4.53）において分子間排除体積ポテンシャルの部分を摂動展開すると
A2 は次のように書ける．

A2 = − NA

2VM2

∫
F1(1)F1(2)

×
(∑
i1,i2

χi1i2 +
∑
i1,i2

∑
j1,j2

χi1i2 χj1j2 + · · ·
)
d(1, 2) (4.B.1)

ここでは，簡単のために分子内相互作用を近似的に取り入れた式（4.59）
を用いた計算を示す．式（4.B.1）は次のようになる．

A2 =
NAn

2β

2M2

[
1− βn−2

∑
P (0j1j2)i1i2

+β2n−2
∑

P (0j1j2 ,0k1k2)i1i2 − · · ·
]

(4.B.2)
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j2
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(x2)

(x1)

(y2)

(y1)

C2-1

k1

j1

i1

k2

i2
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(x2)

(x1)

(y2)

(y1)
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図 4.8 A2 の 2次摂動計算に必要なクラスター図形．

ここで，P (· · ·)i1i2 は 2 本のガウス鎖 1，2 のそれぞれ i1 番目と i2 番目
の構成要素が重なったとき，さらに s 組の構成要素が重なる確率を表
す（図 4.8参照）．前節で説明したWang–Uhlenbeckの定理を用いると，
P (0j1j2 ,0k1k2 , · · ·)i1i2 は次のように評価される．

P (0j1j2 , · · · , 0t1t2)i1i2 = (3/2πa2)3s/2C −3/2
s (4.B.3)

ここで，a = aαS であり，Cs は s× s対称行列の行列式である．
式（4.B.3）を式（4.B.2）に代入すると，A2 は次のように書かれる．

A2 = (NAn
2β/2M2)h(z) (4.B.4)

h(z) = 1− zn−5/2
∑

C
−3/2

1 + z2n−3
∑

C
−3/2

2 − · · · (4.B.5)

z = z/α 3
S (4.B.6)

高分子 1の構成要素で高分子 2の構成要素と重なるものを i1 < j1 < k1 <

· · · とする．それらの構成要素と重なり合う高分子 2の構成要素番号の序
列によって，重なり合う構成要素が 2個の場合には 2! = 2種類の，3個の
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場合には 3! = 6種類のクラスター図形が現れる．1次摂動の場合は図 4.8

の C1−1 と同等の寄与をするものが一つ，2次摂動の場合は C2−1 と同等
の寄与をするものが一つ，C2−2と同等の寄与をするものが三つあるので，
2次摂動理論を考える際には図 4.8の 3種類のクラスター図形を考え，そ
れぞれの寄与を定数倍すればよい．したがって, 式（4.B.5）右辺の和は次
のように書ける．∑

C
−3/2

1 = 2
∑
i1≤j1

∑
i2≤j2

C
−3/2

1−1 ,

∑
C

−3/2
2 = 2

∑
i1≤j1≤k1

∑
i2≤j2≤k2

C
−3/2

2−1

+4
∑

i1≤j1≤k1

∑
j2≤i2≤k2

C
−3/2

2−3 (4.B.7)

ここで，C1−1，C2−1，C2−2 はそれぞれ次ように定義される．

C1−1 = x1 + y1

C2−1 =

∣∣∣∣ x1 + y1 x1 + y1

x1 + y1 x1 + x2 + y1 + y2

∣∣∣∣
C2−3 =

∣∣∣∣ x1 + y1 x1

x1 x1 + x2 + y2

∣∣∣∣ (4.B.8)

式（4.B.8）中，xi，yiはそれぞれガウス鎖 1，2において，重なる構成要
素の間に含まれるガウス結合の数である（図 4.8参照）．
前節同様，式（4.B.7）に含まれる和を積分で置き換え，O(n−1/2)以下

の項を無視すると，次の結果を得る．

h(z) = 1− 2.865z + 9.202z2 − · · · (4.B.9)
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5章 定常輸送係数

定常剪断流下の液体中では，速度の異なる（薄）層の間に摩擦力が働き，
その摩擦力と速度勾配の関係から粘性係数 ηが定義される．また，溶液の
濃度に差がある場合は溶質分子の移動 — 拡散が起こり，拡散係数 D が
定義される．これらは，それぞれ運動量，溶質分子が移動する現象であ
り，総称して輸送現象（transport phenomena）と呼ばれる．また，液体
の巨視的性質を特徴付ける係数 η，Dは（定常）輸送係数［（steady-state）
transport coefficient］と呼ばれる．
この章では，高分子稀薄溶液の ηと，稀薄溶液中における溶質高分子の

Dについて考える．稀薄溶液の ηで問題となるのは，式（2.86）のように
表現される固有粘度 [η]である．それに基づいて [η]を計算するには，定
常剪断流中にある高分子鎖の構成要素が溶媒（粘性流体）に及ぼす摩擦力
を評価する必要がある．それには，稀薄溶液中の高分子鎖がどのように運
動しているかを知らなければならない．溶液中の高分子は，溶媒分子との
衝突により不規則な熱運動—Brown運動をする．そのような高分子鎖の
分布関数の時間発展は拡散方程式によって記述されるが，それについては
次章で考える．ここでは，Kirkwood–Riseman1,2に従い，高分子鎖が「或
る運動」をしていると仮定して摩擦力を求め，それを用いて [η]とDを評
価する．
式（2.86）では，高分子の構成要素の表面に摩擦力が分布していると考

えた．[η]，Dは，0章で述べたように，それぞれ有効流体力学的体積，有
効流体力学的半径と結び付けられ，分子量が大きい場合，高分子鎖全体の
広がりに支配されるので，構成要素の詳細は問題とならない．その場合，
構成要素が溶媒に及ぼす全摩擦力のみを考えれば十分であり，式（2.86）
右辺第 2項は無視してよい．したがって，並進摩擦のみを持つ仮想的な抵
抗点—ビーズによって鎖が構成されるビーズ模型（bead model），あるい
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は円筒の中心線上に摩擦力が連続分布する円筒模型（cylinder model）を
用いて [η]，Dを評価できる．分子量が小さくなると，構成要素の詳細の
影響が無視できなくなる．特に [η]の場合，有効流体力学的体積への構成
要素の体積の寄与が重要になる．

5.1 ビーズ模型

5.1.1 基礎式

n+ 1のビーズを n本の結合で順次つないだモデルを考える．ビーズの
並進摩擦係数を ζ とする．外部直角座標系における i番目のビーズの座標
を ri = (xi, yi, zi)，またその移動速度を uiとする．位置 riにおける溶媒
の流れを vi とすると，それに対するビーズの相対速度は ui − vi である
から，ビーズが溶媒に及ぼす摩擦力 Fi は次のように書かれる．

Fi = ζ(ui − vi) (5.1)

viは，高分子が存在しない場合の溶媒流 v0
i そのものではなく，他のビー

ズが溶媒に及ぼす摩擦力 Fj（j ̸= i）によって位置 riに生じる摂動流も含
み，次のように書かれる．

vi = v0
i +

n∑
j=0
̸=i

T(Rji) · Fj (5.2)

ここで，T(Rji)は，位置 rj に働く摩擦力 Fj によって位置 ri に生じる
摂動流を与える，Oseenの流体力学的相互作用テンソル（hydrodynamic

interaction tensor）であり，Rji = ri − rj のみに依存し，次のように定
義される（附録 5.A）．

T(R) =
1

8πη0R

(
I+

RR

R2

)
(5.3)

ただし，η0は純溶媒の粘性係数であり，R = |R|である．式（5.1）—（5.3）
が Kirkwood–Risemanの基礎式である．高分子を構成する繰返し単位と
同程度の大きさを持つ溶媒分子を連続粘性流体で置き換え，それを介して
働く流体力学的相互作用の考慮が不可欠であることを最初に指摘した．
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式（5.2）を式（5.1）に代入すると，Fiに対する次のような連立方程式
が得られる．

Fi = ζ(ui − v0
i )− ζ

n∑
j=0
̸=i

Tij · Fj (i = 0, 1, · · · , n) (5.4)

簡単のため，T(Rji) = Tij と書いた．対象となる問題に応じて ui と v0
i

が与えられれば，連立方程式（5.4）を解くことにより Fiを得ることがで
きる．
Tij はRjiに依存するので，このままでは，あらゆる高分子鎖の形態に

ついて Fiを求め，それを用いて [η]あるいはD を評価し，さらに形態に
ついての平衡平均を行うことになる．そのような手順は，Monte Carlo法
を用いた計算機シミュレーションでは可能だが，解析的な理論展開では不
可能である．そこで，Tij の代りにその平衡平均 ⟨Tij⟩ を用いる，Oseen

テンソルに対する前平均近似（preaveraging approximation）が用いられ
る．⟨Tij⟩は次のように書くことができる．

⟨Tij⟩ = (6πη0)
−1⟨R −1

ij ⟩I (5.5)

その場合，連立方程式（5.4）は次のようになる．

Fi = ζ(ui − v0
i )−

ζ

6πη0

∑
j=0
̸=i

⟨R −1
ij ⟩Fj (5.6)

後から述べるように，この前平均近似が色々と問題を引き起こすが，解析
的に研究を進める場合，今のところ避けては通れない．

5.1.2 固有粘度

固有粘度では，剪断流（2.69）の中に置かれた 1本の高分子鎖が問題と
なる．その場合，v0

i は次のように書かれる．

v0
i = g · ri = gexey · ri (5.7)

式（5.7）に現れたテンソル gを，図 5.1に示すように，対称部分（変
形）fと非対称部分（回転）Ωに分解する．

g = f +Ω (5.8)
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x

y

Ω⋅r

f⋅r

図 5.1 剪断流場．青い流線は一様回転流を，赤い流線は変形流を表し，二つの流
れが重ね合わさって剪断流となる．

f，Ωはそれぞれ次のように定義される．

f = 1
2 (g + gT ) =

 0 1
2g 0

1
2g 0 0

0 0 0



Ω = 1
2 (g − gT ) =

 0 1
2g 0

−1
2g 0 0

0 0 0

 (5.9)

非対称部分Ωによる流れΩ · ri は次のように書き換えることができる．

Ω · ri = ω × ri (5.10)

ここで，ωは ω = (0, 0,− 1
2g)で与えられるベクトルであり，Ω · riで表さ

れる流れが，z軸の回りを角速度−1
2gで回る一様回転であることが分かる．

Kirkwood–Risemanは，高分子の重心が溶媒に乗って流れると同時に，こ
の一様回転に乗って重心回りに回転すると仮定した．この仮定の下で，重
心を原点とする座標系における ui は次のように書ける．

ui = Ω · Si =
1

2
g(exey − eyex) · Si (5.11)

したがって，ui − v0
i は次のように与えられる．

ui − v0
i =

1

2
g(exey + eyex) · Si (5.12)
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こともなげに，かなり大胆な仮定がされている．
右辺第 2項を無視した式（2.86）を式（2.77）に代入すると，[η]は次の

ように書かれる．

[η] = − NA
Mη0g

n∑
i=0

⟨FixSiy⟩ (5.13)

式（5.12）を式（5.6）に代入したものに Sk を掛け，その xy成分を取り
出し，さらにその平衡平均を取ると，⟨FixSky⟩に対する次の連立方程式が
得られる．

⟨FixSky⟩ = −1
2ζg⟨SiySky⟩ −

ζ

6πη0

∑
j

⟨R −1
ij ⟩⟨FjxSky⟩ (5.14)

次のように定義される ϕik を用いて，以上の結果を書き直す．

ϕik = − 18

nl2ζg
⟨FixSky⟩ (5.15)

この ϕik を用いると，式（5.13）は次のように書き換えられる．

[η] =
NAζn

2l2

36η0M
F (5.16)

ここで，F は次のように定義される．

F = 2n−1
n∑
i=0

ϕii (5.17)

また，式（5.14）は次のように書き換えられる．

ϕik =
9

nl2
⟨SiySky⟩ −

ζ

6πη0

∑
j

⟨R −1
ij ⟩ϕjk (5.18)

適当な高分子モデルに基づいて ⟨SixSky⟩と ⟨R −1
ij ⟩を評価し，連立方程

式（5.18）を解くことができれば，得られた解 ϕiiを式（5.16），（5.17）に
代入して [η]を評価することができる．
以下では，排除体積のない非摂動ガウス鎖の場合に話を限って，具体的

に計算を進める．⟨SixSky⟩と ⟨R −1
ij ⟩はそれぞれ次のように与えられる．

⟨SiySjy⟩ =
1

3
⟨Si · Sj⟩0 =

1

6
(⟨S 2

i ⟩0 + ⟨S 2
j ⟩0 − ⟨R 2

ij ⟩0)

=
1

9
nl2
[
1− 3

2n
(i+ j + |i− j|) + 3

2n2
(i2 + j2)

]
(5.19)
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⟨R −1
ij ⟩0 = 61/2/π1/2l|i− j|1/2 (5.20)

x = 2i/n− 1，y = 2k/n− 1の変数変換を行い，nが十分大きいとして，
x，yを連続変数と見なし，和を積分で置き換えると，式（5.17）—（5.19）
はそれぞれ次のようになる．

F =

∫ 1

−1

ϕ(x, x)dx (5.21)

ϕ(x, y) = f(x, y)− h

∫ 1

−1

ϕ(t, y)

|x− t|1/2
dt (5.22)

f(x, y) = 1
8 [3(x

2 + y2)− 6|x− y|+ 2] (5.23)

ただし，ϕik = ϕ(x, y)である．式（5.22）に含まれる無次元パラメタ hは
次のように定義される．

h =
ζn1/2

(12π3)1/2η0l
∝ nζ

6πη0⟨R2⟩1/20

(5.24)

hは，高分子鎖の全摩擦係数nζと高分子鎖の広がり程度の半径を持つStokes

球の摩擦係数 6πη0⟨R2⟩1/20 の比を表し，高分子鎖の存在領域を溶媒が流
れるときの流れ易さを表すと考えられるので，素抜けパラメタ（draining

parameter）と呼ばれている．h = 0の場合を素抜け（free draining），h→ ∞
の極限を非素抜け（nondraining）という．素抜けは流体力学的相互作用
を無視することに対応している．
h = 0のとき，F = 1となり，式（5.20）より [η]は次のようになる．

[η] =
NAζn

2l2

36η0M
=
NAnζ

6η0M
⟨S2⟩0 (h = 0) (5.25)

したがって，[η] ∝ n ∝ M である．一般に，[η]を次のように表すと，実
験結果と比較する上で便利である．

[η] = Φ0(h)
⟨R2⟩ 3/2

0

M
= 63/2Φ0(h)

⟨S2⟩ 3/2
0

M
(5.26)

ここで，Φ0(h)は次のように定義される．

Φ0(h) =
1

2

(
π

3

)3/2

NA

[
hF (h)

]
(5.27)
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h = 0 のとき，上に述べたように F (0) = 1 であるから，Φ0(0) ∝ h ∝
n1/2 ∝ M1/2 となり，Φ0(0) はM に依存する．一方，h → ∞の極限に
おいて，Φ0(h)は次の極限値 Φ0(∞)に収束することがAuer–Gardner3に
よって示されている ∗．

Φ0(∞) ≡ Φ0 = 2.862× 1023 mol−1 (5.28)

したがって，h → ∞ の極限において [η] ∝ n1/2 ∝ M1/2 である．積
分方程式（5.22）を数値的に解いて調べた結果から，h ≳ 100 の領域で
Φ0(h) ≃ Φ0(∞)となることが知られている．
屈曲性高分子に関する [η]の実験結果はHouwink–Mark–桜田（HMS）式

[η] ∝Mαの形に整理される．分子量の十分大きい非摂動屈曲性高分子に対
する実験結果は α = 0.5であり，Φ0に対する実験結果も 2.5× 1023 mol−1

程度となっている．したがって，そのような高分子－溶媒系は非素抜け極
限（h≫ 1）の非摂動ガウス鎖で記述できることが結論される．高分子溶
液のように複雑な系において，任意定数を含まない理論値と実験値がこの
程度一致することは，驚嘆に値し，背後に普遍的な物理の存在を予感させ
る．なお，理論値が実験値に比べて 10%程大きいのは，Oseenテンソルに
対する前平均近似が原因であると考えられている．計算機シミュレーショ
ンによって，前平均近似を避ける試みが行われ，理論値が実験値に近くな
ることが示されている．しかし，現在のところ，十分に精度の高い結果は
未だ得られていない．
Kirkwood–Risemanの方法は，排除体積のない非摂動ガウス鎖以外にも

適用できる．ただし，一般には，連立方程式（5.14）あるいは積分方程式
（5.22）に対応する方程式を解析的に解くことは困難であるので，計算機
を用いて数値的に計算を行う必要がある．

5.1.3 並進拡散係数

内部自由度が小さい低分子の場合，分子全体を一つの粒子と見なすこと
ができるので，容易にその拡散過程と移動距離を思い浮かべることができ

∗Kirkwood–Riseman が報告した Φ0(∞) 値は 3.623 × 1023 mol−1 である．彼らは，
ϕ(x, y)，f(x, y) を Fourier 級数展開し，展開係数に対する連立方程式を近似的に解いた．
一方，Auer–Gardner は Gegenbauer 多項式展開を行い，厳密解を求めた．
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る．その場合，次章で現れる式（6.22）に基づいて，移動距離の平均二乗
から拡散係数を定義することができる．それに対して，高分子の場合，そ
の内部自由度は非常に大きく，さまざまな形態を取ることができるので，
鎖の中央と端の構成要素が同じ速度で動く必要はなく，その拡散過程は単
純ではない．しかし，高分子鎖の広がりに比べて，その移動距離が十分大
きい長時間挙動に話を限れば，そのような空間スケールでは高分子鎖も一
つの粒子と見なすことができるので，低分子の場合と同様に，Einsteinの
関係（6.39）に基づいて拡散係数を定義することができる．
何らかの外力を受けて，静止溶媒中（v0

i = 0）をビーズ模型が並進運動
する場合を考える．上に述べた時間・空間スケールでは，全てのビーズの
移動速度 ui の平均値 ⟨ui⟩は等しくなる．

u = ⟨ui⟩ (5.29)

もし等しくないとすると，ビーズ模型の結合が切断されることになる．こ
の uが，次のように定義されるビーズ模型に加わる全外力の平均値 ⟨F⟩に
比例すると考える．

⟨F⟩ =
n∑
i=0

⟨Fi⟩ (5.30)

このとき，ビーズ模型全体の並進摩擦係数 Ξを次のように定義する．

⟨F⟩ = Ξu (5.31)

Einsteinの関係に基づき，このΞを用いて並進拡散係数を次のように書く．

D = kBT/Ξ (5.32)

式（5.29）—（5.32）の展開には，一見曖昧さがないように見えるが，
「何らかの外力」が何なのかによって摩擦係数の定義が異なることと，実
験から決定される拡散係数をどのような摩擦係数と対応させるのかに注意
が必要である．実験では，外力とそれに対する応答の比例定数が測定され
るが，外力と応答が定義されてはじめて比例定数の意味が明確になる．こ
こでは，上に述べたような，仮想的な外力（⟨F⟩）と応答（u）の比例定
数（Ξ）について計算を進める．そのような仮想的な系のD（あるいは Ξ）
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は，非常に稀薄な高分子溶液の長時間挙動を問題とする場合に限り，意味
を持つ．
式（5.4），（5.29）より，v0

i = 0のとき，⟨Fi⟩に対する次の方程式が得
られる．

⟨Fi⟩ = ζu− ζ

6πη0

∑
j

⟨R −1
ij ⟩⟨Fj⟩ (5.33)

この方程式の解 ⟨Fi⟩は uに比例するので，次のように ψi を定義する．

⟨Fi⟩ = ζψiu (5.34)

この ψi を用いると，Ξは次のように書かれる．

Ξ = ζ

n∑
i=0

ψi (5.35)

また，式（5.33）は次のように書き換えられる．

ψi = 1− ζ

6πη0

∑
j

⟨R −1
ij ⟩ψj (5.36)

以下では，排除体積のない非摂動ガウス鎖の場合に話を限る．[η]の場
合のように，x = 2i/n− 1の変数変換を行うと，式（5.35）, （5.36）は
それぞれ次のように書き換えられる．

Ξ =
nζ

2

∫ 1

−1

ψ(x)dx (5.37)

ψ(x) = 1− h

∫ 1

−1

ψ(t)

|x− t|1/2
dt (5.38)

hは式（5.24）で定義される素抜けパラメタである．
h = 0（素抜け）の場合，ψ(x) = 1であるので，Ξ = (n+ 1)ζ ≃ nζ と

なり，式（5.32）より，Dは次のように与えられる．

D = kBT/nζ (h = 0) (5.39)
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したがって，Ξ ∝ n ∝M，D ∝ n−1 ∝M−1である．一方，h→ ∞の極
限（非素抜け）場合，Dは次のように与えられる †．

D = 0.192kBT/η0⟨R2⟩ 1/2
0 (h→ ∞) (5.40)

⟨Fi⟩が iに依存しないと仮定して，式（5.33）において ⟨Fi⟩を (n+1)−1⟨F⟩
で置き換えると，式（5.30）—（5.32)から，Dに対する次のKirkwood公
式が得られる．

D =
kBT

(n+ 1)ζ

[
1 +

ζ

6πη0(n+ 1)

∑
i,j
i ̸=j

⟨R −1
ij ⟩

]
(5.41)

この結果に式（5.20）を代入して i，jについて和をとると，次の結果（n≫ 1）
が得られる．

D =
kBT

nζ

(
1 +

8
√
2

3
h

)
(5.42)

h→ ∞の極限（非素抜け）では次のようになる．

D = 0.196kBT/η0⟨R2⟩ 1/2
0 (h→ ∞) (5.43)

式（5.40），（5.43）の結果は何れもD ∝ n−1 ∝M−1/2であり，高分子
量の非摂動屈曲性高分子の実験と一致する．
Dに関する実験結果は，Einstein–Stokesの公式（0.9）で定義される有効

流体力学的半径RHで整理されることが多い．また，RHと根平均二乗回転
半径 ⟨S2⟩1/2の比—還元流体力学的半径（reduced hydrodynamic radius）
ρ−1も，実験結果を検討する上で，重要な量である．Kirkwood–Riseman

の結果と Kirkwood公式を用いた結果から評価した ρ はそれぞれ次のよ
うになる．

ρ = 1.479 (KR)

= 1.505 (K) (5.44)

†Kirkwood–Riseman の結果は，この結果において係数 0.192 が 0.196 となっており，
Kirkwood公式（5.41）を用いた結果に一致する．彼らは，ϕ(x)を Fourier級数展開し，展
開係数に対する連立方程式を近似的に解いているが，結局その近似は ⟨Fi⟩ = (n+1)−1⟨F⟩
と置くことと同等である．厳密な値 0.192は倉田–山川［J. Chem. Phys., 29, 311 (1958)］
によって求められた．



5.2 円筒模型 115

s

t

u(s)

r(s)

R(s, t)

図 5.2 円筒模型．

何れの値も高分子量の非摂動屈曲性高分子に対する実験値∼ 1.3より，10%
以上大きいが，この違いも，Oseenテンソルに対する前平均近似に起因す
ると考えられている．これについても，計算機シミュレーションによっ
て，前平均近似を避ける試みが行われ，理論値が実験値に近くなることが
示されている．
[η]の場合と同様，Dについても，Kirkwood–Risemanの方法は，排除体

積のない非摂動ガウス鎖以外にも適用できる．この方法を剛直な棒状ビー
ズ模型に適用した場合，ビーズの摩擦係数から見積もられるビーズ直径と
ビーズ間距離の比が小さく（≲ 1）なると，Dが負となることが知られて
いる．ビーズが体積を考慮しない抵抗点であることがその原因である．

5.2 円筒模型

ポリ（n-アルキルイソシアナート），2本鎖DNAなどの典型的な半屈曲
性高分子や，3本鎖シゾフィランのような剛直性高分子の定常輸送係数の
記述には，化学構造から考えて，ビーズ模型のような離散鎖より，連続鎖
が適している．連続鎖の流体力学模型として，中心線の形状がKP鎖（あ
るいは HW鎖）で記述される円筒模型が用いられる．
古典流体力学の枠内で，長さ L，太さ dの円筒が溶媒に及ぼす摩擦力を
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評価するには，円筒表面に分布する摩擦力を考え，表面上の各点における
溶媒の相対速度が 0となる非滑り境界条件の下で，定常 Stokes方程式を
解く必要がある（附録 5.A）．Oseen–Burgersに従い，表面に分布する摩
擦力を中心線上に分布する摩擦力 f(t)（0 ≤ t ≤ L）で置き換える．元来
2次元分布する摩擦力を 1次元分布のもので置き換えたので，表面上の各
点において非滑り境界条件を満たすことはできない．問題が解けるように
境界条件を適切に緩和する必要がある．
図 5.1に示したように，中心線上の点 s（0 ≤ s ≤ L）における半径ベク

トル—その点から円筒表面への中心線に垂直なベクトルを r(s)で表す．

|r(s)| = 1
2d

点 sにおける単位接線ベクトルを u(s)とすると，次の関係が成り立って
いる．

r(s) · u(s) = 0 (5.45)

円筒が存在しない場合の点 r(s)における，溶媒の流れを v0[r(s)]，また円
筒表面上にあるその点の移動速度をU[r(s)]とする．流体力学的相互作用
による摂動流を考慮した場合，点 r(s)における溶媒の円筒表面に対する
相対速度 v[r(s)]は次のように書かれる．

v[r(s)] = v0[r(s)]−U[r(s)] +

∫ L

0

T[R(s, t)− r(s)] · f(t)dt (5.46)

ここで，R(s, t)は中心線上の点 sから点 tへの距離ベクトルである．
Oseen–Burgersの方法では，厳密な境界条件 v[r(s)] = 0を次のように

緩和（1次元化）する．
⟨v[r(s)]⟩r(s) = 0 (5.47)

ただし，⟨· · ·⟩r(s) は円筒断面の円周上での r(s)についての平均を意味す
る．同じように，v0[r(s)]，U[r(s)]も r(s)について平均し，1次元化する.

⟨v0[r(s)]⟩r(s) = v0(s)

⟨U[r(s)]⟩r(s) = U(s) (5.48)
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以上のような 1次元化を行うと，式（5.46）は次のように書き換えられる．∫ L

0

⟨T(R− r)⟩r(s) · f(y)dy = U(s)− v0(s) (5.49)

ここで，⟨T(R− r)⟩r(s)はT(R− r)を r(s)について平均したものである．
さらに，⟨T(R− r)⟩r(s) を高分子鎖の形態について前平均すると，f(t)

に関する次の積分方程式が得られる．

(6πη0)
−1

∫ L

0

K(s, t)f(t)dt = U(s)− v0(s) (5.50)

ただし，積分核K(s, t)は次のように定義される．

K(s, t) = ⟨|R(s, t)− r(s)|−1⟩ (5.51)

ここで，⟨· · ·⟩は r(s)のみならず高分子鎖の形態に関する平均をも意味す
る．なお，対象とする高分子に応じて，みみず鎖あるいはらせんみみず鎖
を用いて平均値を評価する．さらに，[η]の場合には，⟨|R− r|−1⟩のみな
らず，ビーズ模型の際の ⟨Si ·Sj⟩に対応する ⟨S(s) ·S(t)⟩を評価する必要
がある．積分方程式（5.51）は，一般には解析的に解けないので，それを
数値的に解いて得られる f(x)を用いて [η]あるいは Ξを評価する ‡．
L ≫ dの剛直円筒については，[η]，Ξの漸近解がそれぞれ次のように

得られている．

[η] =
πNAL

3

24M

[
ln

(
L

d

)
+ 2 ln 2− 7

3

]−1

(5.52)

Ξ = 3πη0L

[
ln

(
L

d

)
+ 2 ln 2− 1

]−1

(5.53)

形態に自由度のないこの場合は，前平均近似を行わない漸近解も得られて
いる．[η]に対する結果は次の通りである．

[η] =
2πNAL

3

45M

[
ln

(
L

d

)
+ 2 ln 2− 25

12

]−1

(5.54)

Ξの場合，前平均近似を行わない結果は式（5.53）に一致する．
‡λ|s− t| ≪ 1 のとき，積分核は K(s, t) ≃ [(s− t)2 + d2/4]−1/2 となるので，ビーズ

模型の場合とは異なり，|s− t| = 0 での特異性がない（発散しない）．そのため，L/d が小
さくなると，数値解を精度良く求めることが困難になる．
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5.3 短い高分子鎖

ビーズ模型では，高分子鎖の構成要素の大きさを無視して，それを大き
さのない摩擦抵抗点で置き換えた．また，円筒模型では，円筒表面におけ
る非滑り境界条件を，近似的な条件（5.47）で置き換え，摩擦力を円筒の
中心線上に分布させた．したがって，中心線回りの太さ（大きさ）を完全
には考慮したことにはなっていない．この章の初めに注意したように，構
成要素の大きさの影響は，高分子鎖が短くなる（分子量が小さくなる）と，
無視できなくなる．特に，有効流体力学的体積と関係する [η]の場合，そ
の影響は大きい．
前章までに述べたように，分子量が余り大きくない場合，高分子の個性

が顕著に溶液物性に反映するので，定常輸送係数の場合も，らせんみみず
鎖に基づく実験データの解析が望まれる．その際，らせんみみず鎖を用い
て平均量 ⟨R−1⟩，⟨Si · Sj⟩を評価するだけでは不十分であり，構成要素の
大きさを同時に考慮する必要がある．
ビーズ模型の場合，ビーズ表面に摩擦力が分布するとして，ビーズ表面

の非滑り境界条件が満たされるように，定式化を行えばよい．その際，異
なるビーズ間の流体力学的相互作用に関しては，ビーズが溶媒に及ぼす全
摩擦力がビーズの中心に存在するような近似的取り扱いをすると，[η]を
次のように書くことができる．

[η] = [η]KR + [η]E (5.55)

ここで，[η]KR は Kirkwood–Risemanの方法で評価した固有粘度である．
また，[η]Eは式（5.A.29）で与えられるビーズ（剛体球）の粘度の総和で
あり，ビーズ直径 db を用いて次のように与えられる．

[η]E =
5πNA(n+ 1)d 3

b

12M
(5.56)

式（5.56）より，ビーズが有限体積を持つことによる寄与 [η]EがM に
依存しないことが分かる．体積を持たない（仮想的）ビーズで構成される
高分子鎖骨格の固有粘度への寄与 [η]KR は，ビーズが 1個のときに 0と
なる理論的な欠陥を持っている．このような欠陥は，M（あるいはビー
ズ数）が非常に大きいガウス鎖極限においては問題とならないが，M が
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図 5.3 らせんみみず接触ビーズ模型の λ2M [η]/Φ∞L 対 λL の両対数プロット．
実線は [η]E を考慮した理論値を，破線は考慮しない理論値を表す．なお，モデル
定数として λ−1τ0 = 0，λdb = 0.15と図中に示した λ−1κ0 の値を用いた．

小さくなってくると無視できなくなると考えられる．その様子を示したの
が図 5.2である．らせんみみず鎖を骨格とする接触ビーズ模型について，
[η]Eを考慮した理論値を実線で，そうでない値を破線で示した．なお，用
いたモデル定数の値は，何の場合も λ−1τ0 = 0あり，λ−1κ0は図中に示し
た値である．λ−1κ0 = 0の場合はみみず（KP）鎖に対応している．また，
λdb = 0.15である．[η]KR ∝M1/2 であるので，M（Lあるいは n）が大
きくなると，[η]E の相対的寄与の大きさはM−1/2 の速さで減少し，2種
類の値は漸近的に一致する．
円筒模型の場合，離散模型であるビーズ模型のように，適切な近似的取

り扱いが困難であるので，両端を半楕円体でキャップした剛直円筒に対す
る数値解と，先に述べた数値解を内挿した理論式が用いられる．
Dに対しては，高分子の構成単位が有限体積を持つ影響は余り大きくな

いので，それを無視した理論に基づいて実験データ解析を行ってよい．
図 5.4に，非摂動屈曲性高分子の [η]の実験結果の例としてラセモ分率

fr = 0.59のアタクチックポリスチレン（a-PS）と fr = 0.79 のアタクチッ
クポリメタクリル酸メチル（a-PMMA）を，半屈曲性高分子の例としてポ
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図 5.4 [η]対Mw の両対数プロット: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 ◦C (Θ);

(q) a-PMMA／アセトニトリル，44.0 ◦C (Θ); (u) PHIC／ n-ヘキサン，25 ◦C;

(w) 二本鎖 DNA／ 0.2 mol NaCl水溶液，25 ◦C; (v) 三本鎖シゾフィラン／水，
25 ◦C．

リ（n-ヘキシルイソシアナート）（PHIC）と二本鎖DNAを，さらに剛直
性高分子の例として三本鎖シゾフィランを示す．それぞれの実験値に付随
する曲線は，a-PSと a-PMMAについては接触ビーズらせんみみずモデ
ルの，PHICと二本鎖 DNA，三本鎖シゾフィランについては円筒みみず
モデルの最適理論値である．a-PSと a-PMMAに対する理論値の左端の
破線はビーズ 1個と 2個の理論値を結んだものである．図 5.3との比較よ
り，余りMw の大きくない非摂動屈曲性高分子の [η]において，構成単位
の有限体積の考慮が必須であることが分かる．
図に示した PHICと二本鎖 DNA，三本鎖シゾフィランの実験値は直線

に従わないのでHMS式の指数 αを議論することに余り意味はない．仮に
狭いMwの領域で αを評価したとすると，かなり大きな値（≳ 1）になる．
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図 5.5 [η]対Mw の両対数プロット: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 ◦C (Θ);

(b) a-PS／トルエン，15.0 ◦C; (q) a-PMMA／アセトニトリル，44.0 ◦C (Θ);

(r) a-PMMA／アセトン，25.0 ◦C．

5.4 排除体積効果

図 5.5に示すように，a-PSや a-PMMAのような屈曲性高分子の場合，
良溶媒中の [η]は，排除体積の影響効果で，Θ溶媒中の値に比べ大きくな
る．[η]，Dに対する排除体積効果は，それぞれ式（1.14），（1.13）で定義
される粘度半径膨張因子 αη，流体力学半径膨張因子 αH の形で整理され
る．αη，αHに対する，ガウス鎖ならびにKirkwood–Risemanの方法に基
づいた摂動計算の結果は，二定数理論に形に整理することができ，それぞ
れ次のように与えられる．

α 3
η = 1 + 1.14z − · · · (5.57)

αH = 1 + 0.593z − · · · (5.58)

これらの結果と数値的に求められた漸近解を内挿した以下の Barrett式が
実験解析に用いられる．

αη = (1 + 3.8z + 1.9z2)0.1 (5.59)
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図 5.6 α 3
η 対 z̃の両対数プロット: (b) a-PS／トルエン，15.0 ◦C; (r) a-PMMA

／アセトン，25.0 ◦C．

αH = (1 + 5.39z + 3.59z2)0.1 (5.60)

回転半径膨張因子 αS の場合と同様に，以上の結果において，zを z̃で
置き換える準二定数理論を適用することで，αη，αHに対する高分子鎖の
固さと局所形態の影響が考慮されている．図 5.5に示した実験結果から評
価した α 3

η の z̃に対する両対数プロットを図 5.6に示す．
図 5.5に示したように，良溶媒中の屈曲性高分子に対する HMS式の指

数 α は 0.5より大きくなる．Kirkwood–Risemanは，中間的な h値の場
合，指数 αは 0.5と 1の間の値をとることから，実験結果のそのような挙
動を，hが色々な値をとることで説明しようとした．しかし，Floryが提
案したように，摂動屈曲性高分子は h→ ∞の極限にあり，αが 0.5より
大きくなるのは排除体積効果であると解釈されている．

5.A Oseenテンソル—非圧縮性粘性流体場のGreen関数

溶媒を粘性係数 η0の非圧縮性粘性流体とすると，その速度分布 v(r)は式
（2.65）—（2.67）で与えられる定常 Stokes方程式と，非圧縮性の条件を満
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たす．座標原点に摩擦力 Fが働くとき，それらの式は次のよう書かれる．

η0∇2v(r) = ∇p(r)− Fδ(r) (5.A.1)

∇ · v(r) = 0 (5.A.2)

この微分方程式は線形なので，その解を適当に重ね合わせることで，ある
摩擦力の分布が与えられたときの v(r)を表現することができる．
vと pを Fourier変換したものをそれぞれ ṽk，p̃k と書く．例えば，ṽk

は次のように書かれる．

ṽk =

∫
eik·r v(r) dr (5.A.3)

式（5.A.1）を Fourier変換すると，次のようになる．

η0k
2ṽk = ikp̃k + F (5.A.4)

さらに，式（5.A.1）の発散（∇·）をとり，非圧縮性の条件（5.A.2）を代
入すると，次の関係式が得られる．

∇2p−∇ · Fδ(r) = 0 (5.A.5)

これを Fourier変換すると，次のようになる．

k2p̃k − ik · F = 0 (5.A.6)

式（5.A.6）を p̃kについて解き，その結果を式（5.A.4）に代入すると，ṽk
は次のように書かれる．

ṽk =
1

η0k2

(
I− kk

k2

)
· F (5.A.7)

これを Fourier逆変換して，次の結果を得る．

v(r) = T(r) · F (5.A.8)

ここで，T(r)は次のように定義されるOseenの流体力学的相互作用テン
ソルである．

T(r) =
1

8πη0r

(
I+

rr

r2

)
(5.A.9)
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F

図 5.7 摂動流場の流線．

図 5.7に流体力学的相互作用によって生じる摂動流場の流線を示す §

境界面上における摩擦力の分布 f(r)が与えられたとき，v(r)はこのT(r)

を用いて次のように書かれる ¶．

v(r) =

∫
T(r− r′) · f(r′) dr′ (5.A.10)

溶媒中に物体が置かれたとき，その表面の f(r)と，そのときの v(r)を
求めるのが古典流体力学の問題である．その際，物体表面における溶媒の
相対速度に対する仮定が必要となる．よく用いられるのは，相対速度を 0

とする非滑り境界条件（nonslip boundary condition）と，表面に垂直な
相対速度の成分のみを 0とする滑り境界条件（slip boundary condition）
である．高分子の定常輸送係数の問題では，多くの場合，前者が用いられ
る．非滑り境界条件を満足する f(r)を決定する例として，以下では，非
圧縮性粘性流体中に置かれた剛体球に対する Stokesの関係と Einsteinの
粘度式について考える．

§x 軸に平行な摩擦力が働くとき，作用点を含む xy-平面における流線は，斉次微分方程
式 dy/dx = xy/(2x2 + y2) の解であり，y2 = (1 +

√
1 + 4a2x2)/2a2 で与えられる．た

だし，a は積分定数である．
¶T(r) は非圧縮性粘性流体場の Green 関数である．Green 関数については「物理とグ

リーン関数」（今村勤，岩波書店，1978）などを参照されたい．
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5.A.1 Stokesの関係

静止した非圧縮性粘性流体中を半径 Rの剛体球が並進速度 uで運動す
るとき，uと全摩擦力 Fの間に Stokesの関係が成り立つ．剛体球が原点
に固定されており，原点から無限遠の距離における流体の速度が−uとし
ても，問題は等価である．その場合，剛体球表面に分布する摩擦力 f(r)に
よって生じる流体の流れ（摂動流）が，球の表面で丁度 uとなり，元の流
れ−u と打ち消し合い，表面における流体の流れを止める．そのような非
滑り条件を満たす f(r)は次の積分方程式の解である．

u =

∫
S

T(r− r′) · f(r′) dr′ (r on S) (5.A.11)

ここで，Sは剛体球の表面を表し，
∫
S
は表面 S上での積分を意味する．

積分方程式（5.A.11）の r，r′は，何れも剛体球の表面にあるので，球座標
r = (R, θ, ϕ)を用いる．球面調和関数（3.A.23）を用いて f(r)とT(r− r′)

を次のように展開する．

f(θ, ϕ) =
1√
4πR2

∑
l,m

flm Y
m
l (θ, ϕ) (5.A.12)

T(r− r′) = T(θ, ϕ; θ′, ϕ′)

= 4π
∑
l,m

∑
l′,m′

Tl′m′

lm Y ml (θ, ϕ)Y m
′∗

l′ (θ′, ϕ′) (5.A.13)

Tの展開係数Tl′m′

lm は次のように定義される．

Tl′m′

lm =
1

4π

∫
T(θ, ϕ; θ′, ϕ′)Y m∗

l (θ, ϕ)Y m
′

l′ (θ′, ϕ′) sin θdθdϕ sin θ′dθ′dϕ′

(5.A.14)

θ，ϕ，θ′，ϕ′ の積分を行うと，Tl′m′

lm は次のようになる 4．

Tl′m′

lm =
δll′

6πη0R

[
δmm′

2l + 1
I+

√
3/8

(2l − 1)(2l + 1)(2l + 3)

×
2∑

j=−2

δm−j,m′(−1)(−|m|+|j|+|m−j|)/2clm,jKj

]
(5.A.15)
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clm,j は次のように定義される係数である．

clm,j = −l2 − l + 3m2 for j = 0

=
√

3
2

√
(l ±m)(l ∓m+ 1)(1∓ 2m) for j = ±1

=
√

3
2

√
(l ±m)(l ±m− 1)(l ∓m+ 1)(l ∓m+ 2)

for j = ±2 (5.A.16)

また，K0，K1 = K∗
−1，K2 = K∗

−2 はそれぞれ次のように定義されるテ
ンソルである．

K0 =
√

2
3

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

)
, K1 =

(
0 0 1
0 0 −i
1 −i 0

)
, K2 =

(
1 −i 0
−i −1 0
0 0 0

)
(5.A.17)

式（5.A.12），（5.A.13）を式（5.A.11）に代入し，その両辺に Y m∗
l (θ, ϕ)

を掛け，θ，ϕ，θ′，ϕ′の積分を行うと，flmに対する連立方程式が得られる．∑
l′,m′

Tl′m′

lm · fl′m′ = δl0δm0u (5.A.18)

Fは次のように f00 と関係付けられる．

F =

∫
S

f(r)dr =

∫
f(θ, ϕ) sin θdθdϕ = f00 (5.A.19)

式（5.A.15）より Tl′m′

lm ∝ δll′ であるから，解 flm は次のようになる．

flm = δl0δm0

(
T00

00

)−1 · u (5.A.20)

これより，剛体球の表面に単位面積当たり (4πR2)−1f00 の摩擦力が一様
に分布することが分かる．式（5.A.15）よりT00

00 = (6πη0R)
−1I であるか

ら，Stokesの関係が得られる．

F = 6πη0Ru (5.A.21)

また，この摩擦力によって点 r（r ≥ R）に生じる摂動流 up(r)は次のよ
うに書かれる．

up(r) =
3

4

R

r

[
I+

rr

r2
+

(
R

r

)2(
1

3
I− rr

r2

)]
· u

当然のことながら，r = Rのとき up = uとなる．
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5.A.2 Einsteinの粘度式

Kirkwood–Risemanの仮定は球対称な物体に対して妥当であるので，剛
体球の中心は溶媒に乗って流れ，式（5.10）で与えられる一様回転に乗っ
て中心回りに回転する．この場合の非滑り条件は，式（5.A.11）に代って，
次のように書かれる．

− 1
2g(exey + eyex) · r =

∫
S

T(r− r′) · f(r′) dr′ (r on S) (5.A.22)

式（3.A.26）で与えられる球面調和関数を用いて左辺を書き直すと，次の
ようになる．

−1
2g(exey + eyex) · r = −

√
π
6 gR

[( i
1
0

)
Y −1
1 (θ, ϕ)+

(−i
1
0

)
Y 1
1 (θ, ϕ)

]
(5.A.23)

式（5.A.12），（5.A.13），（5.A.23）を式（5.A.22）に代入し，その両辺に
Y m∗
l (θ, ϕ)を掛け，θ，ϕ，θ′，ϕ′の積分を行うと，この場合の flmに対す
る連立方程式は次のようになる．∑

l′,m′

Tl′m′

lm · fl′m′ = −δl1
gR

2
√
6

[
δm(−1)

(
i
1
0

)
+ δm1

(−i
1
0

)]
(5.A.24)

また，式（2.77），（2.86）より剛体球の [η]は次のように書かれる．

[η] = − NA

Mη0g

⟨∫
S

fx(r)y dr

⟩
(5.A.25)

fx(r)は f(r)の x成分を，y（= R sin θ sinϕ）は rの y 成分を表す．式
（5.A.12）を式（5.A.25）に代入し，yを球面調和関数で書き，θ，ϕの積
分を行うと，[η]は次のように書かれる．

[η] =
iNAR√
6Mη0g

(
f1(−1),x − f11,x

)
(5.A.26)

上に述べたようにTl′m′

lm ∝ δll′ であるから，連立方程式（5.A.24）を解
くには，l = l′ = 1の場合のみを考えればよい．T1m′

1m を具体的に書くと
次のようになる．

T10
10 = 1

6πη0R

(
1
3I−

1
5
√
6
K0

)
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T11
11 = T

1(−1)
1(−1) =

1
6πη0R

(
1
3I+

1
10

√
6
K0

)
T10

11 = T
1(−1)
10 = T11∗

10 = T10∗
1(−1) = − 1

60
√
2πη0R

K1

T
1(−1)
11 = T11∗

1(−1) = − 1
60πη0R

K2 (5.A.27)

ベクトル (i, 1, 0, 0, 0, 0,−i, 1, 0)がT1m′

1m をmm′要素とするHermite行列
(T1m′

1m )の固有ベクトルであり，それに付随する固有値が (20πη0R)
−1 で

あるので，解 f1m は次のように書ける（l ̸= 1の場合，flm = 0）．

f10 = 0, f1(∓1) = −10πη0gR
2

√
6

(±i
1
0

)
(5.A.28)

これを式（5.A.26）に代入すると，Einsteinの粘度式が得られる．

[η] =
10πNAR

3

3M
(5.A.29)
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6章 動的性質

稀薄溶液中の高分子鎖は，溶媒分子との衝突により時々刻々その形態を変
える．これまでの章では，そのように様々な形態をとる高分子鎖に関係す
る物理量の平衡平均を問題にしてきた．この章では，物理量の時間変化に
ついて考える．先ず，Brown運動がどのように記述されるかを簡単に振
り返ってから，高分子鎖の運動の記述について説明する．（さらに，理論
と実験の比較にも言及する．）

6.1 Brown運動

Brown運動は，溶媒分子に比べて大きな粒子が，熱運動する溶媒分子と
の衝突によって，不規則に位置と運動量を変化させるような運動である．
植物学者 R. Brownが，水に浮かぶ花粉を顕微鏡で観察したときに，花粉
が不規則に運動することを発見した（1827）ことから，発見者の名前に因
んで Brown 運動と呼ばれている．今日，Brown運動が溶媒分子の熱運動
によって生じていることは誰も疑わないが，原子・分子の実在が未だ完全
には明らかにされていない 20世紀初頭（1905）に，現象の本質を見抜い
たのは Einsteinの慧眼である 1．
Brown粒子の運動を記述する方程式としては，運動量に関する確率微

分方程式である Langevin方程式，位置と運動量の分布関数の時間発展を
記述する Fokker–Planck方程式，位置の分布関数の時間発展を記述する
Smolchowski方程式がある 2,3．なお，電子計算機の性能が向上した現在，
分子動力学（MD，Molecular Dynamics）法を用いて，Brown粒子のみ
ならず個々の溶媒分子の運動を調べることができる．
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6.1.1 確率過程としてのBrown運動

Brown粒子の位置あるいは運動量は，溶媒分子との乱雑な衝突によって，
時々刻々変化する．ある衝突から次の衝突までの時間間隔を特徴付ける時
間スケールを τc とする．τc に比べて十分長い時間スケール τ （τc ≪ τ）
における運動量の変化は，時間 τ の間に起こる無数の衝突によって受ける
力積の総和に等しい．個々の力積は互いに独立と見なせるので，時間 τ の
間に生じる運動量変化は，独立な微小量の総和としての性質を持ち，した
がって運動量は確率変数（stochastic variable）とみなすことができる．さ
らに，位置はそのような運動量（速度）を時間について積分したものであ
るから，位置もまた確率変数とみなすことができる．このような位置ある
いは運動量は，確率過程（stochastic process）の一つであるMarkov過程
（Markov process）として取り扱うことができる．以下では，先ずMarkov

過程の定義を述べ，次にMarkov過程に従う確率変数の分布関数の時間発
展を記述する Fokker–Planck方程式について説明する．

Markov過程

時間 tとともに変動する連続な確率変数 x(t)を考える．n個の時系列点
t1，· · ·，tn（0 ≤ t1 < · · · < tn）における xがそれぞれ x1 ∼ x1+dx1，· · ·，
xn ∼ xn+ dxnの範囲の値をとる確率が Pn(x1t1; · · · ;xntn)dx1 · · · dxnで
与えられるとき，Pn(x1t1; · · · ;xntn)を n体分布関数と呼ぶ．
連続する二つの時系列点 ti，ti+1 における事象の間に全く相関がない，

完全にランダムな確率過程（pure random process）の場合，Pnは，次の
ように，1体分布関数 P1(xiti)（i = 1, · · · , n）の積で書かれる．

Pn(x1t1; · · · ;xntn) = P1(x1t1) · · ·P1(xntn) (6.1)

連続する二つの時系列点 t1，t2における事象の間に相関があり，t2 であ
る事象が起こる確率が先行する t1で起こった事象にのみ依存するような確
率過程をMarkov過程と呼ぶ．Markov過程は 2体分布関数 P2(x1t1;x2t2)

が与えられれば一義的に決まる．時刻 t1において事象 x1が起こったとき，
時刻 t2において起こる事象 x2の分布関数—条件付分布関数（conditional
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probability density）K1(x2t2|x1t1)は次のように定義される．

P2(x1t1;x2t2) = P1(x1t1)K1(x2t2|x1t1) (6.2)

定義より，K1 は次の規格化条件を満たす．∫
K1(x2t2|x1t1) dx2 = 1 (6.3)

また，次の関係式が成り立つ．

P1(x2t2) =

∫
P1(x1t1)K1(x2t2|x1t1) dx1 (6.4)

一般に，t1 と t2 の差が大きくなると，二つの事象の間に相関はなくなる
ので，K1 は次のような性質を持つ．

lim
t2−t1→∞

K1(x2t2|x1t1) = P1(x2t2) (6.5)

時刻 t1，· · ·，tn−1においてそれぞれ事象 x1，· · ·，xn−1が起こったとき，
時刻 tnにおいて起こる事象 xnの条件付分布関数をKn−1(xntn|x1t1; · · · ;
xn−1tn−1)と書く．Markov過程では，事象 xnの確率分布は xn−1のみに
依存し，事象 x1，· · ·，xn−2には依存しないので，Kn−1はK1と同等で
ある．

Kn−1(xntn|x1t1; · · · ;xn−1tn−1) = K1(xntn|xn−1tn−1) (6.6)

したがって，3体分布関数 P3 は，次のように，P1，K1 で書くことがで
きる．

P3(x1t1;x2t2;x3t3) = P1(x1t1)K1(x2t2|x1t1)K2(x3t3|x1t1;x2t2)

= P1(x1t1)K1(x2t2|x1t1)K1(x3t3|x2t2) (6.7)

また，P2，P3 の間には次の関係がある．

P2(x1t1;x3t3) =

∫
P3(x1t1;x2t2;x3t3) dx2 (6.8)

式（6.2），（6.7），（6.8）より，K1 に対する次の積分方程式が得られる．

K1(x3t3|x1t1) =
∫
K1(x2t2|x1t1)K1(x3t3|x2t2) dx2 (6.9)
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式（6.9）をMarkov積分方程式，あるいは Chapman–Kolmogorov（CK）
方程式と呼ぶ．［式（6.4）をMarkov積分方程式と呼ぶこともある．］
P2(x1t1;x2t2)が t2 − t1 のみに依存する，すなわち P2 が次のように書

かれるMarkov過程を定常（stationary）Markov過程と呼ぶ．

P2(x1t1;x2t2) = P2(x1, x2; t2 − t1) (6.10)

Fokker–Planck方程式

CK方程式（6.9）は，K1(x2t2|x1t1)からK1(x3t3|x1t1)を導く式と見な
せば，K1 の時間発展を記述すると考えることができる．このような CK

方程式と同等な内容を持ち，tに関する P1(xt)の導関数を与える基礎方程
式を一般にマスター方程式（master equation）と呼ぶ．また，P1(xt)の
tに関する導関数と xに関する 1階および 2階導関数との関係を与える偏
微分方程式を特に Fokker–Planck（FP）方程式と呼ぶ．以下では，3次元
定常Markov過程 x(t) を考え，その FP方程式を導く．
ここでもう一度，Markov過程として Brown粒子の分布関数の時間発

展を考えるときの時間スケールについて注意しておく．この節の冒頭に
も述べたように，τc の時間スケールで生じる溶媒分子との衝突が無数に
積算されてはじめて x(t)が確率過程とみなせるようになるので，x(t)の
変化を記述する時間スケール τ は τc に比べて十分大きい．さらに，その
ような確率変数 xが多数のステップを経ることによって（1体）分布関数
P1(x; t)が変化するので，P1 が変化する時間スケール τr は τ に比べて十
分大きい．したがって，FP方程式で Brown運動を記述する際には，暗黙
のうちに次の関係を満足する時間スケール τ の存在を仮定している．

τc ≪ τ ≪ τr (6.11)

定常Markov過程なので，式（6.4）を次のように書くことができる．

P1(x; t) =

∫
P1(x1; t1)K1(x|x1; t− t1) dx1 (6.12)

これをさらに次のように書き換える．

P1(x; t+ τ) =

∫
P1(x−∆x; t)Ψ(∆x|x−∆x; τ) d(∆x) (6.13)
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ここで，Ψ(∆x|x−∆x; τ)は確率変数が x−∆xから xへ∆xだけ微小変
位する際の遷移確率（transition probability）を表し，次のように定義さ
れる．

Ψ(∆x|x−∆x; τ) = K1(x|x−∆x; τ) (6.14)

定義より，Ψ(∆x|x; τ)は次の規格化条件を満たす．∫
Ψ(∆x|x; τ) d(∆x) = 1 (6.15)

P1(x; t+ τ)を τ について，また P1(x−∆x; t)と Ψ(∆x|x−∆x; τ)を
∆xについて，それぞれ次のように Taylor展開する．

P1(x; t+ τ) = P1(x; t) + τ
∂P1

∂t
+ · · ·

P1(x−∆x; t) = P1(x; t)− (∆x) · ∇xP1

+1
2 (∆x)(∆x) : ∇x∇xP1 + · · ·

Ψ(∆x|x−∆x; τ) = Ψ(∆x|x; τ)− (∆x) · ∇xΨ

+1
2 (∆x)(∆x) : ∇x∇xΨ+ · · · (6.16)

式（6.16）を式（6.13）に代入して∆xについて平均し，高次モーメント
を含む項を無視すると，次の FP方程式を得る．

∂P1

∂t
= −∇x · (a(1)P1) +

1
2∇x∇x : (a(2)P1) (6.17)

a(1) と a(2) は次のように定義される 1階および 2階テンソルである．

a(1) = lim
τ→0

⟨∆x⟩1/τ

a(2) = lim
τ→0

⟨(∆x)(∆x)⟩1/τ (6.18)

式（6.18）の ⟨∆x⟩1 と ⟨(∆x)(∆x)⟩1 はそれぞれ次のように定義される 1

階と 2階のテンソル・モーメントである．

⟨∆x⟩1 =

∫
(∆x)Ψ(∆x|x; τ) d(∆x)
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⟨(∆x)(∆x)⟩1 =

∫
(∆x)(∆x)Ψ(∆x|x; τ) d(∆x) (6.19)

ただし，⟨ ⟩1 は初期値 xを固定した条件付平均を意味する．
Markov過程の一例として 3次元酔歩（random walk）問題を考える．

粒子の座標R(t)を確率変数とする分布関数を P1(R; t)とする．必要とな
るテンソル・モーメントは次のように書かれる．

⟨∆R⟩1 = 0

⟨(∆R)(∆R)⟩1 = 1
3 ⟨(∆R)2⟩I (6.20)

Iは単位テンソルである．条件（6.11）の下では，⟨(∆R)2⟩ ∝ tとなるの
で，式（6.17）より，この場合のFP方程式は次のような拡散方程式になる．

∂P1

∂t
= D∇ 2

RP1 (6.21)

ただし，Dは次のように定義される拡散係数である．

D =
1

6

⟨(∆R)2⟩
t

(6.22)

6.1.2 Brown運動

Langevin方程式

溶媒中に浮かぶ Brown粒子は，溶媒分子との衝突を繰り返して，その
運動量 p，さらには位置Rが時間とともに変化する．そのRのみに着目
すれば，上で考えた 3次元酔歩問題と同等であり，その分布関数の時間発
展は式（6.21）で記述できる．
Brown粒子の位置だけではなく，その運動量の時間変化を問題とする

場合には，次の運動方程式 — Langevin方程式が用いられる．

dp

dt
= − ζ

m
p+K+A(t) (6.23)

ここで，ζ は Brown粒子が溶媒中を移動する際の摩擦係数（friction coef-

ficient），mは粒子の質量，Kは粒子に働く外力，そしてA(t)は溶媒分子
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が衝突によって粒子に及ぼすランダムな力である．溶媒分子は，ζとA(t)

によって特徴付けられる連続媒体で置き換えられている．
A(t)は時間とともにランダムに変化する確率変数であり，次の二つの

統計的性質を満たすものとする．

⟨A(t)⟩ = 0

⟨A(t)A(t+ τ)⟩ = Cδ(τ)I (6.24)

1番目の条件はランダムな力が等方的であることを意味している．2番目
の条件は，1番目の条件に加え，Langevin方程式に付随する時間スケール
τ では，異なる時刻に働く力の間に全く相関がないことを意味している．
すなわち，連続する溶媒分子の衝突の時間スケール τc （∼ 10−21 sec）と
の間に τc ≪ τ の関係が成り立つことが要求される．また，pが平衡値に
緩和する時間スケール τpはm/ζ（∼ 10−13 sec）のオーダーなので，τ は
次の条件を満たす．

τc ≪ τ ≪ τp ∼ m/ζ

A(t)の時間相関関数に対する条件（6.24）第 2式より，その強度スペクト
ル［式（2.20）で定義］を計算すると，振動数 ωに依存しない定数となる．
このことから，A(t)は白いスペクトル（white spectrum）を持つという．
外力が無い場合（K = 0），式（6.23）の解は次のように書ける．

p(t) = p(0)e−(ζ/m)t + e−(ζ/m)t

∫ t

0

e(ζ/m)t′A(t′) dt′ (6.25)

この解は，決定論的に p(t)を与えるものではなく，初期値 p(0)の Brown

粒子が同条件下で無数にあるとき，式（6.24）の統計的性質を反映して，
p(t)の統計平均を与える式である．⟨p(t)⟩，⟨|p(t)|2⟩はそれぞれ次のよう
に与えられる．

⟨p(t)⟩ = p(0)e−(ζ/m)t

⟨|p(t)|2⟩ = |p(0)|2 e−2(ζ/m)t

+Ce−2(ζ/m)t

∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′e(ζ/m)(t′+t′′)⟨A(t′) ·A(t′′)⟩

= |p(0)|2 e−2(ζ/m)t +
3Cm

2ζ

[
1− e−2(ζ/m)t

]
(6.26)



136 6章 動的性質

二つ目の平均値より，t→ ∞のとき，Brown粒子 1個の平均運動エネル
ギー ⟨|p(∞)|2⟩/2mは 3C/4ζ となり，これが絶対温度 T における平均運
動エネルギー 3

2kBT に等しいとすると，C = 2ζkBT となる．したがって，
条件（6.24）第 2式は次のように書かれる．

⟨A(t)A(t+ τ)⟩ = 2ζkBTδ(τ)I (6.27)

この関係式はランダムな揺動力と摩擦係数を関係付けるもので，揺動散逸
定理（fluctuation-dissipation theorem）と呼ばれる．
式（6.25），（6.27）より，時間 tの間に Brown粒子が移動する距離∆R

の平均二乗 ⟨∆R2⟩は，次のように，pの時間相関関数（附録 6.A）を用い
て書くことができる（附録 6.B）．

⟨∆R2⟩ = 2

∫ t

0

(t− s)
⟨p(0)p(t)⟩

m2
ds

=
6kBT

ζ
t− 6mkBT

ζ2
[
1− e−(ζ/m)t

]
(6.28)

この結果は，式（3.10）［あるいは（3.23）］で与えられるみみず鎖の平均
二乗両端間距離 ⟨R2⟩に対する結果において，q（あるいは 1/2λ）をm/ζ

で，Lを tで置き換え，全体に 3kBT/mを掛けたものに等しい．みみず鎖
が最初の単位接線ベクトルの方向にどれだけ伸びるのかが，Brown粒子が
初期運動量の方向にどれだけ進むのかに対応している．前者では単位接線
ベクトルの大きさが 1に固定されているのに対して，後者では運動量の大
きさが固定されていない点を除けば，二つの問題は本質的に同等である．

Fokker–Planck方程式

Langevin方程式（6.23）より，微小時間 τ の間の pの増分∆pは次の
ようなる．

∆p = −
(
ζ

m
p−K

)
τ +

∫ τ

0

A(t)dt (6.29)

これと式（6.24），（6.27）を用いると∆p のテンソル・モーメントは次の
ように評価できる．

a(1) = lim
τ→0

⟨∆p⟩1/τ = − ζ

m
p+K
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a(2) = lim
τ→0

⟨(∆p)(∆p)⟩1/τ = 2ζkBT I (6.30)

微小時間 τ の間における Brown粒子の変位∆Rは pを用いて次のよう
に書ける．

∆R =
p

m
τ (6.31)

したがって，Rと pの分布関数 P (R,p; t)は次の積分方程式を満たす．

P (R,p; t+ τ) =

∫
P (R−∆R,p−∆p; t)

×Ψ(∆R,∆p|R−∆R,p−∆p; τ) d(∆R) d(∆p)

(6.32)

ただし，Ψは次のように定義される遷移確率である．

Ψ(∆R,∆p|R−∆R,p−∆p; τ)

= δ
[
∆R− (p/m)τ

]
K1(∆p|p−∆p; τ) (6.33)

式（6.17）の導出に習って，式（6.33）から偏微分方程式を導き，次の FP

方程式を得る．

∂P

∂t
+

p

m
· ∇RP +K · ∇pP = ζ

[
∇p ·

(
p

m
P

)
+ kBT∇2

pP

]
(6.34)

ただし，K1を用いて計算するテンソル・モーメントの値として，Langevin
方程式に基づいて評価した結果（6.30）を用いた．
t → ∞ の平衡状態において，分布関数 P は時間に依存しないので，

∂P/∂t = 0となる．このとき，FP方程式（6.34）の解は次のようなMax-

well–Boltzmann分布となる．

P ∝ exp{−[p2/2m+ V (R)]/kBT} (6.35)

ただし，外力Kはポテンシャル・エネルギー V (R)によって生じるもの
とした．

K = −∇RV (R) (6.36)
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拡散方程式

FP方程式（6.34）に射影演算子法を適用してBrown粒子の座標Rの分
布関数の時間発展方程式を導き，さらに時間・空間スケールに対する粗視
化（coarsegraining）を行うことによって，拡散方程式 — Smoluchowski

方程式（6.21）を導くことができる．
前にも述べたように，Brown粒子の運動状態の変化の速さは，運動量 p

の緩和時間の目安となる τp = m/ζ で特徴付けられる．緩和時間 τp に比
べて十分長い時間 τ が経過すると，pの分布は，初期値に依らず，Maxwell

分布になる．そのような時間スケール τ で系を見たとき，Rの分布関数
P (R, t)の時間発展は次の拡散方程式で記述される（附録 6.C）．(

∂

∂t
−D

)
P (R, t) = 0 (6.37)

ただし，Dは次のように定義される拡散演算子である．

D = D∇R ·
(
∇R − K

kBT

)
(6.38)

ここで，Dは式（6.21）に現れた拡散係数であり，次のように ζ と関係付
けられる（Einsteinの関係）．

D = kBT/ζ (6.39)

拡散方程式（6.37）を連続の式（continuity equation）の形に書くと次
のようになる．

∂P

∂t
= −∇R · J (6.40)

ここで，Jは確率密度流束（probability density flux）であり，次のよう
に与えられる．

J =
1

ζ
PK−D∇RP (6.41)

Brown粒子が流れの場 vの中にある場合，Jは次のように書かれる．

J = Pv +
1

ζ
PK−D∇RP (6.42)
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6.2 高分子鎖の拡散モデルに関する一般的考察

高分子鎖の動力学モデルとしては，Rouse5と Zimm6のばね・ビーズ模
型が有名であるが，それに先立って，Kirkwood7が分布関数の時間発展を
記述する基礎方程式の一般的定式化を行っている．具体的な理論結果の多
くは，ばね・ビーズ模型に基づいて導かれているが，高分子動力学モデル
の一般的定式化を考える上で，Kirkwood理論は重要であるので，ばね・
ビーズ模型の前に，Kirkwood理論を簡単に説明する．

6.2.1 Kirkwood’s Fokker–Planck方程式

高分子鎖の動的モデルとして，n+ 1個のビーズ（並進摩擦係数が ζ の
抵抗点）を n本の結合で順次つないだものを考える．外部直角座標系に
おける n+ 1個のビーズの座標を r = (r0, r1, · · · , rn)とし，時刻 tにおけ
る rの分布関数を P (r; t)で表すことにすると，式（6.40），（6.42)より，
P (r; t)の時間発展は次の拡散方程式で記述される．

∂P

∂t
= −

n∑
i=0

∇i · Ji (6.43)

i番目のビーズに付随する確率密度流束 Ji は次のように与えられる．

Ji = Pvi +
P

ζ
(−∇iU +Xi)−

kBT

ζ
∇iP (6.44)

ここで，vi は，ri に i番目のビーズが存在しないときのその場所におけ
る溶媒の速度であり，∇i は ∂/∂ri である．なお，vi は高分子鎖が存在
しない場合の溶媒の流れ v0

i ではなく，流体力学的相互作用によって他の
ビーズが作る摂動流の寄与を含んでいることを注意しておく．また，i番
目のビーズには高分子内ポテンシャル U によって生じる力 −∇iU と外
力Xiが働いていると考えているので，式（6.42）のKに対応するKiを
Ki = −∇iU +Xiと置いた．Jiは i番目のビーズの移動速度 uiを用いて
次のように書ける．

Ji = Pui (6.45)
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したがって, 式（6.44）に式（6.45）を代入し，関係（5.1）を用いると，次
の力の釣合の式（force balance equation）が得られる．

−Fi −∇iU +Xi − kBT∇i lnP = 0 (6.46)

この結果は，−kBT∇i lnP を溶媒が i番目のビーズに及ぼすランダムな力
とみなせば，慣性項（dp/dt）を無視した Langevin方程式（6.23）に対応
している．
式（6.46）を式（5.2）に代入したものを式（6.44）に代入すると，viの

代わりに v0
i を用いた Ji の表記が得られる．

Ji = Pv0
i +

n∑
j=0

Dij ·
[
P

kBT
(−∇jU +Xj)−∇jP

]
(6.47)

ここで，Dij は式（5.3）で定義された流体力学的相互作用テンソル Tij

（ただし，Tii = 0）を用いて次のように定義される拡散テンソルである．

Dij = kBT (ζ
−1δijI+Tij) (6.48)

式（6.1)，（6.47），（6.48）から，高分子鎖の動的モデルの時間発展を記述
する基礎方程式 — Kirkwood’s Fokker–Planck方程式が，次のように得
られる．

∂P

∂t
= −∇T · Pv0 +∇T ·D ·

[
P

kBT
(∇U −X) +∇P

]
(6.49)

ここで，v，∇，· · ·は，i番目の要素がそれぞれ vi，∇i，· · ·であるような列
ベクトルを表し，Dは，その ij要素がDijであるような，(n+1)× (n+1)

行列を表す．同様に定義された Tを用いて，Dは次のように書かれる．

D = kBT (ζ
−1I+T) (6.50)

ただし，この場合，Iは対角要素が単位テンソルであるような (n+1)×(n+1)

行列を意味する．

6.2.2 一般化座標

上のように定義された高分子鎖の動的モデルは 3(n + 1)個の運動の自
由度を持つ．しかし，実在高分子鎖の結合長や結合角はある決まった値を
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とり，運動中もそれらの値は変わらない．このような結合長や結合角に対
する拘束により，実在高分子鎖の自由度は 3(n + 1)個より小さい．その
場合，基礎方程式がどのように書かれるかについて考える．
拘束される自由度のそれぞれを座標とするような一般化座標（generalized

coordinate）を考える．結合長と結合角が拘束されている場合，外部直角
座標系における重心の座標の三つの成分，外部直角座標系に対する配向を
指定する回転角，例えば，第 1，2 結合が構成する三角形の外部直角座標系
に対する（三つの）Euler角，n− 2個の内部回転角，n個の結合長，そし
て，n− 1個の結合角の，合計 3(n+ 1)個の一般化座標を選ぶことができ
る．そのような一般化座標［の反変成分（contravariant component），あ
るいは反変ベクトル（contravariant vector）］を，q = (q1, q2, · · · , q3(n+1))

と書く．
一般化座標の中，重心座標，Euler 角，内部回転角のように自由に動

くことのできる m個（今の場合は n + 4 個）の座標を非拘束座標（un-

constrained coordinates）あるいはソフト座標（soft coordinate）と呼び，
qs = (q1, · · · , qm)と書く．一方，結合長，結合角のように，拘束を受け，
その値が一定に保たれる座標を拘束座標（constrained coordinate）あるい
はハード座標（hard coordinate）と呼び，qh = (qm+1, · · · , q3(n+1))と書
く．一般化座標 qから直角座標 rへの変換は，次の（反変）変換則［（con-

travariant）transformation law］で与えられる．

dr = Q · dq (6.51)

拘束座標に対して拘束が働かない場合，全q空間における分布関数P (q; t)

は，式（6.43）を座標変換して得られる次の連続の式を満たす．
∂P

∂t
= −g−1/2∇g1/2 · J (6.52)

ここで，∇ = ∂/∂qであり，g = |g|は次のように定義される計量テンソル
（metric tensor）gに付随する計量行列式（metric determinant）である．

g = QT ·Q (6.53)

P の規格化条件は次のように書かれる．∫
g1/2Pdq = 1 (6.54)



142 6章 動的性質

（反変）確率密度流束 J = (J1, · · · , J3(n+1)) は，q の速度 u = ⟨q̇⟩q を
用いて，J = Puで与えられる．ただし，⟨· · ·⟩q は，（共変）運動量 p =

(p1, · · · , p3(n+1))と溶媒分子の位相変数に関する平均を意味する．
拘束がある場合，qhに付随する拘束力 fhが働いて，qhに付随する確率

密度流束 Jh = Puhはなくなり，qsに付随する Js = Pusのみを問題とす
る．外力Xがない場合，拘束力 fを含んだ力の釣合の式は次のように書
ける．

u = (kBT )
−1D · [−∇(kBT lnP + U0) + f ] (6.55)

あるいは，次のように書ける．

ζ · u = −∇(kBT lnP + U0) + f (6.56)

ここで，U0は qsのみ依存するポテンシャルであり，fは全 q空間での拘
束力ベクトル f = (fs, fh)

T を表し，当然のことながら，qs に付随する拘
束力は存在しないので，fs = 0である．また，Dは一般化座標に変換され
た拡散テンソルであり，ζ = kBTD

−1 は摩擦テンソルである．
式（6.55）を，二つの条件 uh = ⟨q̇h⟩q = 0，fs = 0の下に，us につい

て解くと，Js は次のように書ける ∗．

Js = −
(
Dss −Dsh ·Dhh

−1 ·Dhs

)
· [∇sP + (kBT )

−1P∇sU0] (6.57)

qh = q0
hの拘束がある場合，全 q空間におけるの分布関数 P (q; t)と qs空

間での分布関数 P (qs; t)との間には次の関係がある．

P = C(qh) δ(qh − q0
h)P (qs; t) , (6.58)

∗式（6.55）を次のように書く．(
us

uh

)
= (kBT )

−1

(
Dss Dsh

Dhs Dhh

)
·
(

−∇s(kBT lnP + U0) + fs
−∇h(kBT lnP + U0) + fh

)
uh = 0，fs = 0，そして −∇h(kBT lnP +U0) = 0であることに留意すると，上式は次の
ように書き換えられる．

us = −(kBT )
−1Dss · ∇s(kBT lnP + U0) + (kBT )

−1Dsh · fh ,
0 = −(kBT )

−1Dhs · ∇s(kBT lnP + U0) + (kBT )
−1Dhh · fh .

2 番目の式を fh について解いて得られる fh = Dhh
−1 ·Dhs · ∇s(kBT lnP + U0) を 1 番

目の式に代入すると，式（6.57）が得られる．
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式（6.52）より，P に対する拡散方程式は次のようになる．

∂P

∂t
= −g−1/2∇sg

1/2 · Js (6.59)

ここで，gは次のように定義される．

g = g(qs,q
0
h)C

2(q0
h) (6.60)

また，P の規格化条件は次のように書かれる．∫
g1/2 P dqs = 1 (6.61)

拡散方程式（6.59）は，そのままでは解析的に理論を展開するのが困難
であり，より単純な高分子動力学モデルを用いる必要がある．そのような
モデルとして，非常に有効で，現在も用いられているのが，次節のばね・
ビーズ模型である．

6.3 ばね・ビーズ模型

6.3.1 モデルと基礎式

ばね・ビーズ模型は，高分子の静的物性の記述に用いられた，ガウス鎖
の動力学への拡張モデルと見なすことができる．ばね・ビーズ模型は，平
衡長が 0，平均二乗長が l2のHookeばね n本で n+1個のビーズを繋いだ
ものである．したがって，高分子鎖の形態を指定するのに，ビーズの座標
r = (r0, r1, · · · , rn)を直接用いることができ，その拡散方程式は式（6.49）
で与えられる．したがって，式（6.49）に含まれる∇jU の表記が与えら
れれば，拡散方程式が完成する．
ビーズ間の排除体積がない場合，1本の高分子鎖の分子内ポテンシャル

U は次のように与えられる．

U =
α

2

n∑
j=1

(rj − rj−1)
2 (6.62)

ばねの力定数 αは次式で与えられるものとする．

α = 3kBT/l
2 (6.63)
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なお，力定数が温度に比例するのは，ばねの平均二乗長を l2 としたため
である．式（6.62）より，∇jU は次のようになる．

∇jU = α(r0 − r1) for j = 0

= α(−rj−1 + 2rj − rj+1) for 1 ≤ j ≤ n− 1

= α(−rn−1 + rn) for j = n (6.64)

式（6.62），（6.64）を行列表記で書くと，それぞれ次のようになる．

U =
α

2
rT ·A · r (6.65)

∇U = αA · r (6.66)

ただし，Aは，aij = δij−δi,j−1（i = 1, 2, · · · , n; j = 0, 1, · · · , n）を要素と
する n×(n+1)行列 aを用いて，A = aT ·aで定義される (n+1)×(n+1)

対称行列であり，その要素は具体的には次のように与えられる．

A =



1 −1 0 0 · · · 0 0 0

−1 2 −1 0 · · · 0 0 0

0 −1 2 −1 · · · 0 0 0

0 0 −1 2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · −1 2 −1

0 0 0 0 · · · 0 −1 1


(6.67)

前章と同様にTij に対する前平均近似を行い，(n+1)× (n+1) 対称行
列Hを次のように定義する．

Hij = 1 for i = j

= (ζ/6πη0)⟨R −1
ij ⟩0 for i ̸= j (6.68)

X = 0の場合，以上の結果を用いると，式（6.49）と式（6.46）はそれぞ
れ次のようになる．

∂P

∂t
= −∇T · Pv0 + ζ−1∇T ·H · (αPA · r+ kBT∇P ) (6.69)

F = −αA · r− kBT∇ lnP (6.70)



6.3 ばね・ビーズ模型 145

6.3.2 基準座標

式（6.62）あるいは式（6.65)で与えられる U は 2次形式なので，適切
な基準座標に変換することで，行列AおよびHが対角化できれば，問題
が取り扱い易くなる．具体的には，以下のように，相似変換（similarity

transformation）によってH ·Aを，合同変換（congruent transformation）
によってAを同時に対角化できる変換行列Qが存在する．

Q−1 ·H ·A ·Q = Λ (6.71)

QT ·A ·Q = M (6.72)

ここで，ΛとMは対角要素がそれぞれ λj と µj の対角行列である．また，
このとき，Qの逆行列の転置Q−1T を用いた合同変換により，Hも同時
に対角化できる．

Q−1 ·H ·Q−1T = Λ ·M−1 = N (6.73)

Nは対角要素が νj の対角行列であり，νj は λj，µj と次のように関係付
けられる．

νj = λj/µj (6.74)

ここで，次のことを注意しておく．|A| = 0であり，Aの一つの固有値は
0であり，したがって対応するH ·Aの固有値も 0である．その固有値を
λ0 = µ0 = 0とする．0の固有値に対応する固有ベクトルは全ての要素が
同じ値を持ち，高分子鎖の並進運動に対応している．
変換行列Qに付随する基準座標 ξ［ξT = (ξ0, ξ1, · · · , ξn)］を次のよう

に定義する．
r = Q · ξ , ξ = Q−1 · r (6.75)

∇ = Q−1T ·∇ξ , ∇T = ∇ T
ξ ·Q−1 (6.76)

ただし，外部直角座標系において，rj と ξj はそれぞれ rj = (xj , yj , zj)，
ξj = (Xj , Yj , Zj)と書ける．
高分子溶液の粘弾性を考える場合には，高分子鎖が存在しない時の溶媒

の流れ v0
j として，次のように与えられる強度 gを持つ剪断流（5.4）を考

える．
g = g0 e

iωt (6.77)
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基準座標系で書いた溶媒の流れ v0
ξ は v0 = Q · v0

ξ で与えられるので，拡
散方程式（6.69）は，基準座標系で次のように書ける．

∂P

∂t
= −∇ T

ξ · v0
ξP + ζ−1∇ T

ξ · (αΛ · ξP + kBTN ·∇ξP ) (6.78)

基準座標の番号を明示的に書くと次のようになる．

∂P

∂t
=

n∑
j=0

[
−gYj

∂P

∂Xj
+
αλj
ζ

∇j · (ξjP ) +
kBTνj
ζ

∇ 2
j P

]
(6.79)

ただし，∇j = ∇ξj である．
式（5.5）より，（複素）固有粘度 [η]は次のように書ける．

[η] = − NA

Mη0g
⟨yT · Fx⟩ (6.80)

ここで，xT = (x0, x1, · · · , xn)であり，F T
x = (F0x, F1x, · · · , Fnx)は次の

ように与えられる．

Fx = −αA · x− kBT∇x lnP (6.81)

ただし，∇ T
x = (∂/∂x0, ∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn)である．−⟨yT ·Fx⟩を基準座

標を用いて書くと，次のようになる．

−⟨yT · Fx⟩ =
∫
(αyT ·A · x+ kBTy

T ·∇x lnP )Pdr

= α⟨yT ·A · x⟩ = α⟨YT ·M ·X⟩

=
N∑
j=1

αµj⟨XjYj⟩ (6.82)

ここで，XT = (X0, X1, · · · , Xn)である．式（6.79）より，⟨XjYj⟩は次の
微分方程式の解である．

∂⟨XjYj⟩
∂t

= −2αλj
ζ

⟨XjYj⟩+ g⟨Y 2
j ⟩ (6.83)

さらに，上式に含まれる ⟨Y 2
j ⟩は微分方程式の解である．

∂⟨Y 2
j ⟩
∂t

= −2αλj
ζ

⟨Y 2
j ⟩+ 2kBTνj

ζ
(6.84)
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微分方程式（6.84）を解くと，⟨Y 2
j ⟩は次のようになる．

⟨Y 2
j ⟩ = kBT

αµj
+

(
Y 2
j0 − kBT

αµj

)
e−2αλjt/ζ (6.85)

この結果を微分方程式（6.83）に代入して解くと，⟨XjYj⟩は次のように
なる．

⟨XjYj⟩ =
kBT

αµj(2αλj/ζ + iω)
(g − g0e

−2αλjt/ζ)

+
1

iω

(
Y 2
j0 − kBT

αµj

)
(g − g0)e

−2αλjt/ζ

+Xj0Yj0e
−2αλjt/ζ (6.86)

式（6.85），（6.86）中のXj0と Yj0はそれぞれXj と Yj の時刻 t = 0にお
ける初期値である．
式（6.86）において t→ ∞と置いた ⟨XjYj⟩ の定常解を用いると，定常

複素固有粘度は次のように書かれる

[η] =
RT

Mη0

n∑
j=1

τj
1 + iωτj

(6.87)

ただし，τj は j番目の基準座標に付随する緩和時間であり，次のように定
義される．

τj =
ζ

2αλj
=

Mη0[η]0

RTλj

( n∑
j=1

λ −1
j

) (6.88)

ここで，Rは気体定数であり，[η]0 は ω = 0のときの固有粘度である．
複素固有粘度 [η]と複素固有剛性率 [G]の実部と虚部をそれぞれ次のよ

うに定義する．
[η] = [η′]− i[η′′] (6.89)

[G] = [G′] + i[G′′] (6.90)

[G′]と [η′′]，[G′′]と [η′]の間にはそれぞれ次のような関係がある．

[G′] = ωη0[η
′′] , [G′′] = ωη0[η

′] (6.91)



148 6章 動的性質

したがって，[G′]と [G′′]はそれぞれ次のように書ける．

[G′] =
RT

M

n∑
j=1

ω2τ 2
j

1 + ω2τ 2
j

[G′′] =
RT

M

n∑
j=1

ωτj
1 + ω2τ 2

j

(6.92)

以上の結果より，固有粘度と固有弾性率が緩和時間 τj あるいは固有値
λj を用いて書き表されることが分かる．固有粘度と固有弾性率に限らず，
他の動的物理量も λj を用いて書くことができる．

6.3.3 固有値問題

式（6.71）の対角化問題は，次の固有値問題と同等である．

H ·A ·αj = λjαj , (6.93)

ここで，αj = (α0j , α1j , · · · , αnj) は固有値 λj に付随する固有ベクトルで
あり，変換行列Qは αj の要素 αij を ij 要素とする行列である．
固有値問題において添字 j は本質的ではないのでそれを省略し，さら

に nが非常に大きい場合を考えているので，r = 2i/n − 1の置き換え，
αij = αi = α(r)を行い，rを連続変数と見なす．そのような置き換えを
行うと，式（6.93）は次の積分方程式になる．

α′′(r) + h

∫ 1

−1

α′′(s)

|r − s|1/2
ds = −N

2λ

4
α(r) (6.94)

ただし，α(r)は次の自由端に対応する境界条件を満たす．

α′(±1) = 0 (6.95)

また，hは式（5.28）で定義された素抜けパラメタである．rの代りにx = i/n

を用いると，式（6.94）は次のように書ける．

α′′(x) + 21/2h

∫ 1

0

α′′(y)

|x− y|1/2
dy = −N2λα(x) (6.96)
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その場合，境界条件は次式で与えられる．

α′(0) = α′(1) = 0 (6.97)

当然のことながら，式（6.94），（6.96）のいずれを用いても同じ固有値列が
得られ，動的物理量の理論値は一致する．ただし，固有関数（固有ベクト
ル）の形は異なる．以下，素抜け極限（h = 0）と非素抜け極限（h = ∞）
の両極限における結果のみを示す．

（i）素抜け極限（h = 0）
この場合，H は単位行列となるので，式（6.71），（6.72）より関係式

QT = Q−1 が成り立ち，Q は直交変換行列となる．したがって，固有関
数は直交関数列となる．固有値は次のような Rouse素抜け固有値（free-

draining eigenvalues）となる．

λj = π2j2/n2 (j = 0, 1, · · · , n) (6.98)

式（6.94）を用いたときの固有関数は次のようになる．

αj(r) = (2/n)1/2 cos(πjr/2) for even j

= (2/n)1/2 sin(πjr/2) for odd j (6.99)

一方，式（6.96）を用いたときの固有関数は次のようになる．

αj(x) = (2/n)1/2 cos(πjx) (6.100)

式（6.99）あるいは式（6.100）で与えられる固有関数を Rouse素抜け固
有関数（free-draining eigenfunctions）と呼ぶ．この固有関数は，h ̸= 0の
場合の近似関数としても有用である．
式（6.87）に式（6.98）を代入して ω = 0とおくと，式（5.29）の結果

が得られる．また，式（6.88），（6.98）より，τj は次のように書かれる．

τj =
6Mη0[η]0
π2RTj2

(6.101)

座標変換式（6.75）は次のように書かれる．

ri =
∑
j

αijξj (i = 0, 1, · · · , n) (6.102)
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j = 0 1 2 3

図 6.1 基準座標．

ただし，αij = αj(x)（x = i/n）である．式（6.100），（6.102）より，あ
る一つの基準座標 ξj のみが励起したとき，ri = (2/n)1/2 cos(πij/n)ξj と
なる．そのときの高分子鎖の変位状態を模式的に描くと，図 6.1のように
なる．

（ii）非素抜け極限（h = ∞）
この場合，式（6.94）左辺第 1項のα′′(r)を無視することができる．Rouse

素抜け固有関数が近似固有関数として有効であることに留意して，αj(r)
を Fourier展開（Rouse素抜け固有関数展開）すると，展開係数 ajk に対
して次のような連立方程式が得られる．

G · aj = λ′jaj (6.103)

ここで，Gは式（6.94）の積分核 |r− s|−1/2の Fourier展開係数を要素と
する行列であり，λ′j は次のように定義される．

λj = (4h/N2)λ′j (6.104)

Rouse素抜け固有関数が近似固有関数として有効であることは，行列G

の対角要素が非対角要素に比べて大きいことを意味する．そこで，次式で
与えられる λ′j に対する摂動解を固有値として用いる．

λ′j = Gjj −
∞∑
k=0
̸=0

GjkGkj
Gkk −Gjj

(Zimm) (6.105)
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Gの対角要素 Gjj は次のように与えられる．

Gjj = πj1/2[πjC(πj)− 1
2S(πj)] (6.106)

ここで，C(x)と S(x)はそれぞれ次のように定義される余弦および正弦
Fresnel積分である．

C(x) = (2π)−1/2

∫ x

0

t−1/2 cos t dt

S(x) = (2π)−1/2

∫ x

0

t−1/2 sin t dt (6.107)

計算結果を式（5.30）の形で書くと，Flory–Fox因子 Φ0 の値は次のよ
うになる．

Φ0 = 2.84× 1023 (h = ∞; Zimm) (6.108)

また，j 番目の基準座標に付随する τj は次のように書かれる．

τj =
Mη0[η]0

0.586RTλ′j
(6.109)

式（6.104），（6.105）で与えられるλjをZimmの非素抜け固有値（nondrain-

ing eigenvalues）と呼ぶ．
非素抜け極限極限の固有関数を Rouse素抜け固有関数に等しいとする

近似（Hearst近似 8）を用いると，式（6.105）においてGjk（j ̸= k）の
寄与は消えるので，λ′j は次のように書ける．

λ′j = Gjj (6.110)

比較のために，非素抜け極限における ZimmとHearstの λ′j 値を表 6.1 に
示す．この近似を用いたときの Φ0 値は次のようになる．

Φ0 = 2.818× 1023 (h = ∞; Hearst) (6.111)

また，hが 0，∞以外の値をとるときの λj を，次のように書くことがで
きる．

λj =
π2

N2

(
j2 +

4hGjj
π2

)
(for any h) (6.112)
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表 6.1 非素抜け固有値 λ′j．

j Zimm Hearst

0 0 0

1 4.04 4.10

2 12.79 12.87

3 24.2 24.3

4 37.9 37.9

5 53.5 53.4

この結果は素抜けと非素抜けの寄与の和の形になっている．
摂動展開（6.105）の収束は遅く，摂動次数を上げていってもなかなか

極限値に近付かない．収束の速い他の摂動法を用いて，次の Φ0値が得ら
れている 9．

Φ0 = 2.856× 1023 (6.113)

この値は，前章で述べたAuer–Gardner値に非常に近く，屈曲性高分子の
場合，Brown運動を考慮してもしなくても，[η]0値に対する理論予測がほ
ぼ同じであることが分かる．

6.3.4 ばね・ビーズ模型の限界

ばね・ビーズ模型は高分子量屈曲性高分子の動的性質の記述に大きな成
功をおさめた．しかし，静的物理量や定常輸送係数の場合と同様，実在高
分子鎖の局所的な情報を完全に捨象してしまっているため，局所的な情報
が反映する短時間挙動の記述には適していない．丁度，結晶の微小振動に
対して連続体近似を用いた Debyeの比熱理論が，高エネルギー（高振動
数）領域の記述に適していないのと事情は同じである．また，ばね・ビー
ズ模型は仮想的な抵抗点によって構成されているため，実在高分子鎖の繰
返し単位の回転運動などを記述することはできない．そのような目的のた
めには，より精巧なモデルが必要となる．
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6.4 動的らせんみみず鎖

高分子鎖を構成する繰返し単位の回転運動を記述するためには，モデル
の構成単位が並進の自由度に加え回転の自由度を持つ必要がある．した
がって，節 6.2で説明したKirkwoodの一般的定式化を，並進摩擦のみを
持つビーズで構成されたモデルから，並進ならびに回転摩擦を持つ剛体で
構成されたモデルへと拡張しなければならない．そのようなモデルの分子
内ポテンシャル U としては，隣り合う剛体の相対的な配向に依存し，高分
子鎖の局所的な曲げと捩れを適切に表現できるものを用いる必要があり，
必然的にらせんみみず鎖を動的モデルに拡張することになる．
並進摩擦係数 ζt と回転摩擦係数 ζr を持つ，したがって並進と回転の 6

個の自由度を持つ n個の剛体を長さ lの結合で繋いだモデルを考える．さ
らに，モデルの整合性の目的のために，並進の自由度のみを持つビーズ
（ζt）を鎖の終端に付ける．外部直角座標系における i番目（1 ≤ p ≤ n）
の剛体の中心の座標を riとし，それに固定した局所直角座標系 (ξi, ηi, ζi)

の外部直角座標系に対する Euler角 Ωi = (θi, ϕi, ψi)でその配向を表す．
したがって，拘束を考えない場合の全空間の次元数は 6n+ 3となる．こ
の中，3個の自由度は終端に付けたビーズに付随する．
このままでは，結合ベクトル li = ri+1− ri（i = 1, 2, · · · , n）の配向と i

番目の剛体は無関係に運動するので，ζi軸の方向が liの方向に一致するよ
うに，2n個の拘束を課す．さらに，n個の結合ベクトルの大きさを lに固
定するために，n個の拘束を課す．合計 3n個の拘束が課されるので，非拘
束座標の数は 3n+3となる．具体的には，n組のEuler角 {Ωn} = (Ω1, · · ·,
Ωn)と，外部直角座標系における鎖の位置を表すための座標Rc，例えば
重心座標である．
隣り合う i番目と i+1番目の剛体の対配向ポテンシャル uはΩiとΩi+1

に依存する．それが，式（3.45）で与えられる，鎖長∆sのらせんみみず鎖
の条件付分布関数G(Ω|Ω0;∆s)を用いて，次のように定義されるとする．

u(Ωi,Ωi+1) = −kBT lnG(Ωi+1|Ωi; ∆s) (6.114)
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li

ξi ηi

ζi

図 6.2 動的らせんみみず鎖．

鎖全体のポテンシャルエネルギー U は次のように書かれる．

U =
n−1∑
i=1

u(Ωi,Ωi+1) = −kBT ln

[n−1∏
i=1

G(Ωi+1|Ωi;∆s)
]

(6.115)

したがって，平衡分布関数 Peq({Ωn})は次のように書かれる．

Peq({Ωn}) = (8π2)−1
n−1∏
p=1

G(Ωp+1|Ωp;∆s) (6.116)

この平衡分布関数を用いて鎖の平均二乗両端間距離 ⟨R2(n)⟩を計算するこ
とができる．なお，nが十分大きいときの ⟨R2(n)⟩が，全鎖長が n∆sの
らせんみみず鎖の平均二乗両端間距離（3.49）に等しくなるような∆sの
値を用いる．λ∆s→ 0の極限において∆s = lとなるので，λ−1 に比べて
∆sが小さい場合，∆s ≃ lである．
以上のように定義されたモデルを動的らせんみみず鎖と呼ぶ．図 6.2は

それを模式的に示したものである．図は，ζi軸の方向に対する拘束が未だ
課されていない段階のものであり，拘束を課すことによって，ζi軸が liに
重なる．
Rc と {Ωn}の分布関数 P (Rc, {Ωn}; t)を次のように書く．

P (Rc, {Ωn}; t) ≡ Peq({Ωn}) Φ(Rc, {Ωn}; t) (6.117)
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節 6.2.2に説明した手順に従い，さらに流体力学的相互作用を前平均する
近似を用いると，非拘束座標 (Rc, {Ωn})空間における Φに対する拡散方
程式は次のようになる．(

∂

∂t
−Dc∇ 2

c + L
)
Φ(Rc, {Ωn}; t) = 0 (6.118)

ここで，Dc は前章で現れた並進拡散係数であり，∇c = ∂/∂Rc である．
また，Lは {Ωn}に関する拡散演算子であり，次のように定義される．

L = −kBTζ−1
r P −1

eq

n∑
i,j=1

LiPeq ·Mij · Lj (6.119)

Liは Ωiの関数に作用する角運動量演算子であり，式（3.44）で定義され
る．また，Mij は次のように定義される 3× 3行列である．

Mij = δijI−E T
j · (C−1)ij ·Ej (6.120)

ここで，Iは 3× 3単位行列である．また，Ei は，その成分が Ωi の関数
である，3 × 3行列，Cは {Ωn}に依存する 3n × 3n拘束行列であるが，
詳細については省略する．
導かれた拡散方程式（6.118）は，Rcと {Ωn}について分離しており，鎖

の並進運動は時間に依存しない拡散係数Dcで記述される．これは流体力
学的相互作用を前平均したためである．前平均近似を行わない場合，Rc

と {Ωn}は分離できず，鎖全体の並進運動と内部運動は互いに独立ではな
くなる．そのとき，（6.22）で定義される拡散係数Dc(t)は初期値Dc(0)か
ら時間とともに幾分（∼ 10%）減少して，ある一定値Dc(∞)となる．動
的光散乱実験で決定される並進拡散係数はDc(∞)に対応している．
拡散方程式（6.118）は，Cが {Ωn}に依存するので，そのままでは解

析的に理論計算を進めることができない．そこで，Cの前平均が行われ
るが，これによって ζi 軸と li を一致させる拘束が部分的に破綻する．し
かし，対象とする動的物理量によっては，その影響は余り大きくない．ば
ね・ビーズ模型では取り扱うことのできない，誘電緩和，核磁気緩和，蛍
光偏光解消，動的粘弾性（高周波領域），動的流動複屈折（高周波領域），
動的異方性光散乱，動的等方性光散乱（半屈曲性高分子）などの多くの動
的物理量について研究が行われ，有用な結果が得られている．
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6.A 時間相関関数

質量がmのN 個の粒子から成る系を考える．系の状態を指定する位相変
数 γ は次の通りである．

γ = (R,p) = R1, · · · ,RN ,p1, · · · ,pN

系のポテンシャルエネルギーを U(R)とすると，Hamiltonian H(γ)は次
のように書ける．

H(γ) =

N∑
j=1

p 2
j

2m
+ U(R) (6.A.1)

時間 tの関数である γ(t)の時間発展はHamiltonの運動方程式によって記
述される．γ(t)は初期値 γ0 =γ(0)の関数でもあるので，それを明記する
場合，γ(t) =γ(γ0; t) と書くことにする．
任意の力学変数 Aは γ の関数であるので，γ を通して，γ0と tの関数

となる．
A[γ(t)] = A(γ0; t) = A(t) (6.A.2)

Aの時間相関関数 ⟨A(0)A(t)⟩を次のように定義する．

⟨A(0)A(t)⟩ ≡
∫
A(γ0; 0)A(γ0; t) feq(γ0) dγ0 (6.A.3)

ここで，feq(γ)は γ の平衡分布関数である．
γ の分布関数 f(γ; t) の時間発展は，Hamilton の運動方程式と同等な

Liouville方程式によって記述される．(
∂

∂t
+ iL

)
f(γ; t) = 0 (6.A.4)

ここで，iは虚数単位であり，Liouville演算子 iLは次のように定義される．

iL = [· · · ,H] =

N∑
j=1

[
(∇pjH) · ∇Rj − (∇RjH) · ∇pj

]
=

N∑
j=1

(
pj
m

· ∇Rj + fj · ∇pj

)
(6.A.5)
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fj は，U(R)によって生じる，j 番目の粒子に働く力である．

fj = −∇RjU (6.A.6)

feq は Liouville方程式の定常解（∂feq/∂t = 0）であり，次のように与え
られる．

feq = e−H/kBT
/∫

e−H/kBT dγ (6.A.7)

力学変数 Aの時間発展は次の方程式で記述される †．(
∂

∂t
− iL

)
A = 0 (6.A.8)

式（6.A.4）と式（6.A.8）の関係は，量子力学において，波動関数の時間発展を
記述する Schrödinger方程式と力学変数の時間発展を記述するHeisenberg

方程式の関係に対応している．
式（6.A.4）を満たす条件付分布関数 — Green関数G(γ|γ0; t)は次の微

分方程式の解である．(
∂

∂t
+ iL

)
G(γ|γ0; t) = δ(t) δ(γ − γ0) (6.A.9)

G(γ|γ0; t)の形式解は次のように書かれる．

G(γ|γ0; t) = e−iLtG(γ0|γ; 0)

= e−iLtδ(γ − γ0) (6.A.10)

また，t = 0のときに γ0 であった系に対して，時刻 tにおける力学変数
A(γ0; t)は G(γ|γ0; t)を用いて次のように書かれる．

A(γ0; t) =

∫
A(γ)G(γ|γ0; t) dγ (6.A.11)

†

∂A

∂t
=

N∑
j=1

[
(∇Rj

A) ·
∂Rj

∂t
+ (∇pjA) ·

∂pj

∂t

]

=

N∑
j=1

[
(∇pjH) · (∇Rj

A)− (∇Rj
H) · (∇pjA)

]
= [A,H] = iLA
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したがって，式（6.A.3）は次のように書き換えられる．

⟨A(0)A(t)⟩ =
∫
A(γ) e−iLtδ(γ − γ0)A(γ0)feq(γ0) dγ dγ0

=

∫
A(γ) e−iLtA(γ)feq(γ) dγ

=

∫
feq(γ)A(γ) e

iLtA(γ) dγ

= ⟨AeiLtA⟩ (6.A.12)

ここで，2行目から 3行目への変形においては，Lが自己随伴（self-adjoint:

L† = L）であるので, ⟨f,Lg⟩ = ⟨L†f, g⟩ であることを用いた．

6.B 輸送係数の時間相関関数表示

平衡ではない系が，時間とともにどのように変化するかを考えるのが非
平衡統計力学である．非平衡の問題は一般には複雑であり，体系的理解は
困難であるが，平衡状態からのずれが小さい系に対象を限れば，線形応答
（linear-response）と呼ばれる体系的な見方ができる 4．外部から一般的な
力（刺激）が加わると，系は新しい平衡状態へ移行するが，その力が小さ
いうちは，系の応答は力に比例する — 線形不可逆現象 — と考えられる．
その場合，系の応答を特徴付ける各種の輸送係数 σは，一般的に，ある力
学変数 Aの時間相関関数の Fourier–Laplace変換で表すことができる．

σ(ω) = C

∫ ∞

0

⟨A(0)A(t)⟩e−iωtdt (6.B.1)

この表記は，角振動数 ω の周期的な小さい力が働くときの σ を与えるも
ので，ω = 0とすれば，定常的な力が働く場合の σを与える．以下では，
幾つかのそのような例について説明する．
先ず，Brown粒子の並進拡散係数Dについて考えよう．時間 τ の間に

粒子が移動する距離∆Rは，運動量 p(t)を用いて次のように書ける．

∆R =
1

m

∫ τ

0

p(t) dt (6.B.2)
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これと式（6.22）より，Dは p(t)を次のように表すことができる．

D =
1

6m2τ

∫ τ

0

∫ τ

0

⟨p(t) · p(t′)⟩ dt dt′ (6.B.3)

定常過程では ⟨p(t) · p(t′)⟩ = ⟨p(0) · p(t′ − t)⟩ であることを用いると，式
（6.B.3）は次のように書き換えられる．

D =
1

3m2

∫ τ

0

(
1− s

τ

)
⟨p(0) · p(s)⟩ds (6.B.4)

pが平衡値に緩和する時間 τp に比べて十分長い時間スケールにおけるD

を問題とする場合は，次の表記を用いればよい．

D =
1

3m2

∫ ∞

0

⟨p(0) · p(t)⟩dt (6.B.5)

このような，速度の相関関数を用いた易動度の表記は第 1種揺動散逸定理
と呼ばれる．
Langevin方程式（6.23）の外場がない場合（K = 0）の形式解（6.25）

より，次の関係式が得られる．

p(0) · ⟨p(t)⟩1 = p 2
0 e

−ζt/m (6.B.6)

⟨|p(0)|2⟩ = 3mkBT であることに留意すると，pの時間相関関数は次のよ
うに書ける．

⟨p(0) · p(t)⟩ = 3mkBTe
−ζt/m (6.B.7)

これを式（6.B.5）に代入しても，Einsteinの関係（6.39）が得られる．
式（6.26）の第 1式において，⟨|p(t)|2⟩ = ⟨|p(0)|2⟩ = 3mkBT，C = 2ζkBT

であることと，⟨A(t′) ·A(t′′)⟩ = ⟨A(0) ·A(t′′ − t′)⟩であることに留意し
て，積分を部分的に実行すると次の関係が得られる．

3mkBT = 3mkBTe
−2(ζ/m)t

+
m

ζ
e−2(ζ/m)t

∫ t

0

[
e(ζ/m)(−s+2t) − e(ζ/m)s

]
⟨A(0) ·A(s)⟩ds

(6.B.8)
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t→ ∞の極限を考え，Pが平衡値に緩和する時間 τp = m/ζの時間スケー
ルで見ると，異なる時刻のAの間に相関がないことに留意すると，ζ に対
する次の表記が得られる．

ζ =
1

3kBT

∫ ∞

0

⟨A(0) ·A(t)⟩dt (6.B.9)

このような，ランダムな力の相関関数を用いた摩擦係数の表記は，第 2種
揺動散逸定理と呼ばれる．
最後に，純液体の定常剪断粘度 ηに対する時間相関関数表示の結果のみ

を示す．
η =

1

V kBT

∫ ∞

0

⟨Jxy(0)Jxy(t)⟩ e−iωtdt (6.B.10)

ここで，V は系の体積であり，Jxy は次のように定義される運動量流束テ
ンソルの xy成分である．

J =

N∑
j=1

(
pjpj
m

+Rjfj

)
. (6.B.11)

6.C Fokker–Planck方程式から拡散方程式の導出

τp を単位として時間を，また pの各成分の根平均値 p =
√
2mkBT を単

位として p を，さらに τp の間に速度
√
2mkBT/m で移動する距離 l =

√
2mkBT/ζ を単位として長さを測ることにし，FP方程式（6.34）を以下
のような還元量を用いて書き直す．

t/τp −→ t

p/p −→ p

R/l −→ R

K/(p/τp) −→ K

FP方程式は次のように書ける．(
∂

∂t
− L

)
P (R,p; t) = 0 (6.C.1)
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微分演算子 Lは次のように与えられる．

L = L0 + δL (6.C.2)

L0 = 1
2∇

2
p +∇p · p (6.C.3)

δL = −p · ∇R −K · ∇p (6.C.4)

また，時刻 t = 0において運動量 p0の Brown粒子が座標原点に在る場合
の条件付き分布関数 G(R,p|p0; t)は次の微分方程式を満たす．(

∂

∂t
− L

)
G(R,p|p0; t) = δ(t) δ(R) δ(p− p0) (6.C.5)

pの初期分布がMaxwell分布 ψeq(p0) = π−3/2e−p
2

0 （p0 = |p0|）の場合
の条件付き分布関数G(R,p; t)は，G(R,p|p0; t)を用いて，次のように書
ける．

G(R,p; t) =

∫
G(R,p|p0; t)ψeq(p0) dp0 (6.C.6)

G(R,p; t)は次の微分方程式を満たす．(
∂

∂t
− L

)
G(R,p; t) = π−3/2δ(t) δ(R) e−p

2

(6.C.7)

ただし，p = |p|である．
規格化された Hermite多項式Hn(x)は次のように定義される．

Hn(x) =
(−1)n√
2nn!

√
π
ex

2 dn

dxn
e−x

2

Hn は次の規格化条件を満たす．∫ ∞

−∞
e−x

2

Hn(x)Hn′(x) dx = δnn′

Hn(p)を次のように定義する．

Hn(p) = Hnx(px)Hny (py)Hnz (pz) (6.C.8)



162 6章 動的性質

ここで，n = (nx, ny, nz)，p = (px, py, pz)である．定義より，Hn(p)は
規格化条件を満たす．∫

e−p
2

Hn(p)Hn′(p) dp = δnxn′
x
δnyn′

y
δnzn′

z
(6.C.9)

なお，e−p2Hn(p)は演算子 L0 の固有関数になっている．

L0e
−p2Hn(p) = −(nx + ny + nz)e

−p2Hn(p) (6.C.10)

このように導入されたHn(p)を用いて，G(R,p|p0; t)は次のように展
開される．

G(R,p|p0; t) =
∑
n,n′

Gnn′(R; t) e−p
2

Hn(p)Hn′(p0) (6.C.11)

ここで，展開係数 Gnn′(R; t)は次のように与えられる．

Gnn′(R; t) =

∫ ∫
G(R,p|p0; t)Hn(p) e

−p 2
0 Hn′(p0) dp dp0 (6.C.12)

また，式（6.C.6）より，G(R,p; t)の展開形は次のように書かれる．

G(R,p; t) = π−3/4
∑
n

Gn0(R; t) e−p
2

Hn(p) (6.C.13)

さらに，初期条件 δ(p− p0)は次のように書くことができるので，3章で
説明した連続鎖の場合と同様に理論を展開することが可能である．

δ(p− p0) = e−p
2 ∑

n

Hn(p)Hn(p0) (6.C.14)

以下では，以上説明した FP方程式の性質に基づいて，射影演算子法と
粗視化について説明する．射影演算子 P を次のように定義する．

P = e−p
2

H0(p)

∫
dpH0(p) (6.C.15)

恒等演算子 1は次のように書ける．

1 = e−p
2 ∑

n

Hn(p)

∫
dpHn(p) (6.C.16)
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したがって，P に補完的な射影演算子 P ′ = 1 − P は次のように定義さ
れる．

P ′ = 1−P = e−p
2 ∑
n (̸=0)

Hn(p)

∫
dpHn(p) (6.C.17)

定義より，互いに補完的な二つの射影演算子 P，P ′ は次の性質を持つ．

P2 = P, P ′2 = P ′

PP ′ = P ′P = 0

G(R,p|p0; t)あるいはG(R,p; t)の FP方程式に，P，P ′を作用させ，
G = PG+ P ′Gの関係を用いると，PGと P ′G に対する連立微分方程式
が得られる．ただし，初期条件を表す項は省略した．

∂

∂t
PG = PLPG+ PLP ′G

∂

∂t
P ′G = P ′LPG+ P ′LP ′G (6.C.18)

2番目の式を P ′Gについて解き，1番目の式に代入すると，PGに対する
次の方程式が得られる．

∂

∂t
PG(t) = PLPG(t) + PLetP

′LP ′G(0)

+PL
∫ t

0

e(t−s)P
′LP ′LPG(s) ds (6.C.19)

G(R,p|p0; t)，G(R,p; t)に対して P を作用させると，それぞれ次のよ
うになる．

PG(R,p|p0; t) = π−3/4
∑
n

G0n(R; t) e−p
2

Hn(p0) (6.C.20)

PG(R,p; t) = π−3/2G00(R; t) e−p
2

(6.C.21)

L0 の性質（6.C.10）と P の定義（6.C.15）より，R と p の任意の関数
f(R,p)に対して次の関係が成り立つ．

L0Pf = PL0f = 0 (6.C.22)
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また，δLの定義（6.C.4）より，いずれのGに対しても，次の関係が成り
立つ．

PδLPG = 0 (6.C.23)

式（6.C.22），（6.C.23）と P ′ = 1−P の関係に留意すれば，PGに対する
方程式は次のように書ける．

∂

∂t
PG(t) = P δL

∫ t

0

e(t−s)P
′LδLPG(s) ds+P δLetP

′LP ′G(0) (6.C.24)

考えている長さのスケール，すなわち，Brown粒子の運動量 pが平衡
値に緩和する時間 τpに粒子が移動する距離 l̄程度では，粒子の空間分布な
らびに V (R)がほとんど変化しないと仮定すると，次の関係が成り立つ．

|L0G| ≫ |δLG| (6.C.25)

そのような仮定の下で，関係式（3.B.9）を用い，δL の高次の項を無視す
ると，式（6.C.24）は次のようになる．

∂

∂t
PG(t) = P δL

∫ t

0

e(t−s)L0δLPG(s) ds+ P δLetL0P ′G(0) (6.C.26)

ただし，P ′L0f = (1− P)L0f = L0f であることを用いた．δLの高次項
を無視したことは，l̄に比べて非常に長いスケールでの PGの分布のみを
問題とし，空間スケールに対する粗視化を行ったことになっている．
G(R,p|p0; t)，G(R,p; t)を pについて積分して得られる Rのみの分

布関数をそれぞれ Ḡ(R|p0; t)，Ḡ(R; t)と書く．Ḡと PGの間にはそれぞ
れ次の関係が成り立つ．

Ḡ(R|p0; t) = π3/4
∑
n

G0n(R; t)Hn(p0)

= π3/2ep
2

PG(R,p|p0; t) (6.C.27)

Ḡ(R; t) = G00(R; t) = π3/2ep
2

PG(R,p; t) (6.C.28)

いずれの場合も，PG = π−3/2e−p
2

Ḡと書け，Ḡ は pに依存しないので，
式（6.C.26）右辺第 1項の pに対する演算は e−p

2 を対象とする．e−p2 に
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対する演算を実行すると，次のようになる ‡．

PδLetL0δLe−p
2

= 1
2e

−p2∇R · e−t(∇R − 2K) (6.C.29)

式（6.C.26）右辺第 2項は，運動量pの初期分布の影響を表しており，G(0)
が平衡（Maxwell）分布 ψeqの場合，P ′の定義（6.C.17）より P ′G(0) = 0

であるから，0となる．さらに，G(0)が式（6.C.15）のように与えられる
場合，PδLetL0P ′G(0)は e−tに比例する．したがって，式（6.C.26）は次
のようになる．

∂

∂t
Ḡ(t) = 1

2∇R ·
∫ t

0

e−(t−s)(∇R − 2K)Ḡ(s) ds+ Ce−t (6.C.30)

ただし，G(0) = ψeq のときの係数 C は 0である．
式（6.C.30）を導くのに，長さの単位としている l̄程度のRの変化では

Ḡも V もほとんど変化しないことを仮定したが，この仮定は，時間の単
位としている τp程度の tの変化では Ḡがほとんど変化しないことを意味
する．したがって，式（6.C.30）右辺第 1項に含まれる因子 e−(t−s)Ḡ(s)

は実質的には e−(t−s)Ḡ(t)と置き換えることができる．さらに，同じ理由
から，右辺第 2項 Ce−t を 0と置いてよい．Ḡ(t)の時間変化を問題とす
るときの時間スケール τrが τpに比べて非常に大きいため，そのような時
間スケールで Brown粒子の運動をみたとき，pは瞬時に平衡分布になる．
したがって，2種類の Ḡの区別はなくなり，ともにRの分布関数 P (R, t)

となる．このような時間スケールに対する粗視化を行うと，式（6.C.30）
から P (R, t)の時間発展を記述する拡散方程式が得られる．

∂

∂t
P (R, t) = 1

2∇R · (∇R − 2K)P (R, t) (6.C.31)

実際の単位系で拡散方程式を書くと，式（6.37）のようになる．

‡ e−p2 に微分演算子 δLetL0δL を作用させると次のようになる．

δLetL0δLe−p2 = e−p2
[
∇R · pp+K · (I− 2pp)

]
· e−t(∇R − 2K)

さらに，射影演算子 P を作用させ，⟨pp⟩ = π−3/2
∫
e−p2pp dp = 1

2
I であることを用い

れば，式（6.C.29）の結果を得る．
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