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Un produit de composition des fonctions sur des espaces symétriques

semi-simples

par Shigeru Sano ( 4£5% )

(The Institute of Vocational Training)
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§0. Introduction

Dans le groupe localement compact, un produit de composition
des fonctions est une notion fondamentale. Le produit de
compostion a rapport & la théorie de représentation du groupe.
Dans le cés particulier du groupe abélien, la transformation de
Fourier garde ce produit, c'est-a-dire, ?;i = $~ @ . D'autre
part, dans l'espace symétrique riemannien G/K, le produit de
composition est définit pour des fonctions K-biinvariantes.

On veut donner le produit de composition dans un espace
symétrique semi-simple G/H. On généralise la décomposition de
Cartan associée a (G,H)(Corollaire 1.2). D'aprés cette
dééomposition, on définit le prodﬁit de compositions qui coincide avec
celui du groupe et de l'espace symétrique riemannien (Définitioni 1),

‘vHarish-Chandra a montré ie théoréhe de récurrence associe a

le produit de composition dans le groupe de Lie semi-simple
pour étudier les distributions propres invariantes (Théoréme 1 [Z(QH ).
On généraiise ce théoreme dans l’espace symétrique semi-simple |

G/H (Théoréme 1.1).
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§1. Un produit de composition

Dans ce paragraphe, on étudie un produit de composition des

fonctions mesurables sur des espaces symétriques semi-simples.
Le produit de composition est utile & 1'analyse harmonique sur les
espaces symétriques comme dans le cas des groupes de Lie.

Soit G un groupe ;ie Lie semi-simple conne#e muni d'une invo-
lution O~ , et (g , ﬁ ,0-) l'algébre de Lie symétrique associée.
Soit H. le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie -5 , G le
sous-groupe des poir_lts fixes de 0~ dans G et H un sous-groupe
fermé de G compris entre H, et G,. On considére une involution de
Cartan @ de % qui commute & O~. Soit %:5-{-0& (resp. (g- 'E+‘P )
la décomposition de 6) correspondant aux valeurs propres +1 et —l’pour T
(resp.@). Soit K le sous-groupe analytique de G associé é'ﬁ,

Soit % un sous-espace abélien maximal de ‘rno{ et B un sous-
groupe analytique de G associé. La décomposition suivante de G est

donnée par ( Corollaire I.4.[3] ).

Proposition 1.1. Le groupe G admit la décomposition suivante :
G = KBH .

De plus h.b-H-hlb;H si, et seulement si, il existeun élément l de
KnH tel que h=fJl et b,-l-'bl,e. v
Soit ’Z—o un sous-espace abélien de 'P . %, s'appel le un espace
% -déployé s'il satisfait aux conditions: 1) ’&-=;x.o.x : X‘c-}‘,'% est
‘un sous-espace abélien maximal de T.mﬁz , 2) l'applicat‘;’ion lirlxéa‘ire»

X X-a-X , de ¥, sur 7} est bijective, 3) NKAHO"")- NKAH(_’}-)

-2-
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ol NKAHW") est le normalisateur de ¢, dans KaH . Tout sous-espace

abélien maximal de }un&; est %—-dé‘pléyé On généralise la propo-

sition 1.1 & 1'aide de la hoti;on ‘ci-dessus.

.Corollaire 1.2. Soit 7 un sous-espace abélien og-dépl_oyé

de ‘)) et B, le sous-groupe ana‘lytmique de G associé. On a-alors

la décomposition

Gr'—-‘v KBOH.

De plus H,,',H=h'b:H ChEeK, bo.bo € Re ) si, et seulement si,

i1 exist un élément L de KaH tel que k=RAL et bo=1ﬂa:£ .

Démonstration. Soit ’Z-r.{x—o.X: Xe};%et B le sous-groupe analytique

de G associé. Alors d'aprés la décomposition G=KRH de la
proposition 1.1 et les conditions de &, ion a l'assertion du
corollaire . QED

Soit Aa( aeG\') l'actidn de G sur G/H définit par Aa(;XH\=31H.
L'involution g-induitun ‘difféomorphisme sur G/H par o~(cH)= o-y H
QxH eGH) . Alors 0~A3 = Ao(a)cr(geﬁ-)_ Soit dxH une forme

G-invariante positive sur G/H. On pose do@c)ﬂ = 0¥ dzH

Lemme 1.3.

dotan = @ ¥ dxy
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Démonstration. D'apreés

A; dotoH = (O*Ag)* dxy
= (Aa(ala“)* Clll-l‘

| = d(ﬂ.‘llH

C(OQ‘JUH est une forme G-invariante sur G/H, alors proportionnelle

. L. : dim '
a d.xH . Mais évidemment do-buﬁ‘- Q—l)' %clg(ﬁ', par conséquent,
‘ H H
le lemme est vérifié. Q.E.D. .

Soit Fe un sous-espace abélien 6& ~-fendu de 'P et Bo le sous-
groupe analytique de G associé. Soit C(GMH) (resp. C.(&/H))
l'ensemble des fonctions continues (resp. continues a support
compact) sur G/H. D'aprés le corollaire 1.2, on définit un produit

de composition des fonctions:

Définition 1.1. Soit { e¢ C(G/H) et soit o e C. (G/H) telle que

o (§xH) = ofxH) pour tout fenH et xe¢H . on définit un

produit de Composition des fonctions ‘F et ol en posant
l@axH) = fayH) dlegpH) dyn (= KB,
&

Remarque. 1) D'aprés le lemme 1.3 et l'orientation de G/H,

le produit de composition est encore égal a

$®o xH) = { ogH) gleaMyH) dyy
‘e



249

" 2) Soit G/K un espace symétrique riemannien du type non-compact

et soit %sl'ﬁ-f- P la décomposition de 1'algébre de Lie associée.
Soit 43 ‘une mesure de Haar sur G. Supposons que le centre de G
soit fini. Soit d‘k la mesure de Haar sur K normalisée par SKclks‘l .
Soit dﬁK la mesure G-invariante sur G/K telle que dgadgK dk

Soit § un sous-espace ébé‘lien maximal de r et soit A le sous-gfoupe
analytique de G associé. Si { et d sont deux fonctions continues
sur G telles que {~(gk)=-f-tj) et okgk’)=d(g) pour k,k’e K et

85@; , on a

tod gK) = f(ghK) adlottrK) dRk
G/K

-\ gghy aw d& o (gekd).
: o

Ainsi le produ1t de comp031t10n coincide avec le produit de

composition-de 1° espace symetrlque G/K (cf. [1] p316).

3) Soit ¢’ un groupe de Lie semi-simple connexe.‘ L'espace
symétrique G/MH = G'x& dG') s'identifie a G’ par 1'isomorphisme
analytique ()0(3 8)&@’)98 8" . Soit 63': ﬁ-'i- ‘P’ la décomposition
de Cartan de 1' algebre de L;Le de G’ . 801t K’ le sous-groupe de G
associée a ﬁ . Soit n un sous-espace abélien max1mal de ’; et
soit A’ le sous-groupe analytique de G a85001e5 On pose = §_(X,6):

Xe®' % b, est un gous-espéce abélien ’%,déployé de -P, Tx p-
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Soit B, et K les sous-groupes analytiques de G associé a P et h/x’l,

respectivement. On définit le produit de composition par la décom-
position G =KBeH - On associe une mesure G-invariante dgH sur G/H

4 la mesure de Haar dg sur G’ par le difféomorphisme (f . Soit { QCLC"T,{,)
et soit o € CGfH) telle que o{(ﬂxH): ol xH)pour tout Qe UnH et :XHGG‘A"L
On définit deux fénctions sur Gv' en posant ‘f;-"fs KP-' et d’= d- ' .

Alors o{’d(ka"‘)= Xy ( Ke Kl, xe¢eG'). On a

f®d @xH) = f@&yR) ol dyy
G/H

- S Foakag) /(g") og
G‘I

ot X =Kbe e KBy , k=W ki) € K= K'xK", be=(0.1) ¢ Be= AR {23,
Ainsi le produit de composition du G/H colincide avec celui du
groupe G’.

Supposons que le centre de G soit fini. Une suite de
fonctions {old} de CO:QG/H) s'appelle une suite de Dirac si elle

satisfait aux cinditions : 1) of 30 et

S ofjxH) dxn =1

GH

2) Pour tout voisinage U de H dans G/H, supp &jCU pour touta'
sauf pour un nombre fini d’entre eux, A

Il est claire qu'il existe toujours une suite de Dirac telle

que - o xH) = dj xH)  (ReknH, xH e@H).
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Lemme 1.4. Soit §olﬂ une suite de Dirac telle que o;(lxH)=d;&H)
(leaH -xHe€GH). on a alors |

QM‘. ‘F@dd' - £ o ;dans_ C”(Er/fl)
)-?oo . :

pour tout + € C”@GH).

Démonstration. Soit ?/AZ un systéme de pseudonormes de C¥(G/H).

Pour tout §>v, il existe un voisinage U de H, 0" -invariant dans

G/H tel que

p (FeyH)- Fet)) < €

pour tout ’HH e U.
On a

 f@d;@H) - faH)

S {fayh) ~ )] dile-gH) dYn,
d'ou  m (f@d;xH) - f@H))<E  si supp djeyrH)c .
Q.E.D.

Soit d] une mesure de Haar sur KyH. On définit pour o ¢ C({aH)

et -FeCLGA«l)

xF &xH) = g d™) fUxH> dL.
‘ KaH
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A l'aide de la convolution ci-dessus et la définition 1.1 on a le

lemme suivant :

Lemme 1.5. Soit ol ¢ CQ‘"H) et soit f3 ¢ C.GH) telle que

BUxH )= g H) pour tout fe kaH et xH ¢eGH . on a alors,
pour toute fonction -F e CGH)

dxf ®p)= Wxfreg.

Soit & 1'algébre enveloppahté universelleb de 1'algébre de Lie

et 3 le centre . Soit“® la sous-algébre engendrée par 1 et 4{

Théorémel.l. Soit V/ un espace vectoriel de dimension finie

sur € . soit —S: une fonction C* sur G/H & valeurs dans T -telle que
dimizy: 2 ¢ 33‘]@0. Soit U un voisinage de H dans G/H. On pose
)(G))-:; o écf\%‘fﬂi supp ol €U , duﬁl“_)' dplpour tout xHe GH et PeknH ‘
Alors, il existe une fonction d de X{U) telle que {®d= ‘F

Démonstration. Soit R la représentation réguliére de G
dans CU&H.V ) définit par [@;{](&HF f§H  si on identifie
C"Yﬁ/ﬂﬂ/ ) et c‘(‘é@)av , R opére trivialement sur V. On pose
U=tuedB:uf= °-7] . Alors U est un idéal a gauche et dim 3BAUC >

Soit W est le plus petit sous-espace fermé @G‘,—invariant de C“(Gr[H)@T/
contenant 'Y‘ . On pose W.= 6}6-,? . On veut montrer que W = Wo
Supposons que W.,';w. Alors d'apreés le théorémede Hahn-Banach, il

existe une fonction linéaire continue non nulle (3 de W telle

-8-
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que f=° sur W, , On pose
FQ)‘-‘PW)‘F)_ (366),
A’lors I eC‘C&) car —f est dérivablesous(R . On a

Rg:n-pg@BBst) (58,

Alors yu R =0 (14(-’“) ) F est une fonction analytique car Y

contient des opérations elliptiques. D'autre part, on a

F(.ﬁ.‘.wxﬁqﬂh{') =0 pour tout ’ue/'u

car psov SUfTAI‘ . Par conséquent F =0 Sur G et 8=0 sur W . Cette
contradiction montre que W = W, .

| Si on pose w‘-?}%{ , on a dimW,{ e . D'aprés une

‘ disgussion analoque, RKAH‘F <W,- W\ est un espace &W\H' invariant
I1 exist un ensemble finit T ¢ )‘/('?Htel que dp*{‘:-f car -few‘. On
pose PF =S'Z PS et WF" PFTV . On réclame dim 'YVF<°° . La represen-
tation nateurelle de B sur $/5,u est finie car W est réductible |
complétement sousRK. Ensuite d'aprés o‘:m}?/’r,u"o , le théoréme 1 de
Harish-Chandra[Z(lj], on a Wfa’%&et dim PSWi¢e pour tout 3(—@1

D'ailleurs, le sous-espace W, est dense dans W et alors Ps W. est

dense dans PSW . Par conséquent PcWe= PS‘W et on a alors dim PSW‘-“’ .

Soit §dd‘§ une suite de Dirac telle que dj' ¢ K{U) pour toutj .
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D'aprés le lemme 1.4, on a ,Qm -f@dj-rf . On pose WgaHme{eVu: d'ek’w)s_
D'aprés le lemme 1.5, on a JQNQF*QF@o( )= {-’bo( . Alors W< WF, et

o{hm‘w,_< o - Par conséquent W, est fermé dans W et donc
fedofndieTn - 0.E.D.

-10~
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