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Hopfield ニューラルネットワークの性質に関する二, 三の基礎的考察

京大工学部 西川緯一 (Yoshikazu Nishikawa)

京大工学部 喜多 一 (Hajime Kita)

1はじめに

計算機を用いた情報 理手法は飛躍的な進歩を遂げているが, 画像や音声情報のパターン認識

などの分野では未だ十分に実用的な処理を実現するには至っていない. これらの情報処理の困難さは,

1) 有効なアルゴリズムが発見されていないこと, 2) 逐次的な処理では極めて長い処理時間を要する

こと, による.

これら従来の計算手法に内在するの困難を克服する一つのアイディアとして, 近年, 神経回路

(ニューラルネットワーク) モデルを用いた情報処理が注目を集めている 1) すなわち, 高等動物の

脳は, それを構成する神経細胞の応答速度の低速性 $(o(m\sec))$ にもかかわらず, 従来の計算手法

では困難とされる上記のような問題を実時間で効率よく 理していることに着目し, その計算原理を

探って新しい情報処理技術として応用しようとするものである.

このような観点からいくつかの神経回路モデルが提案されているが, 本稿ではその一つとして

Hopfieldらによって提案され, 巡回セールスマン問題を例にデモンストレーションされた神経回路モ

デル (以下 $H$ モデルと略称) と, その組合せ最適化計算への応用について考察する.2) これは, 離散

的な組合せ最適化問題を常微分方程式で記述される神経回路モデルに埋め込み, その安定平衡点とし
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て解を求めようとするものである. この手法は並列処理化の可能性と, それによる高速求解が期待で

きる点で関心を集めており, 既に幾つかの具体的な例題への適用が報告されている.2,S-8,ll-l6) しかし

ながら, 手法の妥当性や限界などの基本的な点については, 漠然とした期待あるいは批判 17)が見られ

る程度で, 詳細に検討された例は少ない. 本論文では $H$ モデルによる最適化計算の妥当性や限界に

ついて, 計算機シミュレーションにより基礎的な検討を行う.

2. IIopfield神経回路モデル

Hopfield によって提案された神経回路モデル ( $H$ モデル) には, 連続時間連続状態モデルと

離散時間離散状態モデルの 2種類がある.

図 1に Hopfieldの連続時間連続状態型神経回路モデル (以下, 連続モデルと呼ぶ) 2,3)の構成

を示す. 回路中の各増幅器はそれぞれ計算ユニットあるいは神経細胞に対応し, 図 2に示すようなシ

グモイド型の非線形の入出力特性を持つ. 増幅器 $i$ の入力を $u_{i}$ , 出力を $v_{i}$ とし, 結合コンダ

クタンスを $T_{:j}$ , バイアス電流を ろで表すと, このシステムの挙動は次のような微分方程式で記

述される.

$\frac{du_{i}}{dt}=-\frac{u_{i}}{\tau}+\sum_{j}T_{\ddot{v}}v_{j}+I_{j}$ (1)

$v_{i}=g(u_{i}) \equiv\frac{1+\tanh(u_{i}/u_{0})}{2}$ (2)

ここで $u_{0}>0$ はシグモイド特性の急峻さを定めるパラメータであり, また $\tau$ は正定数である.

Hopfield はユニット間の相互結合行列 $T=\{T:j\}$ が対称 すなわち $T_{*j}=$ みの場合に, こ

の神経回路モデルが次式で定義される「エネルギー関数 E 」を極小化するように挙動することを示

$\llcorner k?)$
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図 1 Hopfield 型神経回路モデル 図 2 増幅器のシグモイド特性

$E=- \frac{1}{2}\sum_{:}\sum_{j}T_{ij}v_{i}v_{j}-\sum_{i}I_{:}v_{i}+\sum_{i}\frac{1}{\tau}l_{0}^{v}g^{-1}(v)dv$

:
(3)

ここで $v_{0}$ は $0<v_{0}<1$ なる定数である. すなわち, エネルギー関数 $E$ はこのシステムの Lyapunov

関数になっている.

増幅器のシグモイド特性が十分に急陵なとき, (3)式の右辺第 3項は変数 $v_{i},$ $i=1,$ $\ldots$ $n$

のとりうる範囲, すなわち $n$ 次元超立方体 $[0,1]^{n}$ の内部では無視できる. また, 相互結合行列 $T$

の対角成分 $T_{1:},$ $i=1,$ $\ldots\prime n$ が $0$ のとき, 系の安定平衡点は超立方体のコーナ近傍に現れる.

相互結合 $T_{\ddot{v}}$ に対する対称性の要求について一言コメントしておこう. 神経回路におけると同

様に, 多くの要素間に複雑な相互作用があるスピングラスのモデルについてはこの対称性は自然に導

入されるが, 神経細胞間のシナプス結合が方向性を持つ神経回路のモデルとしては不自然なものと言

える. また $H$ モデルは Cohen と Grossberg によってその安定性が議論された神経回路モデ\mbox{\boldmath $\lambda$},9,10)を,

簡単化したものになっている.
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離散時間離散状態型モデル (以下, 離散モデルと呼ぶ) 4) とはユニットが $0$ か 1かの 2つの

状態のみをとり, その状態遷移則が離散時間によって次式のように表されるものである.

$v_{i}(t+1)=1$ if
$\sum_{j\neq i}T:v+I_{i}>0$

$=0$ if
$\sum_{j\neq:}T:v+I_{i}<0$

(4)

$=v_{i}(t)$ if
$\sum_{j\neq:}T:v+I_{:}=0$

この状態遷移則がある時刻に一つの状態変数についてのみ適用されるという仮定 (非同期遷移) 及び

相互結合の対称性, さらに $a$ユニットが自己フィードバックを持たないという $(T_{:j}=0)$ 仮定の

もとで, 連続モデルと同様に, 系は次式で定義されるエネルギー関数を極小化する :

$E=- \frac{1}{2}\sum_{i}\sum_{i\neq j}T:vv_{j}-\sum_{:}L.v_{i}$ (5)

なお, このモデルの状態遷移則 (4) を確率的にしたものがボルツマンマシン 1)である.

3. 神経回路モデルによる最適化計算

Hopfieldらは $H$ モデルの応用として,

1) 系が多くの安定平衡点を持つことを利用した連想記憶装置,

2) 系がエネルギー関数を極小化することを利用した組合せ最適化問題の求解

の 2つを提案した.2) 本稿で考察する後者は以下のような手順からなる :

1) 最適化すべき問題を, $0$ と 1の 2値を定義域とする変数の, 多変数 2次関数の無制約最適化問

題として表す. 制約条件があれば, この範囲内で適当な罰関数として表現する.
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2) 回路モデルがこの目的関数をエネルギー関数として持つように, 回路定数を設計する.

3) 適当な初期点を与えて回路を動作させ, 到達した安定平衡点を解とする. 必要ならば初期点を

いくつか与え直して計算を繰り返し, 最も良い解を採用する.

Hopfield と Tank は, 最適化計算には変数 $v_{i}$ が $0$ と 1の中間の値をとって滑らかに遷移する

連続モデルが, 離散モデルよりも適していると主張している.2) 彼らはこの手法の適用例として巡回

*–ルスマン問題 2) や$A/D$コンバータ s,) 時系列信号の認識 6)などを示した. $H$ モデルとその関連事項

を図 3にまとめる.

図 3 $H$ モデルと関連事項
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4. IIopfield モデルによる最適化計算の問題点

彼ら以外にも同様の計算手法を他の問題 (例えばヒッチコック問題, ナップサック問題, 回路

ブロック配置問題, 関係マッチング問題など) に適用した例が報告されている.7,11-16) しかしながら,

これらの適用例すべてにおいて十分に効果的な結果が得られている訳ではなく, 本手法の妥当性や,

その限界についての基礎的な検討が必要である. 以下に検討すべき点を挙げる.

(1) 本手法はより良い (エネルギー値の小さい) 安定平衡点ほど, より広い basin (引込み領域) を

持つことを前提としている. この前提は妥当であるか. また, この前提が成立しない場合には

力学系はどのような様相を示すか.

(2) 連続時間連続状態モデルは離散時間離散状態モデルに比べて, 最適化の観点からどの程度

有利か. なお相互結合 $T$ の対角要素 $T_{ii}$ を $0$ とするような設定により, 連続モデルにより得

られる解は, 離散モデルの局所最適解にもなっていることが上坂によって示されている.18)

(3) 微分方程式 (1)に与える初期点をどのように選定すれぱよいか. これに関して, 上坂は超立方体

の中心に初期点を与えることが有効であるとの予想を提出している 18)

(4) 解くべき問題をどのように回路にエンコードすればよいのか 問題のエンコードの仕方によっ

て必要となるユニット数や, 生じる局所最適解の個数は変わるであろう. 一般的で有効な設計

法はあるの l、 この点に関連して, Takedaらは数値データの表現法について検討している.7)

また, 筆者らは不等式制約条件の導入方法を提案している.11,12)

(5) 回路の動作が不満足なものであったとき, 学習により回路定数を改良するにはどうすればよい

のが フィードバックのある神経回路モデルの挙動を有効に制御する学習方法については, ま

だ十分な研究がなされていない.
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本論文では上記の問題点のうち (1), (2)及び (3)についていくつかの数値実験を通じて考察する.

4. 数値実験 1

目的

3. で挙げた問題点のうち (1)を検討するために計算機シミュレーションを行った. すなわち $\ulcorner$

小さいエネルギー値を持つ安定平衡点ほど広い basin を持つ」という前提の妥当性を調べる. また,

この前提が成立しない場合の具体例を得て力学系の様相を検討する.

方法

1) 対称で対角要素が $0$ の行列 $T$ を一様乱数を用いてランダムに発生させる.

2) 得られた各 $T$ に対して, エネルギー関数 $E$ の第 1及び第 2項からなる 2次関数の鞍点が, 超

立方体の定められた位置を占めるようにベクトル $I=(I_{1^{f}}\ldots I_{n})^{T}$ を決定する. ここでは,

鞍点を超立方体の中心に位置させた場合 (鞍点中心), 及び超立方体の内部に中心を外して位

置させた場合 (非中心) を検討した.

3) このようにして得られたモデルについて, 変数 $v(t)=(v_{1}(t), \ldots v_{n}(t))^{T}$ の初期点 $v(0)$ を

超立方体の内部に一様乱数で発生させ, 微分方程式を解く. そして到達したコーナ (安定平衡

点) とその頻度を求める.

なお, 本数値実験は行列 $T$ と初期点 $v(0)$ に関する 2重のランダムシミュレーションであり, 要

求される計算時間も考慮する必要がある. ここではユニット数を 8, $T$ を 100例とし, 各 $T$ に対

して 1000個の初期点 $v(0)$ を用いた.

結果

1
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実験結果を表 1にまとめる. 表に示されるように, 行列 $T$ の対角要素が $0$ であるという設定の

もとでも, 局所最適なコーナがかなりの個数存在する場合 (本シミュレーションでは最大 16) がある。

局所最遮コーナでのエネルギー値と basin の大きさとの間には, 概してかなり強い負の相関が観測さ

れた.

しかしながら, 大域的に最適なコーナの basin が最大の大きさを持たない例が, 鞍点を中心に

置いた場合で 7例, 鞍点を中心から外した場合で 4例観測された. このような場合に力学系がどのよ

うな様相を示しているのか興味深いところである. 上述の例において観察される一つの特徴として,

最大の到達率を持つコーナと最小のエネルギー値を持つコーナのほかに, ある程度大きな到達頻度を

持つ安定なコーナが存在していることが挙げられる (ただし, 鞍点を中心に置いた場合には, 対称性

から同じエネルギー値を持つ安定なコーナは 2つずつ現れることに注意する必要がある). これらの

安定なコーナについて, 例えばコーナ間のハミング距離などをより詳細に検討する必要がある.

実験 1で得られた 200例の結果のうち, 典型的な例を図 3及び 4に示す.

表 1 到達したコーナの数の分布
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5. 数値実験 2

目的

最適化の観点からみた連続モデルの離散モデルに対する優位性について検討する.

方法

実験 1で用いた 200例について同じ結合係数を持つ離散型の $H$ モデルをシミュレーションし,

実験 1の結果と比較する. 離散モデルのシミュレーションは, 超立方体のコーナを一様乱数により発

生させ, 非同期型の状態遷移則を適用して行う. 遷移則を適用する変数も一様乱数を用いて決定する.

このようにして到達した (離散的に安定な) コーナごとにその到達頻度を求める.

結果

実験結果を表 1に合わせて示す. 離散モデルのほうが安定なコーナの個数が少なくなっている

が, これは連続モデルにおけるエネルギー関数 (2) 式の右辺, 第 3項の影響, もしくは微分方程式の

数値解法における収束判定条件の影響と考えられる. ただし, 連続モデルでは安定に得られたコーナ

で, 離散モデルでは不安定になったものは, いずれも到達頻度の低いものであったことを付言してお

く.

安定平衡点の数だけで見ると離散モデルのほうが有利なように思えるが, 最小エネルギー値の

コーナへの到達頻度が最高ではない例の数では連続モデルの方が少なく, 超立方体の内点を利用する

ことの優位性が示されている.

もっとも, 実際のシミュレーションでは連続モデルは微分方程式を解く必要がある分だけ, よ

り多くの計算時間を必要とすることに注意しなければならない. 両者の利点を兼ね備えた現実的な方

法として, 連続状態離散時間モデルも提案されている.8)

卓
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6- $\cdot$ 数値実験 3

目的

初期点の選定法について上坂の予想 18)を検討する.

方法

実験 1では, 初期点を超立方体の内部に一様乱数で与えた. こ \epsilon では同じモデルについて, 初

期点を

1) 超立方体の中心に与える (上坂予想).

2) 2次関数で表されるエネルギー関数の鞍点の近傍に与える.

結果

実験 3の結果を表 2に示す. この結果を見れば, 初期点を超立方体の中心や鞍点近傍に限定し

たときに概して良好な成績が得られている. しかしながら, 鞍点を中心から外した場合に, 超立方体

の中心に与えた初期点から最適点に至らない例が 11例観測された. すなわち, 初期点を中心に置けば

必ず最適点を見出し得るという上坂の予想は成立していない.

得られた結果について若干の考察を加える. 超立方体の内部では力学系は近似的にエネ々ギー

関数 $E$ の第 1及び第 2項の勾配系であり, 線形の方程式で記述される. 従って, その解

$v(t)\equiv(v_{1}(t), \ldots v_{n}(t))^{T}$ は次の形で表される :

$v(t)= \sum_{:}a_{i}x_{i}e^{\lambda t}:+b$ (6)

ここで $a_{i}$ は初期点により定まる定数, $x_{i}$ は相互結合行列 $T$ (に増幅器のゲインを掛けたもの) の

固有値 $\lambda_{i}$ に対応する固有ベクトル, また $b$ は鞍点を表すベクトルである.

$\sim/t^{\neg}-$
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(3)式を見れば, 総和申で, Tの最大固有値に対応する項が最も急速に増大することが分かる.

安定な平衡点の basin はすべて鞍点近傍にまで達していると考えられるが, この鞍点近傍に初期点を

与えることは定数 $a_{i}$ に小さな値を与えることであり, その結果, 急速に増大する項の影響が相対的

に大きくなる. すなわち初期点を鞍点近傍に限定すれば, 行列 $T$ の最小固有値に対応する固有ベク

トル方向の軌道を選び出すことになる.

この方向はエネルギー値を最も効率的に減少させる方向であるが, 移動可能な量は鞍点と超立

方体との位置関係により決定されることに注意しなければならない この方向の軌道を選ぶことによ

り最適点が得られる場合には, 初期点領域を限定することにより最適点を見出す率を高められる. し

かしながら, 最小の固有値に対応する固有ベクトルの方向に最適点がない場合には, 初期点領域を限

定することは逆に最適点を得ることの妨げになる.

このような困難はモデルの大きさ $n$ の増大に伴って深刻化するであろう. なぜならば, $n$ が

大きくなれば, 一般に中心から外れて位置する鞍点から各コーナへの距離の比が大きくなるからであ

る. Hopfield らによる巡回セールスマン問題の適用例でも, 問題が大規摸になると回路パラメータ

の設定がクリティカルになることが報告されている.2) 上の考察で示されたことが, $H$ モデルを大規

摸最適化問題へ適用するに際した問題点となる.

次に超立方体の中心が最適点の basin に含まれない場合について考察する. このような状況を

生じる一つの例として, エネルギー関数の鞍点から見て, 相対的に絶対値の小さい正の固有値に対応

する固有ベクトル方向の付近に超立方体の中心が位置している場合が考えられる. 本実験で行ったよ

うに, ランダムに発生させたモデルではこのような状況の発生率は低かったが, 特定の種類の問題か

ら導かれるモデル, 例えば巡回セールスマン問題を解くモデルではどのようになっているかは, 検討

する必要がある.
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エネルギー関数値

図 3 コーナのエネルギー値と到達頻度の関係の例
(鞍点を超立方体の中心に置いた場合)

遡
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エネルギー関数値

図 4 コーナのエネルギー値と到達頻度の関係の例
(鞍点を超立方体の中心から外した場合)
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表 2 初期点領域を限定した場合

以上の考察から分かるように, 初期点を鞍点近傍に与えることと超立方体の中心近傍に与える

こととは, エネルギー関数の形状に関連して, それぞれ異なった利点と欠点をもち, 補完的であると

考えられる. 表 2の第 2及び第 3行に示した各初期点の設定手法が有効に働かない例のうち, 双方に

共通のものは少なく, 2例のみであった 従って, これら両初期点設定法の折衷的手法も考えられる

が, その有効性についてはさらに検討を必要とする.

なお, 実験 1で鞍点を中心から外して置いた場合に最適点が最大の basin を持たなかった 4例

のうち 2例は, 実験 3で中心から最適点に到達しなかった 11例に含まれている. これらの場合のエ

ネルギー関数の形状 (2次関数の固有値, 固有ベクトル, 鞍点の位置) と超立方体との位置関係につ

いては, より詳細に検討する必要があると思われる.

5. おわりに

本論文では Hopfield 神経回路モデルによる最適化計算に関して, その妥当性や初期点の選定法

などについての基礎的検討を, 計算機実験を用いて行った. その結果, この手法自体や従来提案され

ている初期点の選定法が, ある程度の妥当性を持つことが示された. また, それと同時に力学系の安

定平衡点とその basin の大きさが必ずしも単純な関係にない例も観察された これらの例をより詳細

に分析することが, この手法の特徴や限界を明らかにするうえで有効なことと考えられる. 今後, こ

れらの点のより詳細な分析を進めるとともに, 具体的な問題について, その構造を反映したパラメー

タを持つ $H$ モデルについても検討する予定である.

$\sim\sqrt{}\backslash ?-$
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