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SUMMARY

$\ln$ this investigation, a $non|_{\ln}ear$ water wave $interactlonwlth$ various types of
boundary $con\hslash gurations$ is simulated numerically $i\mathfrak{n}$ atwo-dimensional fluid re-
gion. This numerical solution procedure is based on the boundary element
method $wlth$ the so-called mixed Eulerian-Lagrangian approach. Our numeri-
cal $solutIon$ procedure $|s$ developted by $us\dot{l}ng$ constant boundary elements and
the Euler $tlmeintegratlon$ scheme $\dot{l}n$ conjunction $\cdot$ $w|th$ smoothing, relocation
and $adaptlng$ mesh $techn\prime ques$ . The resuIts consisC of the $slosh_{I}\cdot ng$ phenomena
$|n$ circular and $e||_{1P^{tlC}}$ containers, wave deformation over asemicircular mound
or trench.
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1 はじめに

自由表面を有する水波の解析では、境界の移動を伴う流れの問題として取り扱われる

ことが多い。移動境界問題はその境界の変形が小さい場合を除いて、非線形性が存在す

るため数値的に解かざるを得ない。その際にも種々の問題点が存在し、計算力学の分野

においても重要な問題の一っとされている。 この問題の解析では差分法や有限要素法に

よる研究 [1] が古くからなされているが、取り扱う流体を完全流体に限定した場合には

境界要素法を用いた研究が数多く報告されている $[2]-[7]$ 。自由表面を有する流れの問題

は自由表面の形状に注目した解析を行うことが多いので、内部メッシュを生成する必要

がない境界型解法である境界要素法を適用するのが効果的である。

非線形水波現象については種々の問題が考えられるが、典型的なものとして海岸付近

で観察される水波の変形がある。これは、水面上を進行する波が海底の形状と相互作用

することで様々な変形を引き起こす現象である。特に、緩斜面を波が遡上する際には波

頭がジェット状になって飛び出す砕波 (breaking wave) と呼ばれる極めて非線形性の強い

現象が現れる。加振加速度を受ける容器内流体の運動においても非線形水波現象が観察

される。特に、多角形や円形そして楕円などの形状を有する容器では水面の振幅が成長

すると水波が壁面を駆け上がり、遂には壁面から剥離 (free f記 1) して容器内での砕波現

象が現れることが知られている。

著者らは現在までに境界要素法とオイラーラグランジェ混合解法を結合させた完全

流体を対象とする自由表面流れ問題の近似解析手法を開発し、様々な問題の数値計算を

通してその適用性について調べてきた [4]-[7] 。容器内流体のスロッシング問題において、

多角形容器における大振幅の液面揺動を計算した際に水波が容器の天板付近まで駆け上

がり、容器壁上の圧力分布に負圧が生じることが判明した。そこで今回、圧力分布を調

べて負圧が生じたところから順次、容器壁上の流体を剥離させる手法を導入することで

容器内砕波現象の数値シミュレーションが可能であることを示す。 さらに、矩形水槽内

での孤立波の運動の解析をもとに、急斜面に水波が駆け上がる際の水面の変形や緩斜面

を遡上する際の砕波現象の数値シミュレーションを報告してきた。 これら水底形状と水

波の相互作用において生じる水面変形の一環として、本論では矩形水槽の中央に置かれ

た障害物によって散乱を受ける孤立波の運動の数値シミュレーションについても合わせ

て報告する。
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2 数理モデル

閉曲線 $\Gamma$ で囲まれた 2次元領域 $\Omega$ 内の流体の運動を考える。閉曲線による境界は壁境

界部分 $\Gamma_{w}$ 自由表面境界部分 $\Gamma_{f}$ とで構成されているものとする (図 1)。ここで文橡と

図 1: Geometrical configuration

する流体は非圧縮性の完全流体とし、その運動を非回転とすると速度ベクトル $u(x, y,t)$

は次の Laplace 方程式を満足する速度ポテンシャル $\dot{\phi}(x, y, t)$ の勾配 $\nabla\phi$ によって次の

ように与えられる。

$\nabla^{2}\phi=\frac{\partial^{2}\phi}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}\phi}{\partial y^{2}}=0\dot{\iota}n\Omega$ (1)

壁に対する境界条件は、外向き法線ベクトルを $n$ とすると

$\frac{\partial\phi}{\partial n}=n\cdot\nabla\phi\equiv q$ $\{\begin{array}{l}0on\Gamma_{\omega 1}\hat{q}on\Gamma_{v2}\end{array}$ (2)

で与えられる。ただし、 $\hat{q}$ は $\Gamma_{w}$ が静止した壁の時は $0$ となるが、造波問題における造

波機の内壁などに対しては、その移動速度 $\hat{q}$ が与えられる。

次に、 自由表面上の境界条件、すなわち自由表面条件をラグランジェ表現によって与

える。第 1は運動学的境界条件であり、 自由表面のラグランジェ座標を $(\xi, \eta)$ として

$\frac{D}{Dt}(\begin{array}{l}\xi\eta\end{array})=u=(\begin{array}{l}uv\end{array})=\nabla\phi$ on $\Gamma_{f}$ (3)

で与えられる。ただし、 $D/Dt$ は実質微分作用素を表す。第 2は力学的境界条件であり、

ベルヌーイの圧力方程式を実質微分表現して次のように与える。

$\frac{D\phi}{Dt}=\frac{1}{2}\{(\frac{\partial\phi}{\partial x})^{2}+(\frac{\partial\phi}{\partial y}I^{2}\}-g\eta-a\xi$ on $\Gamma_{f}$ (4)

ここに、 $g$ は重力加速度、a は水平加振加速度とする。
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以上により、対象とする問題の微分方程式による数理モデルが構成された。このモデ

ルにおいて、場の支配方程式であるラプラス方程式 (1) は時間依存性は無く、ノイマン

条件 (2) のもとに境界値問題を構成する。一方、自由表面上の境界条件 (3), (4) は自由

表面上の流体粒子点のラグランジェ座標 $(\xi, \eta)$ と速度ポテンシャル $\phi$ に対する 1階の

連立微分方程式によって与えられることになる。 したがって、未知関数 $\xi,$
$\eta,$

$\phi$ の初期

値を与えることで $\xi,$ $\eta,$
$\phi$ に関する初期値問題を構成する。このような問題の設定に対

する境界要素法による近似解析手法を以下に述べる。

3 境界値問題の境界要素解析

ラプラス方程式 (1) を境界条件 (2) のもとで境界積分方程式によって解くことを考え

る。式 (1) の境界積分方程式は次のように与えられる。

$\frac{\alpha}{2}\phi(y)=\int_{\Gamma_{f}}\frac{\partial\phi}{\partial n}(x)\omega^{*}(x, y)d\Gamma(ae)+\int_{\Gamma_{u}}\hat{q}\omega^{*}(x, y)d\Gamma(x)-\int_{\Gamma}\phi(x)\frac{\partial\omega^{*}}{\partial n}(ae, y)d\Gamma(x)(5)$

ここで、 $\omega^{*}$は Laplacian の基本解として次式で与えられる。

$\omega^{*}(x, y)=\frac{1}{2\pi}\ln\frac{1}{r}$ $r=||x-y||$ (6)

ここで、式 (5) 中の未知量は境界上の $\phi$ および\partial \phi /\partial n である。 これらの未知量を式 (5)

によって定めるには、ノイマン条件 (2) のみならず、ディリクレ条件を与えなければな

らない。 このディリクレ条件として自由表面上のポテンシャル $\phi$ を与えるものとする。

境界積分方程式 (5) を近似的に解くために、境界上の未知量に対し最も簡単な一定要

素スキームを導入する。その結果、式 (5) は節点未知ベクトル $\Phi=[\phi_{1}, \phi_{2}, \ldots, \phi_{n}]^{T}$と

$Q=[q_{1}, q_{2}, \ldots, q_{n}]^{T},$ $(q_{i}=\partial\phi_{i}/\partial n)$ に関する次のような連立 1次代数方程式となる。

$If\Phi=GQ$ (7)

ただし、上式の係数行列は第 $i$ 番目の節点 $x_{i}$から第 $i$ 番目の境界要素 $e_{j}$に対する基本解

の積分によって次のように与えられる。

$If=[\hat{H}+^{1}\delta_{1j}]$

$\hat{E}=[\hat{H}_{ij}]=2^{\frac{1}{\pi}\int_{e_{j}}}\partial^{\partial}\overline{n}(\ln\frac{1}{||x-ae.\cdot||})d\Gamma(x)$ (8)

$G=[G_{1j}]= z_{\overline{\pi}}^{1}\int_{e_{j}}\ln\frac{1}{||g-l_{*}||}d\Gamma(x)$
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4 初期値問題の近似解析

第 2章で与えられた自由表面条件 (3)$-(4)$ をまとめて示すと次のような発展型微分方程

式表現となる。

$\frac{D}{Dt}\{\begin{array}{l}\xi\eta\phi\end{array}\}=\{\begin{array}{l}\frac{\partial\phi}{\partial x}\frac{\partial\phi}{\partial y}21\{(\partial_{x}\not\simeq)^{2}+(_{\partial y}^{\partial 4})^{2}\}-g\eta-a\xi\end{array}\}$ (9)

この発展型微分方程式を近似的に解くことを考える。 この式の時間積分を実行すると、

あらかじめ与えられた $\xi,$
$\eta,$

$\phi$ の初期値に対しある時間経過後の $\xi,$ $\eta,$
$\phi$ の値を決定

することができる。そのための時間積分スキームとしては種々のものが知られているが、

本研究では、最も簡単なオイラースキームを採用する。このスキームを用いて、連立

1階常微分方程式 (9) は $k$時間ステップにおける右辺の値を用いて $k+1$ 時間ステップに

おける未知量を次のように与えることになる。

$\xi^{k+1}=\xi^{k}+\Delta t(^{\partial}\partial x4)^{k}$

$\eta^{k+1}=\eta^{k}+\Delta t(^{\partial}\partial y4)^{k}$ (10)

$\phi^{k+1}=\phi^{k}+\triangle t(D\#)^{k}$

ただし、上付き添え字 $k,$ $k+1$ は時間ステップを表すものとする。

時間ステップ $k$での $\phi,$ $D\phi/Dt,$ $\partial\phi/\partial x,$ $\partial\phi/\partial y$ を式 (10) に代入すると時間増分\Delta t

後の自由表面上のラグランジェ座標と速度ポテンシャルを求めることができる。以上の

手順を繰り返すことで任意の時刻までの自由表面形状の変化をシミュレートすることが

できる。ここで、$D\phi/Dt$ は式 (4) を用いて計算される。さらに、 $\partial\phi/\partial x,$ $\partial\phi/\partial y$は自由

表面上で得られたフラックス値 $\partial\phi/\partial n$ と接線方向の微分値 $\partial\phi/\partial s$ との幾何学的関係か

ら与えられる [5] 。
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5 数値計算技法

境界の移動を伴う流れの問題を数値計算で解析する際には、種々の数値的な不安定現

象が生じることが知られている [2],[3] 。砕波などの水面形状が大きく変形する場合には

この種の数値不安定は深刻であり、数値解が発散して計算の実行が不可能になることが

あるので、なんらかの計算技法を用いて対処する必要がある。そこで、本論では以下に

述べる 3つの数値計算技法を導入することにする。

第 1ば’smoothing” と呼ばれる解の平滑化技法であり、 ”saw-tooth”型の数値不安定に

対して効果的である。この技法については様々な技法が提案されているが、本研究では

文献 [1] に示された次の平滑化公式を用いた。

$-$

. $= \frac{1}{16}$ ( $-f_{1-2}+4$ムー $1+10f_{1}+4f_{\mathfrak{i}+1}-f_{1+2}$ ) (11)

この公式 (11) を自由境界上に想定したラグランジェ粒子の座標値とその速度ポテンシャ

ルに対して 10時間ステップ毎に適用する。

第 2は”relocation”あるい?t”remesh” と呼ばれる節点の再配置化技法であり、次の数値

不安定に対して適用する。自由境界の形状をラグランジェ的に追跡すると境界が急峻な

形状を呈する部分に節点が集中することがあり、 このことから解析領域中の境界要素の

長さに大きなばらつきが生じることになる。この要素長のばらつきを放置すると、影響

行列 (8) を構成しながら計算ステップを進めるにあたって数値計算誤差が蓄積されて行

くことになる。そこで、計算ステップ毎に、自由境界上の全ての要素長を要素長の平均

値と比較して、非常に小さな要素が発見された場合にはその要素両端に定義されるメッ

シュ ポイントを移動させることで計算誤差を抑制する。

第 3は”adaptive mesh generation”と呼ばれる適応型節点再配置技法であり、流体が占

める領域の volume 値あるいは全境界上の flux 値をチェックして保存則を満足させるよ

うに節点の配置を補正するものである。

以上の数値計算技法を効果的に適用することで、非線形水波の運動を数値シミュレー

トする際に水面形状が大変形する場合においても安定な計算を進めることができる。
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6 数値計算例

6.1

611 横置き楕円容器

長径 $a=0.5(m)$ および短径 $b=0.36(m)$ の横置き型の楕円容器に充墳率 40%で流体を満

たして次式に示される水平外力を加えることにする。

$a(t)=d\omega^{2}sin(\omega t)$ for $t\geq 0$ (12)

計算に用いるパラメータは、加振振幅 $d=0.05(m)$ , 加振振動数 $\omega=5.0(rad/\sec)$ , 時間

刻み $\triangle t=0.003(\sec)$ とした。そして、分割数は自由境界を 20分割, 壁境界を 20分割

の計 40分割とした。図 2に水面形状の変化と壁面上の動圧力分布を示す。図 2をみる

と s 静止水面から出発した水面は左右に”sloshing”を繰り返して、ついには壁面上部付近

まで駆け上がるのがわかる。その時の圧力分布に注目すると、駆け上がり部分の圧力は

負圧を示していることがわかる。

T I M $E=0\cdot 000$ $S$ $T$ I $M$ 王 $=0\cdot 492$ $s$ $\iota$ I}$t\in=0\cdot 984$ $s$ $T$ I 閂 $E=\downarrow$ $4^{-}l6$ $s$

$T]$ 門 $E=0\cdot 123$ $s$ $T$ I 可 $E=0\cdot 615$ $s$ $T$ IN $\in=1\cdot 107$ $s$ $T$ I $ME–[$ $599$ $s$

$l1$ ME $-0\cdot 246S$ $T$ I $ME=0\cdot 738S$ $T$ I $ME–1\cdot 230S$ $T$ I $ME\overline{-}\downarrow\cdot 722S$

$T]$ ME–0.369STI $ME=0\cdot 861$ $S$ $l[|1E--1\cdot 3535$ $T1tlE\overline{-}1$ . S45 $S$

図 2: Ellipitc container type (I)
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612 縦置き楕円容器

長径 $a=07(m)$ および短径 $b=0.5(m)$ の縦置き型の楕円容器に充填率 50%で流体を満

たして式 (12) によって与えられる水平外力を加えることにする。もちいるパラメータと

分割数は先の横置きの楕円容器と同じものとした。図 3に水面形状の変化と壁面上の動

圧力分布を示す。図 3をみると、やはり静止水面から出発した水面は左右に’sloshing” を

繰り返して、壁面上部付近まで駆け上がる場合には圧力が負圧となっていること示して

いる。

$J]||E--0\cdot 000$ $s$ $T$ I 門 $\in=0\cdot 996$ $S$ $T$ IM $E=1\cdot 992$ $S$ $T$ IN $E=2\cdot 988$ $s$

$l1HE=0\cdot 249S$ $T[(1.E=]$ . $245S$ $l$ I $ME-2\cdot 241$ $S$ $T$ I ME $=3\cdot 237S$

$l1M$E–0.498ST I ME $=1\cdot 494$ $S$ $T$ [ME $=2\cdot 490S$ $T$ I ME $=3\cdot 486S$

11門 $E–0\cdot 747$ $s$ $T\iota|\cdot|E=1\cdot 743$ $s$ ][ $HE=2\cdot 139$ $s$ $T$ IM $E=3\cdot 735$ $s$

図 3: Ellipitc container type (II)
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6.2

半径 $r=0.5(m)$ の円形容器に充填率 50%で流体を満たし、式 (12) によって与えられる

水平外力を加えることにする。 もちいるパラメータは加振振幅 d$=0.5(m)$ , 加振振動数

$\omega=5.0(rad/\sec)$ , 時間刻み $\Delta t=0.001(\sec)$ とした。なお、総分割数は先の楕円容器と

同じ 40分割とした。図 4に水面形状の変化と壁面上の動圧力分布を示す。図 4をみる

ど ‘ 静止水面から出発した水面が壁面上部付近まで駆け上がっているのがわかる。さら

に、駆け上がり部分の圧力は負圧を示していることがわかる。

11 $ME–0\cdot 000S$ $T$ IHE $=0\cdot 216S$ $TI\dagger IE=0\cdot\triangleleft 86$ $S$

11 Il $E=0\cdot 054S$ $T$ I $ME\overline{-}0\cdot 324S$ T I M $E=0\cdot 594$ $S$

$T]$ ME $=0\cdot 108S$ $T$ I ME $=0\cdot 378S$ $\backslash$ $T$ I ME $=0\cdot 648S$

$l1ME–0\cdot 162S$ $T$ I $ME=0\cdot 432S$ $T$ IME $=0\cdot 702S$

図 4: Circular container
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負圧を示す部分は、本来、壁面上から剥離する。次に、このような現象をシミュレー

トすることを考える。採用したアルゴリズムについて簡単に述べると以下のようになる。

壁面上に配置された節点の圧力を計算ステップ毎に調べて正圧か負圧かを判定して、負

圧を感じた場合は境界条件を切り替えることで壁面上の節点を自由表面上の節点として

属性を変更する。これらの処理により、流体が壁面から剥離し、”free falling”する過程

を調べることができる。図 5に前図と全く同じ条件のモデルに流体の剥離条件を加えた

場合の数値計算結果を示す。図 5をみると図 4で負圧が発生するあたりから流体が剥離

し先端部分が巻き込んでいく、いわゆる容器内の砕波現象が生じているのがわかる。

図 5: Breaking of free surface in circular container
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63

図 6にあるような 2次元矩形水槽の左端に造波機としてピストンを設定し、解析領域
$\Omega$ は自由表面 $\Gamma_{f\prime}$ ピストン内壁 $\Gamma_{w1}$ , 底 IIIと右側壁 $\Gamma_{w2}$で囲まれているものとする。そ

して、水槽の長さは無次元化長さ $L=18.0$ とし、底面から平衡水面までの高さは $h=1.0$

とする。

図 6: Water tank and wave generator

発生させる孤立波は波高の違う 2種類とし、孤立波の性質の違いで内部流速にどのよ
.

うな違いが生じるか比較することにする。壁境界 $\Gamma_{w1}$に対する境界条件を次のように与

える。

$\frac{\partial\phi}{\partial n}=-\frac{dx_{p}(t)}{dt}$ (on $\Gamma_{\omega 1}$ ) (13)

ここで、 $X_{p}(t)$ はピストンの変位を表す関数であり、ピストンは次の関数に従って移動

するものとする。

$X_{p}(t)=X_{0}\tanh[\omega(t-t_{c})]$ for $0\leq t\leq T$ (14)

ただし、 $X_{0}$はピストンの半行程を表し、$T$ はピストンが静止する時刻、 $\omega,$ $t_{c}$はピスト

ンの動きを特徴づけるパラメータである。要素分割は全境界を一定要素を用いて 70分

割し、そのうち自由表面を 30分割する。

Type $(A)$ : $X_{0}=0.4,$ $\omega=0.3,t_{c}=7.0,$ $T=16.0,$ $\triangle t=0.02$

(15)
Type $(B):X_{0}=0.6,$ $\omega=0.5,$ $t_{c}=5.0,$ $T=12.0,$ $\Delta t=0.02$

図 $7-(a),(b)$ はそれぞれ波高 $A/h=0.1$ および $A/h=0.3$ の孤立波が左端より発生し、矩形

水槽を右へ伝播し、右側壁で反射して左へ進行していく過程について、自由表面形状およ

び内部の流れの状況を把握するために、流速ベクトル場を示したものである。図 $7-(a),(b)$

をみるとどちらも孤立波が進行したあとには複雑な流れの循環が生じているのがわかる。
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図 7: Inner velocity vectors in solitary wave propagation
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6.4 孤立波のマウンド越えおよびトレンチ越え

先に示したものと同様の矩形水槽の中心に半径 $R$ のマウンドあるいはトレンチを設定

し、その中での孤立波の運動を調べる。 ここで、水槽の長さを無次元化長さ $L=30.0$ と

し、要素分割は自由境界を 80分割, 壁境界を 40分割の計 120分割とする。そして、 ピ

ストン運動のパラメータは $x_{0}=0.5,\omega=0.4,$ $t_{c}=6.0,T=15.0,$ $\Delta t=0.03$ とした与

える。図 8, 9はそれぞれ半径 $R=0.7$ のマウンド 半径 $R=1.5$ のトレンチの上を波高

$A/h=0.2$ の孤立波が乗り越えて進行していく過程を横軸と縦軸を無次元化座標そして奥

行きを無次元化時間として自由表面の変化を示したものである。図 8, 9からわかるよ

うに水底に設置された障害物によって進行する孤立波が散乱を受けて微小な進行波が発

生し, 水面が複雑な形状を呈するのがわかる。

0T\mbox{\boldmath $\tau$},.膿蟹 o00。。

図 8: Wave deformation over semicircular mound

図 9: Wave deformation over semicircular trench
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7 おわりに

本研究においてオイラーラグランジェ混合解法と境界要素法とを結合した数値計算

手法を用いて、非線形性の強い水波の変形現象を数値シミュレーションした。数値計算

スキームとして、一定要素による離散化と単純オイラー時間積分スキームを採用し、ま

た数値計算技法として解の平滑化技法、節点の再配置化技法そして volume のチェック

による適応型メッシュ生成法を適用して計算の安定化を実現した。本手法によって、楕

円および円形の各容器内における水波の駆け上がりと、種々の水底形状を有する水槽内

での孤立波の運動を解析することができた。特に、水平加振を受ける円形容器流体のス

ロッシング問題において容器壁での圧力の正負を判定して節点の持っ境界条件を切り替

える、いわゆる”free fall”条件を考慮することで、容器内水波の砕波現象を提示すること

ができた。

自由表面を有する流れの問題は、この他にも興味深い問題がいろいろあるので、今後

もこれらの問題に対し境界要素法を用いた数値計算を続けていきたい。
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