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時間的ずれのある需要間の配分問題について

名古屋工業大学 石垣智徳 (Tomonori Ishigaki)

南山大学 澤木勝茂 (Katsushige Sawaki)

1 はじめに

ホテルの空部屋、旅客機やコンサート等の座席などはそれぞれの業界で “ 在庫 “ と

呼ばれている。 これらの在庫品の特徴は、販売可能な総量が予め固定されていて売

れ残った在庫を翌期に繰り越すことが不可能であることである。 このように在庫を

翌期に繰り越すことができないという物理的特性に対抗するために、 これらの企業

は同一の質の在庫品に対して複数の料金を設定し、比較的に早い時期に種々の割引

券を発行して需要の確保を意図している。一方、利用者も同一の質の在庫品に対し

て種々の選好を有している。 たとえば、旅客機をビジネス上の出張等で利用する場

合と異なり、観光目的で利用する場合はできるだけ安い割引料金で比較的に早い時

期に予約するのが通例である。

本稿では、予め販売可能な在庫量が固定しているとき、 これらの在庫品に対して

発生時点と収益性の違いからくる 2種類の需要がある場合を想定し、 この 2種類の

需要の間で在庫品をどうのように配分すればよいかの決定問題を考察する。

ここで取り扱う在庫に対する 2種類の需要を次のように定義する。早い時期に発

生する需要を “ 早い需要” と呼び、 その収益性は低い。一方、遅くれて発生する需

要を “ 遅い需要” と呼び、 その収益性は高い。 ここでの在庫品の特徴は、 スペース

(空間) を売ることであるため、翌期に繰り越しすることができないことと、満たさ

れなかった需要は永遠に失われることである。 この種の在庫品を取り扱う企業は、

低い料金で商品を早い時期に提供することによって需要を掘り起こし、 しかし、 こ

のことによって高い収益をもたらす需要を逃すことなく最終的な期待収益を最大に

するような管理政策を求めようとするのである。本稿では、 このタイプの決定問題

数理解析研究所講究録
第 747巻 1991年 73-81



74

を一般的な形で期待収益を最大にする問題として定式化する。 ここで得られた知見

は、収益性の高い需要が将来に遅れて実現すると期待されるならば、収益性の低い

早い需要に対する在庫品の配分量に上限を設定することが望ましいということであ

る。 この知見は、季節物商品などピーク時を過ぎた場合に催されるバーゲン. セー

$Js$にも適用可能である。バーゲン. セー $Js$のとき販売可能数量 (在庫量) に上限を設

けて先着順何名までという販売戦略がしばしば採用される。この販売戦略の精神は、

ピーク時を過ぎた需要を喚起すると共に類似の商品を通常の価格で購入しても良い

と思っている客が、バーゲン商品の購入に移行するのを防止するためと見なすこと

ができる。

Beckmann [1], Rothstein [4] および Sawaki [5] は旅客機の座席管理について類似

の議論を展開している。旅客機の座席管理および収益管理の展望について、 Belob-

aba [2] または沢禾 [6] が行っている。ホテルの部屋の在庫管理については Liberman

and Yechiali [3] と石垣 [7] が考察している。 これらの従来のモデ $J1/$は、 2種類の需

要の独立性を仮定しているが、本稿ではそのような独立性を仮定しない。従って、

割引価格によって購入することができなかった早い需要が、普通価格で購入するこ

とを意図して、遅い需要に移行する可能性を認めている。

次節では、モデ Jの定式化を行った後で最適な在庫管理政策について分析する。

特に、簡単な最適政策が存在するための十分条件について考察する。第 3節では、

需要分布を特定化したとき、 このモデルの最適な在庫管理政策について詳しく議論

しよう。第 4節では、 このモデルで得られた知見をまとめるとともに、モデルの応

用範囲と将来の拡張の方向について言及する。

2 モデルの定式化と最適な在庫管理政策

いま販売可能な在庫品の総量を $C$ で表し、固定的な既知の値とし、次に述べる遅

い需要の単位で表現されたものとする。 この在庫品に対して 2種類の需要を $X,Y$ と

し、 それぞれ早く実現する需要 (早い需要) 及び遅く実現する需要 (遅い需要) と呼ぶ

ことにする。計画期間のはじめで $X$ および $Y$ は確率変数であり、 $X$ の分布関数を

$F(x),$ $X=x$ が与えられたときの $Y$ の条件付き分布を $G(y|x)$ とする。決定変数を
$I$ とし、早い需要に配分される在庫量の上限とする。すなわち、早い需要からの売上

量は $\min\{I, X\}$ となる。 したがって、遅い需要への在庫の配分量を $Q(I)$ とすれば、

$Q(I)=C- \alpha\min\{I, X\}$ (1)
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となる。 ただし、 ここで $\alpha$ は早い需要 1単位の遅い需要への換算率で、 $\alpha\geq 0$ であ

る。 $\alpha=1$ ならば、、早い需要 1単位は遅い需要 1単位に等しく、 $0\leq\alpha<1$ なら

ば、返品やオーバーブッキングの場合を想定する。旅客機の場合、早い需要を団体

客のエコノミー席とし、遅い需要を個人客のビジネス席として座席のサイズを変更

することが可能ならば、たとえば $\alpha=2/3$ となる。 さらに次のような記号を使用す

る。

$p_{1}$ $=$ 早い需要への単位価格

$p_{2}$ $=$ 遅い需要への単位価格

$h$ $=$ 売れ残った在庫品の単位保持費用

$s_{1}$ $=$ 早い需要への単位当り品切れ費用

$s_{2}$ $=$ 遅い需要への単位当り品切れ費用

仮定 1 $0<p_{1}+s_{1}<\alpha(p_{2}+s_{2})$

早い需要の収益性を遅い需要の収益性よりも小さいことを保証するために $p_{1}<\alpha p_{2},$ $s_{1}<$

$\alpha s_{2}$ と仮定してもよいが、以下の最適な在庫管理政策を得るためには上記の仮定 1で

十分である。

早い需要に対して $I$ 単位の在庫量を配分したときの総期待利潤を $T(I)$ とすれば、

$T(I)$ は次式で与えられる。

$T(I)$ $=$ $p_{1}E[ \min\{X, I\}]+p_{2}EE_{Y|X}[\min\{l^{\nearrow}, Q(I)\}]$

- $hEE_{Y|X}[ \max\{Q(I)-Y, 0\}]-s_{1}E[\max\{X-I, 0\}]$

- $s_{2}EE_{Y|X}[ \max\{Y-Q(I), 0\}]$ (2)

問題は条件 $0\leq\alpha 1\leq C$ の下で総期待利潤を最大にするように早い需要と遅い需要の

間に在庫量 $C$ を配分することである。 2つの需要の間で最適な在庫の配分量を求め

るために次の仮定 2を用意しよう。

仮定 2 $P[Y\geq C-\alpha I|X\geq I]$ は $I$ の単調増加関数である。

補助定理 1 仮定 1,2の下で、 $T(I)$ は $I$ の単峰型である。

証明 :(2) 式の $\ulcorner 1^{\urcorner}(I)$ を $I$ に関して微分すれば、

$\frac{dT(I)}{dI}=\overline{F}(I)\{(p_{1}+s_{1}+\alpha h)-\alpha(p_{2}+s_{2}+h)P[Y>C-\alpha I|X\geq I]\}$ (3)
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を得る。明らかに $\overline{F}(I)\geq 0$ であるから、上式の符号は右辺のカッコ $\{\}$ の中の値に

よって決まる。仮定 1より $(p_{1}+s_{1}+\alpha h)<\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$ であり、仮定 2より

$P[Y\geq C-\alpha I|X\geq I]$ は $I$ の単調増加関数であるから $dT(I)/dI$ の符号は正から

負に一回変化する。すなわち、 $dT(I)/dI=0$ となる $I^{*}$ が存在して、 $I<I^{*}$ では

$T(I)$ は $I$ の増加関数であり、 $I>I^{*}$ では $I$ の減少関数である。 よって、 $T(I)$ は $I$

の単峰型である。

(Q. E. D.)

補助定理 1より、単峰型 $T(I)$ を最大にする $I^{*}$ は次の定理によって与えられる。

定理 1 すべての $I$ について $F(I)<1$ で $P[Y>C]\leq(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$

かつ $P[Y>(1-\alpha)C|X\geq C]\geq(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$ と仮定する。仮定

1,2の下で早い需要に対する在庫の最適な配分量 $I^{*}$ は次式によって与えられる。

$I^{*}= \max\{0\leq\alpha I\leq C|P[Y>C-\alpha I|X\geq I]\leq\frac{p_{1}+s_{1}+\alpha h}{\alpha(p_{2}+s_{2}+h)}\}$ (4)

証明. 条件 $F(I_{l}<1$ によって $dT(I)/dI=0$ となる $I$ は (3) 式より

$\alpha(p_{2}+s_{2}+h)P[Y>C-\alpha I|X\geq I]-(p_{1}+s_{1}+\alpha h)=0$ (5)

を満たす。条件 $P[1^{\nearrow}>C|\leq(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$ かっ $P[Y>(1-\alpha)C|X\geq$

$C]\geq(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$ の下で仮定 1,2より (5) 式を満足する $I$ が少な

くとも 1つ存在する。 したがって、補助定理 1より $T(I)$ を最小にする $I$ は (4) 式に

よって与えられる。

(Q. E. D.)

(注 1) 定理 1において、 もし $P[Y>C]\geq(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$ ならば Y

最適な在庫の配分量は $I^{*}=0$ となる。 これは、高い収益を生む遅い需要が総在庫量

よりも大きい確率が早い需要の相対的な価格よりも大きいならば、早い需要への在

庫の配分量は $0$ であることを意味している。逆に、 もし $P[Y>(1-\alpha)C|X\geq C]\leq$

$(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}\cdot+L\backslash \backslash 2+h)$ ならば、 $I^{*}=C$ となる。 この場合は、早い需要が十分あ

るという情報の下で、遅い需要がある一定量 $(1-\alpha)C$ 以上で確率が早い需要の相対

的な価格よりも小ならば、総在庫量をすべて早い需要に配分せよと主張している。
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(注 2) 定理 1の (4) 式を注意深く観察すれば、早い需要への在庫の最適な配分量君

は、早い需要と遅い需要の価格比 $(p_{1}+s_{1}+\alpha h)/\alpha(p_{2}+s_{2}+h)$ のみに依存して、

各々の $p_{1},$ $p_{2},$ $s_{1},$ $s_{2}$ の値には依存しない。

(注 $3$ ) $P[Y>C-I|X\geq I]$ は $C$ の減少関数であるから、 $I^{*}$ は $C$ の増加関数であ

る。

$X$ と $Y$ が互いに独立ならば定理 1は次の系 1のごとく退化する。特に、最適な配

分量が明示的な型で与えられる。

系 1 もし $\alpha=1$ でかつ $\iota\nearrow$ と $X$ が互いに独立で $Y$ の分布 $G(\cdot)$ が厳密な増加関数

ならば、早い需要への最適な在庫配分量 $I^{*}$ は

$I^{*}= \{0C-\overline{G}^{-1}C,(\frac{p_{1}+s1+\alpha h}{\alpha(p_{2}+s_{2}+h)})$ , $\overline{\frac{\frac{G}{}G}{G}}(0)(0)\geq\frac{P1+s1+\alpha h}{\frac{\alpha(p_{2}+s_{2}+h)p_{1}+s1+\alpha h}{\alpha_{\frac{(p_{2}+s+h)p_{1}+s1^{2}+\alpha h}{\alpha(p_{2}+s_{2}+h)}}}}\text{の_{}<}\text{と_{}\overline{G}(C)}(C)^{<}\leq$

の

$\text{と^{き_{き}}}$ のとき $\}$ (6)

となる。 ただし、 $\overline{G}=1-G$ である。

(注 $1$ ) $X$ と $Y$ が互いに独立ならば、 $T(I)$ が単峰型になるために仮定 1を必要とし

ない。 したがって、最適な在庫の配分量 $I^{*}$ は仮定 1,2が成立しなくても系 1のよう

に与えられる。一方、遅い需要への配分量は $C-I^{*}= \overline{G}^{-1}(\frac{p_{1}+s1+\alpha h}{\alpha\langle p_{2}+s_{2}+h)})$ となって、

$C$ と $F$ から独立である。

(注 2) 定理 1の (注 3) で $I^{*}$ が $C$ の増加関数であることを言及したが、系 1では、

比率 $I^{*}/C$ もまた $C$ の増加関数である。

$|$
(注 3) 系 1のように $X$ と $Y$ が互いに独立ならば、早い需要への最適な在庫の配分

量は早い需要の分布関数 $F(\cdot)$ から独立であって、遅い需要の分布関数 $G(\cdot)$ と 2つの

需要の価格比のみに依存する。

3 いくっかの例題

この節では、第 2節のモデルの特別な場合や需要の分布関数を特定化した場合につ

いて議論する。

例題 1-早い需要が十分にある場合

$I\leq C$ なるすべての $I$ に対して $Pr(X>I)=1$ と仮定しよう。 このと $\text{き^{}p_{r}}I^{Y}>$

$C-I\rfloor X>I]=Pr[Y>C-I]=\overline{G}(C-I)$ となる。 $\alpha=1$ のとき、 (2) 式の $T(I)$
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は次のようになる。

$T(I)$ $=p_{1}I+p_{2}E[ \min\{Y, C-I\}]$

$hE[ \max\{C-I-Y, 0\}]-s_{1^{t}}E[X-I]$

- $s_{2}E[ \max\{Y-C-I, 0\}]$ (7)

上式の右辺において、第 1 項は $I$ の線形であり、その他の項はすべて $I$ の凹関数で

あることが判る。従って、 $T(I)$ は $I$ の凹関数である。条件 $0\leq I\leq C$ の下で $T(I)$

を最大にする $I$ を求めるために、その導関数を計算すると次のようになる。

$\frac{dT(I)}{dI}$ $=p_{1}-p_{2}P[Y>C-I]+hP[Y<C-I]+s_{1}-\overline{s}_{2}P[Y>C-I]$

$=$ $(p_{1}+s_{1}+h)-(p_{2}+s_{2}+h)P[Y>C-I]$

故に、仮定 1の下で最適な在庫の配分量 $I^{*}$ は

$I^{*}=C- \overline{G}^{-1^{}}(\frac{p_{1}+s_{1}+h}{p_{2}+s_{2}+h})$ (8)

となる。 (8) 式で与えられる $I^{*}$ は定理 1の (4) 式および系 $1^{1}$ の ((6) 式と基本的には同

類であるが、 (8) 式の $I^{*}$ は仮定 2を必要としないことである。

例題 2-需要が 2変量正規分布に従う場合

ここでは $\alpha=1$ とする。 $X$ と $Y$ が 2変量正規分布に従い、 $X$ と $Y$ の相関係数が非

負ならば、仮定 2が成立することは容易に確認できる。直観的な説明は次のように

なる。明らかに、 $P_{1}\cdot[Y\geq C$ –Il は $I$ の増加関数である。 $X$ と $\}^{\gamma}$ の問に非負の相

関関係があるとき、 $X\geq I$ であるという情報は、 $Pr[Y\geq C-I|X\geq I]$ の単調

性を逆転させない。 ここでは、.2種類の需要の相関係数が $0$ である場合と正である

場合について、最適な在庫の配分量を数値的に求めてみよう。
$X$ と $Y$ の平均及び標準偏差をそれぞれ $\mu_{X}=70$ 、 $\mu_{Y}=30$ 、 $\sigma_{X}=2().5$ 、 $\sigma_{1^{:}}=$

$11.5$ 、 とし、相関係数は $\rho=0$ と $\rho=0.9$ の 2つ場合を考える。価格や費用につい

ては、 その比率のみが意味を持つから、 $(p_{1}+s_{1}+h)/(p_{2}+s_{2}+^{:}h)=0.6$ とする。表 1

は、総在庫量が 46;60,8O, IOO, 120,140単位である種々の値の場合について、早い需

要と遅い需要に対する最適な在庫の配分量を表している。表 1を観察すると、 $\rho=0$

の場合、総在庫量の値にかかわらず遅い需要への配分量は常に 27単位の定量どなっ

ている。 この数値例ではと相対価格の比率のみによって決まるからである。 $\rho=0.9$

である場合の最適な早い需要への配分量 $I^{*}$ は、 $\rho=0$ である場合の $I^{*}$ を超過する
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ことはない。 これは直観的に次のように考えられる。 $X$ と $Y$ の間に正の高い相関関

係があるから、 $X\geq I$ という情報は収益性の高い遅い需要が大である可能性を示唆

する。従って、 $\rho=0.9$ である場合には、早い需要 (低い収益性) への在庫の配分量

は小さくなる。 2節の結果から、最適な配分量 $I^{*}$ は $C$ の増加関数である。 $I^{*}/C$ も

また $C$ の増加関数であることが判る。 さらに、 $\rho=0.9$ である場合の比率 $I^{*}/C$ は

$\rho=0$ である場合のそれを下回っている。

例題 3-需要が指数分布に従う場合
$\lrcorner X^{-}$ が平均 $1/\lambda$ の指数分布に従い、 $Y=X/\beta,$ $\beta>0,$ $c\alpha=1$ とする。早い需要の

$(1/\beta)\%$ が遅い需要を形成すると見倣そう。 $Pr[Y>C-I|X\geq I]=e^{-\beta\backslash C}e^{\lambda(\beta+1)I},$ $I\leq$

$BC/(1+\beta)$ 、 その他の正の $I$ に対しては 1とする。明らかに $I$ の増加関数であるか

ら、仮定 2を満足する。故に、定理 1より

$I^{*}= \frac{\beta}{\beta+1}C+\log(\frac{p_{1}+s_{1}+h}{p_{2}+s_{2}+h})^{\frac{1}{\lambda(\beta+1)}}$ (9)

となって、 $I^{*}\leq C’$ を満たす。一方、 $X$ と $\iota/’$ が独立であるとすれば

$P[Y>C-I]$ $=$ $P[X>\beta(C-I)]$

$=$
$e^{-\lambda\beta(C-I)}$

となり、独立の場合の最適な在庫の配分量を $I^{**}$ とすれば、系 1より

$I^{**}=C+ \log(\frac{p_{1}+s_{1}+h}{p_{2}+s_{2-}+h})^{\frac{1}{\lambda\beta}}$ (10)

となる。 (9)、 ( $1t1$ , 式を比較すれば、 $\beta>0$ 、 仮定 1の下で

$I^{*}$ $<$ $I^{**}$

を得る。 これは例題 2の 2変量正規分布の場合の結論と一致する。
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4 おわりに

本稿では、発生時期に違いのある 2種類の需要に対して固定的な総在庫量をどの

ように配分すれば良いかについて分析した。収益性の高い遅い需要が将来に期待さ

れるとき、収益性の低い早い需要への在庫の配分量に上限を設定することにより総

在庫量の配分から獲得される期待収益を最大にすることが可能であることを示した。

早い需要と遅い需要の問に確率的な依存関係がある場合、条件付分布関数にある種

の単調性が成立するならば (仮定 2) 、早い需要への最適な在庫の配分量 $I^{*}$ が

$I^{*}= \max\{0_{-}<\cdot. aI\leq\alpha C|P[Y\geq C-\alpha I|X\geq I]\leq\frac{p_{1}+s_{1}+\alpha h}{\alpha(p_{2}+s_{2}+h)}\}$

で与えられる。早い需要の中で在庫品を購入できなかった客がより高い価格で遅い

需要として在庫品を購入する可能性があるならば、 このように、収益性の低い早い

需要に対して在庫品の配分量に上限を設けることは我々の経済的直観とも一致する。

ここで取り扱ったモデルは 1期間の静的モデルであって、早い需要が実現される過

程を観察しつつ、在庫量の配分の上限を修正・更新するような動的な在庫管理モデ

ルではない。在庫量の減少を絶えずモニターしながら在庫の配分の上限を逐次に改

定するようなモデ J\swarrow が次に考えられるであろう。 さらに、モデルの拡張方向として、

単に 2種類の需要だけでなく、 より一般に $N$ 種類の需要が存在するとき各需要への

在庫量の配分政策を議論することである。 いずれの場合もここで取り扱ったモデル

よりも複雑で難解なモデルであるが、在庫の繰越しが認められず総在庫量が固定し

ているよう商品を販売する企業にとっては重要で現実的な問題であると言わなけれ

ばならない。
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