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Le probléme de Cauchy & Caractéristiques Multiples
-Méthode directe de trouver la condition (généralisée) de E.E.Levi-
par

Yujiro OHYA

Récemment Menikoff (4) a étendu le résultat di & Oleinik (8 pour le
probléme de Cauchy dans les équations différentielles du second ordre
faiblement hyperboliques aux &quations d'ordre supérieur. Mais il ne sera
pas facile de traiter les équations dont les racines caractéristiques ont
la multiplicité plus grande que double, compte tenu de ces méthodes assez
compliquées. Cet article propose une méthode plus directe de trouver la
condition suffisante pour que le probléme de Cauchy dans les équations aux
dérivées partielles hyperboliques d'ordre m avec la multiplicité variable
soit bien posé dans la classe des fonctions indéfiniment différentiables.

NOTATIONS.- On considére le probléme de Cauchy dans une bande Q=[O,T]XRR;

@ Plt,xs 50, 32 du(E,0=E,0 , GPluOw=0,60 oyl ,

m-1

~ g 9o\m __3 _aj = [} = . = .
ou P (Bt) + jzo am_j(t,x, P )(at) s am_j étant 1'opérateur différentiel

d'ordre m~j. Soit'?m(t,x;T,E)rle polyndme caractéristique de P; on dira que
P est hyperbolique, si pm(t,x;T,g) se factorise dans la classe des fonctions

C”, et si les racines caractéristiques par rapport d@ T sont réelles pour

) ) ) m

E\O; plus précisément, dans pm(t,x;f,g)= o ( T—Ai(t,x;g)),

i=1
S

(t,x38) € QxR

ki(t,x;g) peuvent &€tre regardées comme les symboles de

OGN

(voir Nirenberg

DEFINITIONS.- Pour s réel quelconque, on définit
~ 2 1/2 o, L
lall_= ¢ ra+ [elDla@ % 1M pour we coah,

oi Gi(£) est la transformée de Fourier; on désigne HS(RQ) le complété de

CS(RQ) (ou bienﬁS(RQ)) par cette norme. L'ordre m des opérateurs pseudo-

1

. . ~ s g 3
différentiels sera noté par L(m); c'est-3-dire, en notant Dt= TR
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D =
X
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5%—, si P(x,D) appartient & L(m), alors il existe une constante C
3 3 ‘
telle que |lPu Hsépllu ”s+m'

Dans la suite, on ne considére que les opérateurs pseudo-différentiels

m .
en x et différentiels en t; par exemple, si P(t,x;Dt,D) = I am_j(t,x;D)Dl,
3=0
oli am_j(t,x;D) est 1'opérateur pseudo-différentiel en x d'ordre m-j, alors
m
3 fes s m d@i
on a || Pu(t) ” <C .i IlDtu(t)l[mrj+s' Or la définition || D u(t)]
sup ||DJu(t) H 3 entrafne que []Pu(t)]‘ < const.
0<j<m
on désigne 1'ordre m des opérateurs de ce type par L(m)
N _P W P
HISTORIQUES.- Supposons la factorisation P il am (t,x3T,8), I m.= m,
( ) i=1 i i=1
ol m (t,x3;1,£) sont les polyndmes strictement hyperboliques de degré m; o3
i
si 1'on associe A € L(m ) aux a( 1)
my

Ai(t,x;Dt,D) " a;i)(t,x;T,E) + a(i)

4+ sec++ Jalors on aura
. m,~1
i i

P-A_A "'-'A € %(m—p+q) en général ol 0<q<p-1l. Ceci a &t& discuté sous

172
(2)

1'hypothése de la multiplicité constante dans Leray-Ohya ; de plus, le

choix convenant des symboles de degré& inférieur pour Ai permet de constater

P- A.A.-----Ap € f(m—p). Or, le probléme de Cauchy est bien posé dans la

12
(5) (3)

classe C . Mizohata~Ohya a obtenu la condition (d'aprés E.E.Levi

suffisante et nécessaire sous l'hypothése de la multiplicité constante et
double. Dans cette Note, on ne suppose plus que la multiplicité soit

constante, et on ne traite que le cas a caractéristiques doubles.
m-s
Soit'?m(t,x;r,g) = I ( t=A, (t x3E)) H ( -y, (t,x3E)) pour m>2s, ol
i=1 j=1 J
Aj(t,x;g) et u (t,x;&) peuvent coincider pour chaque ] (I<j<s), mais

{Ai}léiém-s et {uj}l§j§§ sont distinctes parmi elles pour

(t,x3E) € cm(sszé

n .
pseudo-différentiels de L(m-s), f(s) ayant les symboles principaux

\0); on associe Q(t,x;Dt,D), R(t,x;Dt,D) les opérateurs
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_3._
m—-s s .
qm_s(t,x;T,E) = 'H ( T—Ai ), rs(t,x;T,E) = .H ( T—uj ) respectivement;
i=1 j=1
¢c'est-d-dire, on a
Qr\J +lq 4+ esoesses R~ r +lr 4 ecoosee
Yp-s i 'm-s-1 ’ s i "s-1 >

ol q. et r, sont des fonctions Cm(QXRR\O) homogénes en (1,£) et polynOmes

i 3 & L 3q
o . PR . -S
en T de degré j; on définit Lm_l(t,x;T,E) = pm—l -1 aio agu Dxars'

CONDITIONS.- D'abord, on va supposer

-~

[1] Lm—l(t’X;uj(t’X;E)’E)/uj_xﬁ appartient a Cm(QxRé\O) pour l<j<s,

[y Lm_l(t,x;kj(t,x;g),g)lkj—uj appartient i Cw(QkRé\O) pour 1<j<s:

L

E\O)’ alors [I] et [I]

En particulier, si uj—xj/t est une fonction Cm(QXR

seront trop fortes; donc on suppose
U.=-A, - 2

[IT] Lm_l(t,x;uj,i)/ —lz—l- appartient d C (QXRE\O) pour 1<j<s,
AU, - 2

[y Lm_l(t,x;xj,g)/ “lg—l appartient 3 C (QXRE\O) pour 1l<j<s:

- Note. - Conditions [T] et [I]' (resp. [II] et [II]') sont équivalentes;

aLm—l
T

av
en effet, on aura Lm_l(uj) = Lm_l(kj) + (uj—kj) (Aj) par la

formule de la moyenne.

Proposition I.- Sous la condition [I], on peut déterminer complétement

deux fonctions Cw(QxRé\O) homogénes en (71,£) (polynSmes en T) 9 g

.

et ro telles que 1'on a P-QR ¢ f(m—Z).

Proposition II .- Sous la condition [II] , on peut déterminer compl&tement

2
£

deux fonctions C’ (QXR.\O) homogénes en (7,£) (polyndmes en T) Em—

o
" 1 Y _ qm—s—l
et r_ 4 telles que 1'on a P-QR ¢ L(m-2), et que Ul =

s-1

et



o
Com

r - s~-1
s-1 t *

En effet, compte tenu de la formule du produit des opérateurs pseudo-

différentiels, on a

2 qu_s

o 1 - 21 _1
PRV Py Ongs T P12 e Px Ts T Mmes-1Ts T 1 TmesTs-1”

)

+ symboles de degré < m-2; donc il suffit de choisir (qm—s—l’rs—l

n
tels que Lm_l(t,g,T,E) = q + q_gFg_y POUT constater P-QR & L(m-2).

r
m~-s-1s

Cette possibilité s'obtient de

s-1 o Lo ()
z ai(t,x;E)u§ -3 = lm_; pour 1l<ij<s, puisque
=0
¢ (=) T (u.-x))
i i
i#j
s-1 s-1-1
r L (t,x37,8) = I o,(t,x;E)T , ol a,(t,x;&) (0<i<s-1) sont des
s-1 1=0 i i ==

fonctions Cm(QXRg\O) homogdnes en £ de degré i; ces égalités déterminent

est

P . . s-1i
les ai(t,x;g),icar le déterminant de matrice {u, }

J

I (ui—uj) # 0. Le méme raisonnement prouve la Proposition I .
i>j

1<isj<s

THEOREME I.- Sous la condition [I], on a Z'inégabité d'énergie pour le

probléme de Cauchy (E)

1™ 2o || <ct 7 o | e S
= soo 03 g T 20 1P n-2-1

t
+ JO || D™ (s) || ds } , n étant un entier non négatif.

THEOREME T .- Sous la condition [IL], on a l'indgalité d'énergie pour le

probléme de Cauchy (E), n étant un entier non négatif,
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-1 N
n+m-2 2 " 2 i 2
| D s Iz e jio I 43 ||m—j+N+n+m * i:o I b £(0) [

t
+ J 10" e (o) [1%s 1, oit N = 204(m-s-1).
0

Fote. - Etant donndes f(t,x) et {¢j(x)} les fonctions C & support

0<jzm~1
compact par rapport 3 x, les Théorémes d'existence de solution du
probléme de Cauchy (E) s'aché&veront par la méthode habituelle.

Note.~ 11 semble que Petkov(l)

énonce le résultat analogue au Théoréme I.
Les démonstrations complétes des Théorémes I et II seront publiées dans

1'article ultérieur qui contiendra les &tudes sur 1'existence du domaine

d'influence et aussi celles du cas de la mulitiplicité plus générale.
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