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Un thGoteme de type de Matsushima-Murakami concernant
1'intégral des fonctions multiformes
. par K.AOMOTO
Dans cette note on va @noncér-un théoreme de t;.ype de
Matsush’ima—-Mui‘akami dans 1'"espace compl@mentaire d'un espace

projectif complexe PR moins un diviseur & savoir un ensemble

d &

algg’orique dg codimension une. Plus gén/éralemenf soit M une

Valtrigtﬁ complexe et ‘1:1' son fevé\tement universel, 'Le' gro'ui)e

fdndamental ¢ de M par rapport a un point base 0 de M opere

sur 'ifla Jcom’me 'Decktransformation' |

(0,1) GxH D (V,x) - Yox €M.

Soit P une revpr/esentation iinﬁaire du groupé G dans le groupe

linéaire general GL(A) ou A désigne un espace linGaire complexe

‘de diin'ension n. On d€signe par b@_l" (’I\\II" f,4) ou ;[r(,r(?’l" P,A)

/spectlvement les espaces des p—formes dlff/rentiables ou

holomorphes y(x) sur M , & valeurs dans A, telles que l'on alt

(0,2) Fyn = P S0,

Les espaces o> (IV’-'D A} = Z @,@"P(M (’ A) et M, (M £, A)
Z ® JF M; 0,4) sont munies de structure de complexe de

| de Rham par rapport a la derlvatlon exterleure ordinéaire d. On

' de31gnera leurs cohomologies derdimension p par HP(M P A) et

HJL(M; (’,A) respectivement. ILa re_prgsentation liréaire P de G-

definit I la maniére canonique sur M le systéme local {AP}

loc,alément isomoi’phe 2 A. On dgsignera par HP('M; {Af} ) ou-

uP M; {Alo%) leurs cohomologies différentiable;:ou holombrphe

‘respectivement. On saléstisomorphismes canoniques



B

(0,3) i (0,0 = nP(x {A}) et H"(M P A) HP(M;{Af})
Si M est une varifte de Stein on a 1'1somorphisme "

(0,4) BP0 af ) = b on b

De n/éme la repl(esentation contra—-gradiente (0 de (’ déflnit
sur M le systéme local {AF} localement isomorphe au dual A* de
A. On ‘désignerawpar Hk(]‘f; {AF} ) sa homologie de dimension P.
D'aprés Eilemberg et Maclane (voir ( £ ) raes ‘ )
H.,(M {A*} ) est dual 3 HP(M {At,} ). Leur pair n'est autre chose
que l'int/gral des fonctions multiformes ff (x) de @P(M, e, A)

sur un cycle ¢ définissant un 41lément de HP(M; {Ag} ):

(0,5) B 00 x 0 dat ) -
(¢ , & ) - j ¢
| ¥

Supposona maintenant quAil existe une connexion holomorphe et

localement euclidienne dans {A‘a} qui s'indult de 1l'espace base

M, 2 savoir une fonction holomorphe ¥usul M aa.Yaﬂ;eanadanS}.)GMA)
o~

de sorte que l'on ait pour Y € G et x € M quelconques

(0,6) Y(r.x) = POY) Y(X)

0 N /

n note par (M; A) ou ;I{, (M;A) les espaces des p~-formes
différentiables ou holomorphes sur M z@spectivement E valeups
dans A, Alors on a lésmmsomorph:xsmes

i P

(0,7) LF(m;0) ﬁ"m-ﬁA)ou %(MA)—M(M(’A)

respectivement par l'application % C..@-P (M;A) o~ Y. 9 € »
PN, pa ' . ~A

D (M; P ,A). On“ecrit par W la forme matricielle Y .dY qui
est holomorphe dans M. Vu que d(Y.9) = Y.(dp +WA 9,
les cohomologies H*(‘IVI;P,A ) _6u H;L(lﬁ;(’,l\ ) sont isomorphes a (M

aux *(M; Y ov MX(M; ) respoctives qui



H*(M;[w],A) ou H‘;*L(M;[co] ,A) respectives. Ces dérniers sont
d@éfinies comme suit : K *(M;4) = Z@ @P (M:A) ou
Mo *(M54) = Z, Q@ j,rf,P(M;A) deviennent des complexes 'de
de Rham munis de l'op/rateur de cobord §': {¥= d~<,0 + w/\?
‘On d/sa.gne par H*(M; [cu] A) ou H*(M o], ,A) les cohomologies
correspondantes.
Supposons de plus que M soit une varie/ alg/brlque projective
M moins un diviseur S de M . On note par D@ (M, S; A) la somme
2 @ ,@—F(M S; A) ou D@T(M S; A) d€signe 1'espace des p—formes
différentiables sur M et de croissance temp/r/e en S. On note
aussi par JJL*(M S3A) la somme Z@ J*&T(M S;A) ou
} }.{’,’P(M S;A)° d/31gne la partie commune de- DBP(M S; A) et
j,;{"(M A) qui s'identifie avec 1' espace des ﬁafnrmeboholomorphhes
dans M et n(romorphes dans W . Ces deux espaces ﬁ (My, S A)
et J;ﬁ (M S ,A) deviennent des sous—-complexes de Q&*(M A) et
M*(M A) respectlves par rapport a 1'opérateur §- . On note
par °&rr(l‘/{ [Y],A) ou ij*(M [¥1,4) rgspectlvement la somme
DA ﬂP(M (¥]1,A) ou 2_](—5 ;yc\_gM [Y} A) ou ,,&T(M [Y] JAY
de51gne le sous«espace de b&f f’ yA) consmtant en des
p-formes qui s'écrlvent comme Y.y' ou SOG.g-P(M S;A) et -
g&(/ (M (Y],A) dsigne la partle commune de .49. M (_Y] A) et
' gff”(M; f ,A). .Ces dernieres deux espaces QB.*(M (x],a) et
j{f}tﬁ('ﬁ;‘ [Y:LA‘) aussi deviennent des sous-complexes de
°B*('l?ll';() JA) et ﬁ*('ﬁl; P,A) respectiyes. Onka les‘ri>sqmorphismes

/ 1dents :

(0,8) HP(H; 00 ,0) = HP(M;6,4) et 1N (0 ,8) = HgL(M;EoJ,A)
ow HF(‘I}IJ;‘EYJ,A): et H;‘(ﬁ’; [Y],A) désignent les cohomologies docs.
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» 3 N Id
de dimension p des complexes Q8_|’_*(l\'l;[Y,1A) et %*(M;[Y],A)
T
respectifs. :
Si la fonction Y(x) est de croissance temperée: en S alors
~ .
1'espace ‘j}*(M;EX],A) consiste en des formes diff€rentiables
o ’ ' '
dans M qui sont de croissance temgéfée en S et qui satisfont &
(0,2).
. Ca s S . ~ ’
: Qnoutaimséraxlepﬁhébreme suivant du a Grothendieck et Deligne
(voir (§) et=t=3).
Théoréme de comparaison. .Si la connexion Y_est de croissance

temp&rée en S, en particulier si W = f1.dy_es_t__dn__up_e_dg
singuldrités réégli@igg en S .alors onca 1'iagmgzpbismé |
(0,9) HY(n; (0 ,8) & 6 (5 p ,4). |
De plus si M,est une varfgté‘de Stein on a

(0,00 o e,m =ulmp,0

en particulier on a )
(0,11) * - B (M; 0 ,4) = (0) pour pZX +1
o A= dim M. ' |
On suﬁbosera dans ce qui suit que M soit }'espace projectif

. ¥ o
‘complexe et S un diviseur. Supposons que

(H-1) Lo représentation P’du groupe G soit donnfe comme |
monodromie & laquelle le ézstshe différentiellliréaire :

(0,12) o Y ar=®
donne naiséance,dﬁ la fbrme de connexibn VY] 1hﬁa ggg des poles

Jlogarithmiques le long de”S. Dans ce cas-1a on sait que la forme
& est ferméé»et,satisfait'a l'éﬁuation algéfrique suivaﬁté :

(0,13) WA W =0 |

(voirJEA ) page | ou (&) page ).
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Soit (, une application holomorphe du disque unité D=

= {lzl< 1}‘ dans M telle que 1'image ( (D) ne soit pas contenue
dans S et que ((0) soit un point p de S. On dit 'résidu de
la forme 0 en p'le long d'une courbe lanalytique C=((D)' 1e
résidu de la forme induite L*( W) en 0 dans D. L'ensemble des
résidus dé o en p le long destoutes les courbes analytiques C
passant par p formeun semi;groupe d'un nombre fini de gé{erateurs.
Soient Cy ' G ""’Cl" les courbes ﬂ

v o
analytiques correspondant & ces .

gérérateurs. On d€signe par U}c',

/
U(a ,Ua.‘9 ,...,Ucr les residus de
W eh~p’leslong des courbes ,
Gy G ,;..,Cb respectivement. Faisons 1'hypothése suivante :
H-2)  Aucunm matrice d'entr Up soeosU, n'a un entie
‘( ) icunm matric neuq,%, ,trn un ier
non-négatif 0,1,2,3,... comme valeurs propres.de m
Alors on a :
Il@*_&@ - HP(; {AP}) ¥ (0) pour p= Q-1 ¢_dans le cas

. N . -
od S consiste en des hyperplans ou bien dans le cas ou. | .est

egal B 2 et S est quelconque, o |
L'ensemble des réprésentations l-inéires de G dans GL(A) forme
' un sous—ensemble algéarique ‘R dans lé produit GL(A)XGL(A)X...
x GL(A) (m produit) ow m dési.gne,le nombre des én&*ateur‘s_n,du
groﬁpe G. L‘ehsemble; des. repvrgsentations line’;.ires f de G telles
l'on ait o : 7 C
(0,14) P {ah = (0 pour0SpE ] -1,
‘est ouvert dans (R . Le tHborsme pr{cgdent implique que _get
ensemble n'est pas vide. Quand (0,14) est v{rifiées, en utilisant
1'€galité suivante
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(0,15) % (15 ) = n&()

ou BE(M;{ﬁk) ou 2€(M) désignent les caractéristiques d'Euler
Z(-l)i’ rang HP(M; {AA) ou év_",(-’.ﬂ)'p rang HP(M; €) respectives,
on peut faire le calcul du rang HR(M;{ﬁé).*

Corollaire 1. Dans le cas ou S consiste en des hyperplans
z

en _nombre m

A n
- le revetement universel:-M n'est pas contractible.

,Q + 2 d'intersection gérférale les unes des autres,

En effet on peut trouver une forme de connexion (3 - satis-
faisant a l'hypoth\ese du tHeoreme ldeé*sorte quev 1l'on ait
(00,16) rang 'H((M; {ﬁpj) = xwg{Af})=

| = (m-2)em—3) - - (m—2— 4)/1!
qui cnersdamnule pas. D'autre part G 6tant librement abélien
on a |
(0,17) ‘ HP(G;A]Q = (0) pour p; 0
si (0 est générique. D'aprés un théoréme d'Hurewicz on a i
l'assertion.

Pour une autre application considerons dans l'espé.ce affin
¢! 1'union S* des hyperplans x; = 0, x;= 1 et X = x(i% j)

E|

par rapport aux coordonrées affines (x,',x_z,...,\',‘)i_l) de (:x.

Soit S S* plus 1'hyperplansa 1'infini dans Pl

. 10n sait que
o ~
le rev/étement universel M de M = P’f- S est un domaine borne.
o :
et homﬁomorphe ; 1'espace euclidienne R de 21 dimensions
#ord

(voir (33 qmge- ). D'apreés le théoreme

d'Hurewicz on a pour p quelconque
Ay = uPem.
(0,18) SCHP RGN
Or pour cet ensemble § on constate qu'il existe une forme de
connexion () satisfaisant @ (H-2). Dans ce cas-la (0,14) est
verifiée d'ow il vient pour p X { ,
[

(0, 19) H (g Ap) 2 (0)
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Aussi_est ce groupe de type de Matsushima-Murakami.

SIS

3S 1. Esqulsse de la démonstration du théoreme.

Pour démontrer le théoreme on va utilisdr 'Principe de
Lefschetz' cohmé Zariski a cherchg‘le;grbupe fondamental de
P~ S (voir € 93 page | | )e
Moyennant la suite déXfééidu et la suite spébtrale dueé"a Leray

&

on peut réduire le calcui des cohomologies de'Px-;S'Efqelui des
cohomologies déns les éspaées de dimension une.-Ce&ui:éi revient
au calcul des cohomologies des certaines algébfeS’de Lie attacﬁgés
‘& £S5 moyennant des’équationé diffﬁ}entielles linéaires determis
nant des systemes locals.
On note par X l1l'espace projectif complexe de dimension K ij
et Xpar Xy un diviseur S. On prend un point base 0 de X-X. .
On pose ﬁ= X - (0). Soitoﬁ%’idnrhypérﬁ&&n"de X disjoint & o‘. |
~On considEre lé faisceau des droites Lﬁn-passant'par‘o et |

des p01ntsf«p ( de X de sorte que X soit un espace fibre

holomorphe en droite dont la base est X et dont la flbre est

ﬁ (0). On note par {g '8, ,..,gm}l'ensemble des p01nts d'

intersection g/nérale LaXy, ou m d951gne le degr/’de Xf. Soit
v 1a projection canonique de X sur Xg). Soith1 le sous-
ensemble de X’ des p01nts p tels que certains d'entre a,;
By seeerBy e% am colncident. X1 est evidemment un diviggur
) 7 I
de X . on prend ensuite un point base O de XQ-‘X4).et on pose

N “)
Xﬂ = X?) éﬂ). Soit ¥ un hyperplan de & disjoint a 0 . Alors

1
Ay
X ‘devient un espace fibré en droite dont la base est Xa ‘et dont
la fibre est la droite Lfﬂreliant §V%t un point p ) ge X '; On note

. ' Nay ) e
par7é” la projection canonique de X" dans X* gapariXdelsubous+ii
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ensemble de )@') des points p ) ge sorte que la droite Iﬁf;)ne
4 _ r
rencontre pas X§ en position génerale, ainsi . dersuite....

En gén/ral on obtient 1é.~zprd>,]ection ‘T("") de X(*')sur XM dont la
@)
LP v

Ut
Xf") 'ﬂe" (X" 3. On a a1;151 le dlagramme suivant :

ar! ' J

fibre est la droite (0(4')). Par réccurrence on pose

x DX ) R
)iw?/ ae u,y)ény/ / & /qr
. Xp_4
)ea)/ng&m ‘*”leﬁ‘” I
'/' 1-./. A ™ o [
) ( ) 1;) )
49 462) x‘/
N Lo P
o et l)\(d’)' sont de dimension ( | - i) et x%) (i € 1) sont

des divisbirs da<¥™; GLiapplication T d
(1,1) ) /;(m _ X:L) o XG’ o XQM)_ X:vt-l) _

est non-mngullere. On note par F“") sa fibre g/r/rale.qui est
isomorphe a \ ]?) . z;Bppposnnsqque

'(H-s}oponﬁﬁ‘(&& 7sH &"T(Fd'%);"«e.une}{:;gxih A@"};Mrale)

s'annulent si un des Eg est nul ou e: parcournet O ou 1.

d

Alors on a aisément la

€8 ~ - &

Proposition 1. Il existent une suite sgfectrale Er
o % ﬂau&a;_a..ﬂ ou 1 et une filtration de ¥*(X - X
H*(X- Xy, 958, ~~te g ---X X {AP}) ‘
(1,2) % HP(X - X,‘,i’s,;. l ;{Ae}') D Q'] 3 Q'QD S s s

“ ve e (0)

0o ---0 4 --~1
(1,3) wh (% - - Xi,9,0,-000 ’{Ap) = E, "GP P

d. |

~telles que l'on ait
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{1t 80
Q(l)':’#‘.o. s

ot que f ' _ | |
(1,4) 8 b B0 gt pD e (509, ey 4.y
\‘\Q\u on a QOS{ X1 &3 - ..l. =X‘U Xg_v &u ...yXQ '

Soit w la coordonnGe affine de la droite L'wpassan% ‘par O et
un point?de X(‘) telle que l'orlgine et le point & 1'infini
correspondent 0 et f)“ respectivement. Alors la forme matrictelle
d'ordre m ( d(a‘b - aé )/(a;’ -a ) (1514, = m) est &éfinie

d
l)\cﬁl

dans un reb/e\tement. ramifi®e de X¥ . Soient ) (LY =)

le syst?me de:tous’'les résidus de cette forme dans ')\('(1) - On voit

'que Ies €16ments n(?:i) sont des entiers et symetrlques nA = n;:? .
.

On note par %S l’algebre de Lie. engendree des %1éments

-~

,% ,...»,tim avec les relatlons fondaméntales

'(1,:5) < S n%:; Cuy ,u, J=0 etg“;u; =0
ou1SREret? gusm.

Alors la 'donzée dune. forme de connean W satisfaisant & (H-1)
€quivaut au donner une rept{sentation lifaire P de 03 dans
oﬂ,(A) (voir (1 ) pege ). Dans cette

situation on peut démontrer la

Rroposition 2. _uknyubthidses (H-1) et (H-2) on e
(1,6) w'Cor, 4) = (0). |

Le systéme local H1(F; {AA ssur: S )& %crit en forme
-éxplicite moyennant une “quation diffgrentielle liffeaire qui

est ‘une gén/eralisation de 1'“8quation classique de Pochhammer.
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Supposons en effet que la forme de connexion W s'exprime

par rapport 8 la coordonmée w sur la droite LH_,) de la maniere

suivante :

m
-9 .
(1,7) Y. dY = W = %, U d(w - av)/(w e~ a)
0 4, d d’ F
ou Uy désigne le résidu de W en a: qui se montre indgpendant

d
de 15’) de Xw (voir (1]). Si la forme W remplit (H-1) ainsi

que l'hypoth;se suivante plus faible que (H-2) :
(H=2)" Aucune matrice d'entre,jU’ 3Ug seeesly D2, u};i entier

positif 1,2,3,... comme valeurs propres,

alors tout élement de H4(F;Ew J, AP) s'écr:it co"mm‘e

(1,8) 2:_"3-Y fiq’dW/(w - aj)

ou E =~(~§(’), EQ",._..,EW)) signifie un é1ément de A™  mod.
(U('],{yl? ,...,Um’? } pour un certain ") de A. Reniarquons que

la .repr{Séntation pz{cedente P de 03 est d‘g’finie par la

correspondence u'é >0 (1% 3= m), Par un calcul %Témentaire

d

on a la R ; ‘
Proposition 3. Le systeme local ‘H‘(F;EOJ],A ) sur Xm-. )&1)

s'berit moyennant 1'expression (1,8) comme suit :
m ,

(1,9 2la<s, 8, -,

. w) .
= G‘ ( N "9 )OU‘ 0§ ® d(a‘ - a\.)/(a\- 8.")
<s ) Z (G- - )/ (g ),
ou BL désigne la forme Y .dw/(w - a%) et O un cycle de
Hy (F; -{AF} ); Cette /equation d_iff{rentieile n'est dfinie que sur
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En utilisnat cette équation on conclut de la proposition 1 que

szp_smm« Aux hypotheses (H-1) et (H-2) (1,6) implique

. gue . -

1.4 o
(1,00 H(X = Xa3---8 ;{%b = (0).

Or on péut géhéréliser'la suite de résidu (TbunThomiGysin)
dans 1e'ca§'des cdé%fiéients des systghes locals. Enyépp&mbant_
ces diverses suiteé.on voit que 1la QrOposition prébéaenté;r

' entraine la S :
EIQEQﬁiﬁiQQ'4. - Aux_memes hypoth&ses én';~]a.pzégéagnhg
on a - ‘ ; '
(L,#) CE - x sl = (0.
.d/ - N : , ,
Pour la demonstration du theoreme on constate d'abord que
(H-1) et (H-2) impliquent (H=3). Ensuite on démontre la p
en réhcurrgnce la proposition 1 . Par consequent on a
A ' : : o
(l,m) I ,'H?(X.-—X,“Q’a_-_'k ;'\’Ar}) =(0), : .
pour p'§ 1-1. En'appiicant les suites de'fééidusfon'arrive
& la conclusion du théoreme.
Oncne’seitopas Bi Ienth€ordnesestsgshéralishiponr, un diviseur

. . ] '
guelconque S dans un espace projectif complexe Pg.

‘Les d6tails de la déhbnstrationigu-théofame paraitra ailleurs.
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