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Suzigaki

Navier-Stokes houteisiki no suutikai no genzyou ni
tuite, zigsai no keisan ni tazusawaru mono no gawa kara,
sou de nai hito no tame ni, kantan na syoukai wo okonau.

§l dewa, Navier-Stokes houteisiki no imi wo setumeisuru.
§2 dewa, kaisekiteki atukai ni tuite kantan ni noberu. §3
dewa, suutikai wo motomeru gutaiteki na houhou wo, ikutuka
no tenkeiteki na baai ni tuite setumeisuru. §4 dewa,
suutikaihou sonomono to keisan kegka to ni tuite no ginmi wo

okonau.

$l. Ekvacio de Navier-Stokes

La celo de tiu ¢i traktaJo estas prezenti al matematikistoj
perspektivon pri la nuna stato de nombra solvado de la
Navier—Stokes'a ekvacio, skizitan de fluidodinamikistoj.

La fizika problemo de la movo de nekunpremebla viskoza
fluido en regiono 12 (limigita al ne limigita) povas esti
formulata en komenc- kaj limvalora problemo por la sistemo

de partialaj diferencialaj ekvacioj:

1



%.t‘ig-(v.v)v+-R’—Av—-é’z-V/o)
e
(f)o,xeﬂ)
V-v = 0,
(1.1)
Vi, = %),  (xe)
vy = vt (t>o0)

Kie v kaj ﬁ estas respektive la rapido kaj la premo (iamaniere
sendimensiigitaj) de la fluide. La parametro Re, nomata la

nombro de Reynolds, estas difinita kiel

- *
(1.2) Re = %l: ,

kie U kaj L signifas rapidoskalon kaj longoskalon
karakterizantajn la fluon kaj gian geometrion respektive,
kaj v estas la koeficiento de kinematika viskozeco. La

unua ekvacio estas tiel nomata "ekvacio de Navier-Stokes".

§2. Skizo de analitika aproksimado

Antall diskuti pri nombra solvado, ni prezentos skizon
de la analitika aproksimado al solvado de la Navier—-Stokes'a

ekvacio. Tio Ci servos por klarigi la karakterizan

Ni uzos Ke kiel fundamentan parametron laf delonga
konvencio inter fluidodinamikistoj, kvankam gia inverso

l/Re estus pli familiara al kelkaj matematikistoj.
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diferencon inter scolvoj por granda kaj malgranda valoroj
de la parametro Re; tia diferenco estas spegulataj ankau en
nombra solvado.

Por simpligi la priskribon, ni diskutos por kelka tempo
pri ekvacioj kaj iliaj solvoj kiuj ne dependas de tempo t.
Nia problemo estés

Ay = Vp + Re (vV)v, _

‘ (xedd)
(2.1) vv = 0,

Pro nelineareco oni ne havas ekzaktan solvon de (2.1)
escepte en kelkaj okazoj de precipe simplaj limkondiéoj.
Tial, en la Seneralaj okazoj, iu aproksima traktado estas necesa.
(1) Aproksimado de Stokes

La Navier-Stokes'a ekvacio estas priskribata en la formo
(2.2) Av — Vp = Re (v-v)v.

Por malgrandaj wvaloroj de Qe., oni povas rigardi la dekstran
membron kiel perturba?on. ‘Metinte Re = 0, oni ricevas la
aproksimanton de Stokes:

Av — Vp = 0,
(2.3)

V-v = 0.

Koncerne la solvadon de la limvalora problemo de (2.3)

la unua ekvacio estas nomata la ekvacio de Stokes
en du dimensioj, estas disvolvita funkciteoreta metodo kiu

uzas du kompleksajn variablojn 2 = X + 5’3 kaj 2 = X - i%
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(Imai [5]). Tiu ¢i metodo ankau prezentas sisteman
iteracian procedon por plialtigi la aproksimadon surbaze
de la perturba skemo (2.2). Tiu &i procedo estas e¢ kodigita
por komputmaSino en la okazo de iu interna problemo (Kuwahara
kaj Imai [9]).
(2) Aproksimado de Oseen

Por la ekstera problemo en kiu la flurapido estas
unuforma Ce senlima distanco for de la kofpo, Stokes'a
ekvacio montri&asyne utiligebla kiel taﬁga aproksimanﬁo al la
Navier-Stokes'a ekvacio pro la jena fakto: en du dimensioj la
problemo (2.3) ne havas solvon (ia paradokso de Stokes); dume,
en tri dimensioj la plialtigo de aproksimado lai (2.2) ne estas
ebla, kvankam (2.3} havas solvon (la paradokso de Whitehead
[16]).

Tamen, oni povas eviti ¢i tiun malfacilajon per la
jena perturba skemo de la Oseen'a tipo:

Av —Re (1-9)v — 9p = Re ((v-1)-7) v,

(2.4)
V-v = 0

/

kie 1 signifas unitvektoron al kiu la rapidvektoro devas
alproksimidi Ce [x|—> ©0. La unua ekvacio estas nomata la
ekvacio de Oseen kiam Gia dekstra membro estas anstataligita
per 0.

Sistema procedo por sol?i (2.4) ankal estas disvolvita,
kaj plie, la asimptota konduto (Ce (X|] —> o0 ) de la solvo de

la Navier-Stokes'a ekvacio estas klarigita (Imai [4]).
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(3) Aproksimado de limtavolo
Aproksimadoj (1) kaj (2) estas validaj nur por malgrandaj
valoroj de la Reynolds'a nombro. Por tre granda Re ,
kontralle, oni havas tiel nomatan aproksimadon de limtavolo.
Kiam Re estas granda, ordinare aperés tia regiono

nomata "limtavolo"

tavolforma regiono de 1la fluido,

ekzemple tuj apud la surfaco de korpo al muro

en kiu
la gradiento de rapido estas multe pli granda perpendikle
al la fluo ol lallonge de gi. |
En tia regiono, Navier-Stokes'a ekvacio estas aproksimata

de la ekvacio de limtavolo post konvena sendimensiigo:

qu , 9P L
(2.5) Py (v-¥) u = S (en du dimensioj)

2

kie v = (u,v}), kaj ni prenis la x -akson en la lokala
direkto de la fluo. Lé termo 3ﬁ//9m; en la dekstra membro
estas rigardata kiel konato, ®ar ﬁi povas esti detérminata
per la solvo de la ekvacio de neviskoza fluo (Re = 0} kiu
estigas ekster la limtavolo (vidu ekzemple Imai [6] a@i
Schlichting [13]). \
Kontraste al la aproksimadoj (1) kaj (2), ekv. (2.5)

estas esence nelineara. Tamen, %iAestas malpli malfacile
traktebla pro %ia'paraboleco kontral la elipseco de la

Navier-Stokes'a ekvacio.

§3. Nombra solvado de la Navier-Stokes'a ekvacio

Gis nun 1a metodo de finita diferenco estas uzita plej

ofte por solvi direkte la Navier-Stokes'an ekvacion en
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individuaj konkretaj okazoj. Ni skizos la procedon de tiu
Ci metodo pri kelkaj tipaj okazoj.

(1) Du-dimensia problemo

Pro la dua ekvacio de (1.1}, ekzistas en la du-dimensia
problemo skalara funkcio #f(x,y), nomata flufunkcio, kiu

kontentigas la ekvaciojn

2_.[/3_ = 1,(_,
(3.13 i

o

2%

Per enkonduko de Y , oni povas redukti la komenc- kaj

limvaloran problemon (1.1} al la jena:

3 (ad) ;o 2 (4, 49)
I PR A S
(3.2) - qDIt=o : donita,

\}/(9_0_‘ kaj 99%‘9_{1 : donitaj.

Por solvi nombre la problemon (3.2), estas oportune

) *
vorticecon

plue enkonduki alian funkcion u)(x,y)
difinatan kiel
(3.3) w = -AL1)

Tiel oni havas, anstatau (3.2),

%
aenerale, la vorticeco estas difinata kiel la rotacio
de rapidvektoro: W = rot ¥ ; en du dimensioj, Ji povas

esti rigardata kiel skalaro - kaj oni ricevas (3.3) per (3.1).



A(,b+co==‘—0)

w Aw + (¢, w)
(3.4) °t T Re 20y
1/Jlt_° : donita,

llllm kaj %lgﬂ;donitaj,

Por solvi (3.4) nombre, ni aproksimas §in anstatatigante
dw/3¢ ekzemple per la antalidiferenca kvociento, kaj la
X~ kaj y —derivaﬁojn per la centradiferencaj. La diferenc-
ekvacioj tiel ricevitaj formas sistemon de kvadrataj ekvacioj
pri la aproksimaj valoroj por ¢ kaj w Te la madpunktoj.

En eksteraj problemoj oni bezonas limkondilon ankali de
la infinitpunkto. La asimptota formo de la solvo menciita
en §2, (2) prezentas necesan informon pri gi (vidu ekzemple
Takami kaj Keller [14]).

Ni havas liberon elekti la formojn de diférencaj kvocientoj
kiuj anstatalas la derivajojn, kaj iu speciala elekto alia |
ol tiu supre menciita fakte kondukas al pli dezirinda stabileco
en kalkulado sen ia perdo de akurateco (Ozawa [12]).

(3) Tri-dimensia problemo
Akssimetria fluo povas esti traktata sammaniere kiel

. .. . . AL ¥ . oA
en du dimensioj. Tamen, tio €i ne estas ebla pri generala

* oni ja povus elimini ﬁ kaj ricevi formale similajn
ekvaciojn per enkonduko de la vektor-potencialon por rapido:
li A
vV = rof\P . Tamen, fari&usfmalfacile solvi la ekvaciojn, car

\P nun havus tri komponantojn kaj la limkondi®o multe komplikiGus.



tri-dimensia fluo sen simetrio, kaj tiam estas necese trakti
la problemon per la originalaj variabloj ¥ kaj P .

En i tiu okazo, oni utiligas la fakton ke la rapidvektoro
estas solenoida. Diferenciinte la duan ekvacion de (1.1),

oni ricevas

LV
(3.5) V- = o0,

t.e., ankau 9V /3t estas solenoida. Alivorte, la Navier-

Stokes'a ekvacio reskribita en la formo

¢x% / /
— 4+ — = A Ay — v-V)Vv
(3-6) ot Re F Re (v-v)

sugestas ke 0V/3t kaj ( ’/Qe)VP estas respektive la
‘solenoida kaj la senrotacia parto de la vektoro donita de
la dekstra membro. Tial estas esence kalkuli nombre la
projekcion de arbitra vektoro en la subspaco de solenoidaj
vektoroj. Pri konkretaj procedoj por ¢i tio, la legantoj

referencu ekzemple la traktaaon de Goto [3] at de Chorin [2].

§4. Kritika ekzameno de la nombraj metodoj kaj solvoj

Ni ekzamenos ci tie la nombrajn metodojn kaj la

rezultojn kalkulitajn surbaze de ili.

(1) Ekzisto de la solvo
Ekvacio B = 0 signifu la diferencialan ekvacion (kune
kun la necesaj komenc- kaj limkondicoj), kiu estis ricevita

kiel modelo de iu fizika fenomeno kaj kiun ni deziras solvi.
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(a) Ni pripensu la ckazon, kie la ekzisto'nur de la malforta

solvo de B = 0 estas demonstrita. E& tiam, ni povas esperi

ke la solvo de la diferencekvacio kenstruita sub Justa

konsidero pri fizika signifo ekzemple, tiu pri konservo

de iuj fizikaj kvantoj -

ver8ajne donos fizike signifan
aproksiman solvon.

En tia okazo ne estos talge preni la limiton A —» 0
(h signifas 4at, 4x, ktp.), sed estos eble ke la limito e&
ne ekzistas all donos nenian fizike singifan rezulton.
Ver§ajne ekzistas iu pozitiva limo Ao por A,, kiel speguligo
de la fakto , ke la originala diferenciala ekvacio B = 0 mem
estas tro idealigita modelo de la naturo. famen tio ne gfavos
prdktike, Car o Probable estos multe pli malgranda ol-ia
maSlardo uzata en ordinaraj kalkuloj.

(b) Estas eble ke diferencekvacio B, = 0 kiu aﬁéte
aproksimas B = 0 ne havas solvon por iuj apartaj Qaloroj de
h,, kvankam estas demonstrita la ekzisto de la solvo ki(B)
de B = 0. EC en tia okazo, la ekvacio BL = 0 havas almenau
aproksiman solvon, car ni havas la rilaton B (K(B)) = o(l).
Tial ni povas diri, ke ekzistas serio da aproksimaj solvoj de
‘B, = 0 kiuj konverdas al la dezirata solvo K (B) kiam h—> 0.
En efektiveco, la plejmulto de nombra solvado apartenas al .&i
tiu kategorio.

(2) Unikeco de la solvo

Se la solvo K (8) de la diferenciala ekvacio B = 0

ne estas unika, estas praktike neeble trovi diujn (aproksimajn)
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solvojn de By = 0, kvankam tio ©i estas principe ebla Car
nombra kalkulado ¢iam disponas finitan nombron de nekonatoj
kun finita nombro de ciferoj.

En la problemo ne aepehda de la tempo, oni ordinare
komencas iteracian kalkuladon kun la valoroj de la variabloj
kiuj Sajnas fizike pravaj. Pro tio oni ne povas esperi
ricevi tian solvon kiu havas neatenditan formon.

La solvo ne trovebla per ordinaraj metodoj verSajne
rilatas al tia fenomeno, kiu estas nestabila al realigebla
nur en multe limigita situacio.‘ Por trovi tian solvon estos
necese aldoni kelkajn kondiCojn, kiel ekzemple simetriecon,
ktp.

(3) Akurateco de la solvo

En nombra kalkulado de la forto kiun korpo ricevas en fluo,
la grado de la ekarto en la valoro de la forto Generale pli
malaltigas ol tiu de la tranCekarto de la diferencekvacio mem.

Ekzemploj de nombra kalkuladb pri la fluo ¢irkal cilindro
de cirkla kversekco (Re = 100~ 150) montras, ke la ekarto en
la forto atingas kelkajn procentojn se oni uzas la diferenc-
skemon kun akurateco de la dua grado kaj prenas 100 x 100
maspunktojn (Kaneko [7]). Estus necese centobligi la nombron
de maSpunktoj por redukti la ekarton per unu cifero. Tia
kalkulo probable bezonus komputmaSinon kun grandega rapido
kaj ekstreme multaj rapidaj memoraparatoj.

(4) Dispono de malreguleco en la solvo
Kiam la lima kurbo havas malregulajn punktojn (angulojn,

ekzemple) , simpla aplikado de diferencmetodo reduktas 1la

10
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akuratecon de la solvo, e se oni povus ankal esperi pri
konver%o de la solvo al tiu de la diferenciala ekvacio (Matida,
Kuwahara kaj Takami [111).

En tia okazo, oni devas kombini la diferencsolvon kun
la asimptota (analitika) solvo valida en 1a proksimo de la
malregula punkto.

En ekstera problemo, la infinitpunkto ankali estas
malregula, kaj tial estas necese utiligi la asimptotan solvon
por konservi la gradon de akurateco.
| Kelkaj nekonataj parametroj Jenerale aperas en tia
kombina kalkulo de asimptota kaj nombra solvoj; ili estos
iteracie determinataj en la procedo de solvado (Kaneko [7],
Takami kaj Keller [14]).

(5) Rilato inter la Reynolds'a nombro kaj la maSlargo

La nombra solvado pri tre granda Reynolds'a nombro
prezentas gravan malfacila?on Pro apero de la limtavoloj —
maldikaj regionoj tra kiuj la rapidkampo varias tre rapide.
En ¢i tiu okazo estas necese preni ekstreme malgrandan
maSlardon; alG pli precize, la Reynolds'a nombro uh/v ,
difinita pri lokala rapido kaj maSlargo, devas esti sufide
malgranda. Tio denove postulus grandegan nombron de memor-
aparatoj de komputmaSino kaj preskau nepraktike longan tempon
por kalkulado. En tiu senco, estus sendangere preni ke la
kalkuloj pri Re 2 100 ne prezentos sufiCan akuratecon en la
nuna stato de komputmaSino. |

Aliflanke, oni havas.en tia okazo tute alian aproksim-

metodon: oni anétataﬁigas la limtavolon per serio da apartaj

11
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vorticaj filamentoj, kaj sekvas iliajn movojn en la neviskoza
rapidkampo estigita de ili mem. Tio kondukas al komencvalora
problemo de la sistemo‘de ordinaraj diferencialaj ekvacioj,
kiu estas solvebla ankau per diferencmetodo. Ekzemple, la
movo de vorticaj tavoloj foririntaj de korpo estas studitaj
tiamaniere (RKuwahara kaj Takami [10]).

La solvo pér 2i tiu metodo kompreneble ne povas priskribi
detalojn de la interno de la limtavolo; gia merito konsistas
prefere en tio, ke oni povas esplori la totalan fluon kaj
kalkuli la forton kiun la korpo ricevas, kun relative granda
akurateco kaj per multe pli simpla kalkulprocedo ol tiu
por direkte solvi la ekvacion de Navier-Stokes au de limtavolo.

(6) Tempdependa problemo
En tempdependa problemo, oni ofte renkontas tre mal-

regulan komenckondicon ekzemple, impulseman movon de

korpo ali muro. En tia okazo estas necese utiligi asimptotan
solvon (kiam t—>0) kaj kombini §in kun nombra solvo kiel
priskribite en (4). |

Oni kompreneble povas utiligi tempdependan ekvacion
por atingi la solvon de netempdependa ekvacio, se %i iel
ekzistas, prenante la limiton por f—écw’de la solvo de la
antala ekvacio (Kawaguti kaj Jain [8]).

'Aliflanke, ni notos ke la plejmulto de iteracia procedo
por solvi netempdependan ekvacion estas ekvivalenta al procedo
por solvi iun tempdependan ekvacion. Surbaze de ¢i tiu fakto,

oni povas akiri la solvon de netempdependa Navier-Stokes'a

ekvacio, solvante iun hipotezan tempdependan ekvacion kiu

12
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ne ré%ondas ekzakte al fizika fenomeno sed konservas §ian

esencan karakterizafon (Chorin [1], Teman [15]).
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