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乱流速度揺らぎ確率密度関数のマルチフラクタル解析

筑波大物理

横浜国大環情

有光敏彦1

有光直子2

一般化されたエントロピー(示量性Rゑnyiエントロピーか非示量性Tsallisエントロピー)に基づくマルチフラクタル解析

により， Lewis-Swinneyによる Couet持 Taylor乱流の実験， Gotoh等による DNSで得られた速度導関数のスケーリング指

数や速度揺らぎ PDFが高精度に再現できることを示す。

1 導入

自己無撞着な統計力学的手法で導出した速度導関数のスケーリング指数[1-4]や速度揺らぎ確率密度関数(PDF)[4-7] 

に対する解析的表式を用いると，R入=270 (Re = 5.4 x 105)における Couette-Taylor乱流の実験 [8]やRλ=381 

における DNS[9]で測定された速度揺らぎ PDFが高精度で再現される。

乱流の基礎方程式として非圧縮流体に対する Navier-Stokes方程式δu/白+(ιマ)五=ーマ(p/ρ)+νV2uを採用

する。ただし，p，p，νは，それぞれ，質量密度，圧力，動粘性率である。ここで対象とする測定量は，距離T離れ

た2点での流速場gのl成分Uの揺らぎ6u(r)= lu(x + r) -u(x)1である。異なるサイズ九 =6n.eoの渦で乱流が
構成されていると見なすカスケード模型を想定して定式化を行う。ただし，九 =6-n(6>I，n=O，l，Z---)であ

る。各カスケードで渦は6個に分裂するが，それにより n段目では，サイズιの渦からサイズ.en+1の渦へ単位質
量あたりのエネルギー輸送率九でエネルギーが受け渡される。この系の Reynolds数はRe= 6uo.eo/ν= (.eo/η)4/3 

で与えられる。ただし， η=(ν3/ε)1/4はKolmogorov長 [10]，E(=(;O)は最大渦(サイズ.e0)へのエネルギー流入

率である。距離 T'"ι聞の速度揺らぎに対して6un= 6叫ん)なる記法を導入した。ここでの興味の対象は， η段
目の渦のサイズに対応した速度揺らぎ6unということになる。

乱流粘性に比べて動粘性の影響が無視できる高 Reynolds数 Re>>1では，変換 [11，12]: r→入r，U→入α/3g，
t →入1-Ot/3t，(p/ρ)→入2Ot/3(p/ρ)に対して，非圧縮流体を記述する Navier-Stokes方程式は不変である。指数

αは， α<3で速度導関数が有する発散の度合いを表す指標となっている [13]: Iδ包(x)/δxl= limln→06un/九~
limι→otZ/3

ー1
。また， αとエネルギー輸送率との間には En/E=62-lの関係がある。次章以下，各空間点で指数

αがマルチフラクタル分布していると仮定して解析をすすめる。

2 定式化

2.1 一般化されたエントロビーに基づいたセルフ・コンシステントな解析

発達乱流の基盤をなす統計が，一般化されたエントロピー(示量性Renyiエントロピー [14]か非示量性Tsallisエ

ントロピー [15])に基づくものであると仮定して， η番目のカスケードにおける局所散逸の確率密度関数つまり，

実空間の l点で，発散指標がα~α+dαにあるサイズ九の渦を見つける確率p(n)(α)α [P(1)(α)]nを導出する。
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その際，カスケードの各ステッフ。は互いに独立で、あると仮定した。 p~l)(α) を決定するために，一般化されたエン

トロビーの極大をとる。ただし，乱流の局所散逸を表わす確率密度関数

p(川α)α[1-(α ーα0?/(11α?]l/(l-q) (1) 

が得られる [1-4]。ただし， (11α)2 = 2X/[(1-q)ln2]である。なお，q→1では一般化されたエントロビー (Renyi
エントロビーやTsallisエントロピー)はBoltzmann-Gibbsエントロピーになり，確率密度関数(1)は同じ極限で

Boltzmann-Gibbs分布関数となる。

マルチフラクタル・スペクトルは

!T(α) = 1 + (1-q)-11og2 [1 -(α-α0)2/(11α)2] (2) 

で与えられる。マルチフラクタル・スベクトルは，カスケードのステップ数 ηによ.らないことに注意されたい。

これは各ステップは独立であると仮定したことの現れである。 α0，X，指数qの値は，間欠性指数μより決定さ

れる。

分布関数 (1)中のパラメータ α0，X， qは，間欠性指数μの測定値が与えられると，エネjレギー保存:(En) = E， 

間欠性指数の定義 :(E~) = E26;;μ，スケーリング則:1/(1-q) = 1/αー-1/α+の3つの条件式より自己無撞着に
決定される。ただし， α土は f(α土)=0を満たす [1-4]。平均(・・・)は p(n)(α)でとるものとする。最後のスケーリ

ング則は，文献[16，17]で初めて導かれたものをマルチフラクタル・スベクルf(α)が負値をとる場合へ拡張したも

のである。 3つの条件式を通常観測される間欠性指数の値域0.13三μ::;0.40で解くと， αo= 0.9989 + 0.5814μ， 

X = -2.848 X 10-3十 1.198μ，q = -1.507 + 20.58μ-97.11μ2 + 260.4μ3 -365.4μ4十208.3μ5となる [7]。

2.2 スケーリング指数

m次の速度構造関数

((6u(fn))m) = ((6un)m)α6im (3) 

のスケーリング指数(mの解析的表式は，

(m=乎-9(liヲ二五y-占[1-叫+戸刀l (4) 

で与えられる [1-4]。ただし，Cm/3はCij= 1 + 2q2(1-q)Xln2で定義されている。 qヂ1では，m>> 1の極限

でスケーリング指数(4)に対数項が存在する:

仏=乎m+市 [IOg，い(!; q) ln 2 m ) + 0 (え)] (5) 

この対数依存性はマルチフラクタル解析ではじめて明らかにされたもので，その実験的検証が強く望まれる。

2.3 PDF 

乱流には散逸機構が2つある。熱揺らぎを司る動粘性と，速度導関数の発散と関連し間欠的揺らぎを司る乱流粘性

である。そこで，無次元化した速度揺らぎ IXnl= oUn/OUoの値がXn'" Xn十dXnの範囲にある確率n(n)(xn)dxn 

を， αのマルチフラクタJレ分布に起因する異常部分nin)(lxnl)dXnと，主に熱的散逸や測定誤差に起因する残りの

部分ムn(n)(xn)dXnとに分けて考える:

n(n)(xn)dxn = nJn) (Ixnl)dxn + b.II(π) (xn)dxn (6) 
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ここでは，速度導関数の特異性に起因する速度揺らぎはPDFの対称部分に主に寄与すると仮定し，実験で得ら

れた PDFの左右の平均を取ったものを解析対象とする。速度揺らぎの偏差値でスケールした新たな変数

ふ=dUn/ ((dU!)) 1/2 = Xn/ ((X!)) 1/2 =ιð~/3-(2/2 ， (7) 

で書かれた PDFをII(n)(1ふI)dcn= lT(n)(lxnl)dxn，により導入する [5一行。領域を次のように2つに分割する

II(n) (ふ)= ÎI~~)(ふ) for IふI~ ç~ (8) 

丘(n)(ふ)= ÎI.(~) (ふ) for ç~ 三|ふ|壬 {nð~min/3-(2/2. (9) 

ただし， ç~ は企(ç~) で最も nn 依存性が小さく ç~ =ふð~・ /3-(2/2 で定義される。また ， (n = [2ì~n) d;;(2 + (1 -

2γ'dn))α2J-1/2である。 α事は，(2/2-α/3 + 1 -f(α)=0の解である。

それぞれの領域の PDFは， ç~ で関数値とその傾きが一致するように接続する。領域G 三|ふ|では企(n)(ふ)へ

の主な寄与はαのマルチフラクタル分布に起因する異常部分であると仮定し II.く(ふ)=お(Icnl)で与えられる

ものとする。
r 、?1n/(I-q) 

f]~(r;) (t~ ) = IIjn) .cn. 11 -(~ln Iふ/ふ，0|γ|広く(ふ)= lT~ 一| l l| (10) 
邑|ふ11¥AαIln九1)I 

ただし，lcn，o I = ënð~o/3-(2/2 である。一方， IふI~ ç~ を満たす小さな揺らぎへの寄与は主に熱散逸や測定誤差

に関わるものと仮定し，その領域でのII(n)(ふ)は Gauss型とする。

丘公)(ふ)= fI~n)e-[1+3f'(ぷ)][(ふ/ç~)2-1112

ただし，ÏI~n) = 3(1 -2idn))/(2ふゾ2πXlln九1)である。

(11) 
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Fig.1:速度構造関数のスケーリング指数(mo実線はμ=0.280を採用した場合の本論分の結果 (4)。黒丸 (Re=
540000) ，黒三角 (Re= 69 000)は実験結果。点線はK41，破線はShe-Leveque，短破線はLewisand Swinney 
の論文に従ってμ=0.270で描いた対数正規模型の結果である。

3 解析結果

3.1 Lewis-Swinneyの実験

μ= 0.280を採用した場合のスケーリング指数 (4)を図 1に載せた。 LewisとSwinneyによる実験室実験[8Jで得

られた結果(黒丸:Re = 540000，黒三角:Re = 69 000)と他の理論による結果も載せてある。 PDF(μ= 0.28) 
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を図 2に載せた。また，それぞれの γに対して対応するカスケードのステップ数ηを図示したものが図 3である。
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Fig. 2: LewisとSwinneyがRλ=262 (Re = 540 000)にて測定したPDF(黒丸)と q= 0.471でのPDF理論曲線
(実線)との比較。実験データにおける距離rjη=ι/η の値は，上から下へ， 11.6， 23.1， 46.2， 92.5 208， 399， 830， 
1440である。理論曲線におけるカスケード中のステップ数nは，上から下へ， 14， 13， 11， 10， 9.0， 8.0， 7.5， 7.0で
ある。見易くするために，各PDFは縦軸に沿って -1ずつずらした。

図 2のそれぞれの Tに対して対応するカスケードのステップ数nを図 3の黒丸で記した。最小二乗法により得

られた関係は Re= 540 000の場合

n=ー1.019X log2 r jη+ 0.901 X log2 Re 

である。破線は間欠性のない場合の理論 [10]に対応する。

3.2 Gotoh等のDNS

後藤らによる DNSでの測定結果[9]の(4)式による解析を，他の理論との比較とともに図4に載せた。図5に，後

藤らによる DNS[9]で得られた縦速度揺らぎPDF(μ= 0.240)の解析を載せた。図6に，後藤らによる DNS[9] 

で得られた横速度揺らぎPDF(μ= 0.327)の解析を載せた。それぞれの Tに対して対応するカスケードのステッ

プ数ηを示したものが図7である。

縦(横)速度揺らぎ図 5 (図 6)のそれぞれの Tに対して対応するカスケードのステップ数ηを図 7(a) (図 7

(12) 

(b))の実線ならびに破線で記した。最小二乗法により得られた関係は縦速度揺らぎの場合

η=  -1.050 x log2rjη+ 16.74 (for f~ 三 r) ，

n = -2.540 x log2 r jη+ 25.08 (for rくわ

である。交点は f~jη= 48.26である。横速度揺らぎの場合

η=  -0.9896 X log2 r jη+ 13.95 (for f~ 三 r) ，

(13) 

(14) 
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Fig.3:図2のそれぞれの Tに対して対応するカスケードのステップ数nを黒丸で記した。実線は，最小自乗法に
より得られた理論式 (12)。破線は，間欠性のない場合の理論[10]。
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Fig. 4:速度構造関数のスケーリング指数 (m。図 (b)は図 (a)の一部を拡大したものである。後藤らの DNS
(Rλ=  381)によるデータは黒丸で記し， μ=0.240での理論式 (4)は実線で記した。点線は K41，破線は She-
Leveque，短破線はμ=0.240での対数正規模型の結果である。
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Fig.5:後藤らがRλ=381にて得た PDF(黒丸)と q= 0.391での PDF理論曲線(実線)との比較。実験データ
における距離r/η=fn/ηの値は，上から下へ， 2.38，4.76， 9.52， 19.0， 38.1， 76.2， 152， 305， 609， 1220である。理
論曲線におけるカスケード中のステップ数 ηは，上から下へ， 21.5， 20.0， 16.8， 14.0， 11.8， 10.1， 9.30， 8.10， 7.00， 
6.00である。見易くするために，各PDFは縦軸に沿って -1ずつずらした。
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Fig.6:後藤らがR入=381にて得た PDF(黒丸)と q= 0.381での PDF揺らぎ理論曲線(実線)との比較。実験
データにおける距離r/η=九/ηの値は， Fig.5と同じである。理論曲線におけるカスケード中のステップ数nは，
上から下へ， 20.0， 18.2， 14.6， 11.4， 9.30， 7.90， 6.80， 5.60，4.70， 4.00.である。見易くするために，各PDFは縦軸
に沿ってー1ずつずらした。
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Fig.7:測定2点間距離 Tとカスケ}ド・ステップ数η との関係。 PDFの図のそれぞれの Tに対して対応するカ
スケードのステップ数 n を黒丸で記した。 (a) 図.5 に対応する。交点は f~/η= 48.26である。 (b)横速度揺らぎ
のPDF図6に対応する。交点はぐ/η=42.57である。
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n = -2.820 x log2r/η+ 23.87 (for r < f.~) (16) 

である。交点はf.J/η=42.57である。

3.3 考察

一般化されたエントロピーに基づいた系統的で自己無撞着な手続きにより，大偏差統計を示す非 Gauss型PDFの

裾野を，前者では 10-R後者では 10-10の稀な事象まで，解析的な表式 [5-7]で正確に説明できていることが分

かる。 2点間距離 Tが異なる速度ゆらぎに対して測定された各PDFがひとつの解析的な表式で記述できることは

驚きに値する。この解析より，測定2点間距離 Tとカスケ}ド・ステップ数η との関係が得られ， Taylorミクロ

スケール(入/η=38.33 [9]。ただし， ηはKolmogorov長)を挟んだ2つのスケーリング領域の存在が明らかにさ

れた問。入より長い距離でのスケーリング領域(後藤ら [9]により初めて解析された)では，通常のカスケード・

モデルにおける渦をイメージできる。一方，入より短い距離でのスケーリング領域(講演者ら [7]により初めて抽

出された)は，微小渦糸構造が構成するスケーリングと考えられる。

これまでは速度構造関数のスケーリング指数の実験データでさえ的確に再現できる理論がなかったが，速度揺ら

ぎPDFまでをも高精度に再現する一貫した体系が発見されたのである。一般化された統計に基づくこの解析は，

乱流の間欠性に関わる統計理論への興味深い可能性を提供していると考えられる。今後，ここでの解析に基づい

た動的解析が進められることを期待したい。
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