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概要

AharOllov-Bohmの時間演算子1"0の定義域Dom(Tb)に属す状態の長時間挙動が考察され
る.ψEDom(お)は II1"oψ112くつcを意味する.まず、 Dom(九)を含む邸分空間Dom(p-l)n 
Dom(Q)に嵐す状態について‘その自由粒子系における自己相関関数はt-2より速く減衰する
ことが示される.ここで，Q、Pはそれぞれ位農と選動量の演算子である.また幾つかの条件の
もとで‘ Dom(p-l)n L2・S(R)(8 > 3/2)に属す状態の短距離製ポテンシャル系における自己相
関関数もt-2より速く減衰することが示される.L2•.s (R) C Dom(Q)である.後者の事実は.波
動演算子日J斗が自耐粒子系からポテンシャル系への変換を与える事実と句 Dom(p-l)nDom(Q) 
がある意味で ~vr の不変部分空間になることからポされる.

ハミルトニアンが連続スペクトルを持つ系では?波東は空間的に拡散して行く.このとき?この

拡散の仕方は初期状態により変わり得る.実際このことは 1次元自由粒子系において確認、されて

いる (1].この事実はう波動関数だけではなく、その自己粉関関数(または生存確率)の時間発展を見
ることでも確認、できる.自己相関関数は時刻tの状態に初期状態を見出す確率で定義される.ここ

では， Aharonov-Bohmの時間演算子お [2]に関連して得られた次の不等式に着目したい [3]:

1 (払e-itlloψ)12三41111r(jJ11211ψ112t-2， (1) 

ここで，Ho:=p2(pは運動議演算子)は1次元自由粒子系のハミルトニアン?左辺は 1次元自由粒

子系における初期状態ψの自己相関関数である.また，ToはHoと正準交換関係を満たす(対称)

演算子でもある{正確には，L2(R)で椀密な、ある部分空間 kで成り立つ][3].ここでヲ (1)に見ら

れるベキ的減衰は自明ではないことを注意したい.例えば.代表的な GaU8S波東の自己相関関数は

t→∞でt-1に漸近する.したがって，(1)の様に t-2で押さえられる事はあり得ない.

不等式(1)は，状態ψがToの2次のモーメント IITuψ112を有限にするとき?つまり ψが1(1の定
義域Dom(九)に属すときに意味を持つ.このとき，不等式 (1)が力学的な意味でも強いのかを問

うことは興味がある.よりiE催にはう Dorn(lb)に属す状態をポテンシャルを加えた空間で時開発展

させても，その自己紹関関数は長時間において t-2で押さえられるだろうか?この事実が成り立っ

かどうかは府明ではない.何故ならポテンシャルが加わった場合?ポテンシャルによる撹苦しのため?

後の時刻tでの状態と初期状態との相関の仕方は.自耐粒子系でのそれと一致するとは限らないか

らである.本小論では9部分的にではあるが9この間いが肯定的に答えられることを泌す.

まず，不等式(1)で見られる t-2より速い減衰は，実はDom(九)...I~.に限らず?それを含むより広

い部分空間Dom(p-l)n Dom(Q)に属す状態に対して成り立つことを示す.そのためにう九の定

義域Dom(九)を確認しておく.ここでは公理論的立場から，以下の様に定義する:

DOlll(1(I) := {ψεDOlll(P-l) 1 P-1ψE Dom(Q)}η{ψE DOlll(Q) I QψεDOlll(P-1) } 
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1bの作用は， (1(lψ)(:1:) := [(QP-l砂)(ぉ)+ (p-lQψ) (x)J/4である.ここで，QとPは佼横演算子

と運動量演算子であり，それぞれ以ドの定義域を持つ [4]:

D蜘凶叫I立n将(ωQω):={いψε L2(町 i ふ|防阿3仰州，ψ伊州仰刷(μωZ吋)1向匂切x<∞ または 仏仇1.:1凶凶附附尚ω似1必;k(伏例(k)/めW附)ν/
D州 P):戸={ψ悦εL2句滴愉(伺側R町)I 厄fRld同凶w剛dの併州存ψ〉可(刷:z:叫:12d倣sく∞ またはl厄点九Irl除附M付州d示，(什判例(伏例州k刈州)12d枇kく∞ ) 

ここで，必はψε L2(R)のフーリエ変換である.p-lはPの悶己共役な逆演算子であり [3]，

D州 p-l):= {~) E L2(R) I JRIr I'O(附 1

2dk<∞) 

さて， 1 (払e-itHoめ

命題 1DOl1l(九)C Dom(p-l) n Dom(Q).また?任意のψεDom(p-l)n DOl1l(Q)に対しy

1('l/'，e-itHoψ) 1 2 三 ~(IIP-14JII2 十 2 I1 p- 1 4J IIIIQ1/'ID2t-2 •

(3) 

(4) 

証明命題の最初Jの主張は、 Dom(1(l)の定義から直接に分かる.(4)をぷすために運動議表示に移

る.まず， (P-lψ)=ψ(k)/k， (Qψ) = idψ(k)/dkである.これらは仮定により二乗可積分であるか

ら、部分積分により.

f 
2 t ∞|可)必(k) 石川) I仰

21

2

1ld(k)lvtkdAI--j|i )一一一 1~)~kJ
11 e 句 (5)

2t Jo I ¥ dk I k k dk I k I I 

ここで， C")は複素共役を表し，また.limR→∞|ψ(R)12e-itR2/ R = 0， limrJo l'lÍ~か)p2e-it1.2/1・ =0 を

使った.これは，J'(k)/kが二乗可積分である事による..J~∞ 1.0(k)1 2e-iωdk についても|司様に示

せる.よってう (5)をp-l，Qで表した後， Schwa.rzの不等式を使えば(4)がえ之される.I 

今後は， DOl1l(九)よりもDom(p-l)n Dom(Q)の方が定義が単純である事と、 kの命題におけ

る事実とから， Dom(p-l) nDom(Q)を考察の対象として行く.特に、 ψε Dom(p-l)n Dom(Q) 

とするとき
7ハミルトニアンHlを持つポテンシャル系で，自己相関関数 I(ぜ¥e-.itHlψ)12がどのよ

うに減衰するかを調べる.技術的要請として?ポテンシャル V(a:)は以下を満たす実関数とする:

ヨ6>2，ヨc>O，Vx E R‘IV(x)1 ~ c(l + 1:1:1)-6. (6) 

またハミルトニアン HlをHl:= Ho + Vで定義する [5].次に波動演算子W土を定義する [6]:
a斗:=limt_土。。♂tHle-itHo (強収束).一般に日乍はユニタリーではなく部分等長演算子となる:

H三日斗 =1ヲI号〈土rv;=九c(HI).ここで‘(つは共役を意味し?九c(Hl)はHlの散乱状態が張る
部分空間への射影演算子である [7].日斗のこの部分等長性と性質 e-itlhW￥=H乍e-itHoからう

(Pac(HI)ψ，e-itH1 Pa.c.:(1h)ψ) = (VVJ1;!'， e-itHoH'Jψ) (7) 

が求・まる.運動量表示において目立ψはHlの散乱定常解を用いて具体的に苦手きドせる.特にヲ

8 + s' = d， s > 3/2， s' > 1/2， ../三 S， (8) 
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を満たす適当な実数sと〆についてう

(舟)(k)=ん日和川?川市， '11/) E L 2
•
s (R) , 仰

と表せる.ここで，L2，S(R)は議み付きのL2_空間であって，

ψ 巴Lジ2υ8ぺ(町 仲 11μ|μψ叫，サ引11しレiいレs:= I r (1 +叶|川附J♂刈斤r川ポ什12
LμJR J 

伊土(x:九k)は， (6)と(8)のドでう L2.-S(R)に属し， 1次元-Lipprnann-Sehwinger方程式を満たす:

ぬ (:1;，k) = (2π) 一1九ikx 平 n_'~LIr♂Iklla'-y! 11 (y)内 Cq，k) dy. (10) 
2ilkl JR 

さらにラ伊土(♂，k)は時間に依存しないSchrodinger方程式を超関数の意味でみたす.(9)、(10)等の

証明には， [7]における文献の第5章を参考にした.以上の準備の下ラまず以下が求まる.

定理 2ポテンシャル 1I(x)は(6)を満たすとする.さらに，x E 1 (:= sUpp1l(;l;))を闘定するとき，

Hlの散乱定常解ψ:J:(x，k)はkに関してc1_級であって，以下の3つの条件を満たすと仮定する:

五:= sup Iit?土(ιk)1<∞， 
.時l.kεRk¥{O}

、‘，，ノ
唱

i
噌

a
A

〆
'aE
‘、

九:= supθρ土(;r"k)/θkl <∞ー
s・ELkERk¥{O}

(12) 

Vx EI，出}ぬ(:1:，k) = O. (13) 

このとき，任意の 8> 3/2について、ψεDom(p-1)内L2.，s(R)吟時三ψEDom(p-l)円Dom(Q).

条件(8)の下で，L2.S(R) c L2.1(R) = Dom(Q)が成り立つことに注意されたい.したがって?ヒ
の定理はDom(p-l)n Dom( Q)がlV:iの不変部分空間に類似した部分空間であることを示す.

定理における3つの条件は.少なくとも箱型障療ポテンシャル系で満-たされることは確認された.

-jj，有限井戸型ポテンシャル系では，条件 (11)，(12)は満たされるが，条件 (13)はポテンシャル

の深さが特別な値を取るとき満たされない.この事情は ;l:の関数1imk-+Or.p土(ιk)が時間に依存

しないSchrるdingerノJ程式の自明でないO関有{直解となる場合(一種の共鳴散乱)に対応する.

命題 1と比較することで，次の系が我々の問いに対する部分的な回答を与えていることが分かる.

系 3定理 2における条件が満たされているならば7任意のψε Dom(p-1)n L2・S(R)に対して，

1 (Pac(IIdψ，e-itH1 ~町(H1 ) ゆ)1 2 三 ~(IIP-1~VJ 'lþ ，， 2+ 2"p-l~VÞ/'''''Q1VJψ11) 2c2 . (14) 

箆明。 EDom(p-l) n L2，.'J(R)とするとう定理 2の条件の下でう目立11'E Dom(p-1) n Dom(Q) 
が成り立つ.このときヲ命題 1と(7)から， (14)は直ちに導かれる.I 

kの系が， ψではなく Pac(IIl)ψに関して述べているのは不思議ではない.何故なら，一般に

尽p(II1):= 1 -~舵(H1 ) [Ppp(H1)はH1の束縛状態への射影演算子!と霞くときp

(ψ，e--itHlゆ)= (1もp(lIt)ψ，e-1fHIPPIE(II1)ゆ)+ {Pa(.(Ilt)ψ、e-itH1~.犯(H1 )ψ)
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と分解できるが， 'お辺の第一頃はt→∞で [Ppp(H1)ψ#0なら問振動してしまう.したがってう

我々の問題設定では第二項だけを考える方が都合が良い.また，初期状態ψをポテンシャルとの相

互作用領域から十分遠方に用意すれば， IIPpp(Hd'ltll << IIP;蹴(H1)ψ11とできる.このとき我々は，有
限ではあるが十分長い時間の間?ψの時開発展をP舵 (H1)ψのそれと見なせる.

補題 4ψεDom(p-l)n L2刀 (R)(σ> 3/2)キ ψεDom(Q)，ψ Qψ，p-1ψEL1(R). 

証明ψ巴Dom(Q)及びψ，Qψε L1(R)は直ぐに示せる.そこで，p-LI/， E Ll(R)のみをぷす.

p-1'l/' E Dorn(P)よりう p-lψは絶対連続であり?また pp-l'l/'=ψ， lirn3:→土∞p-lψ(::r)= 0を満

たす.また、上の事実より ψはR上で可積分.したがって，

(p-lψ)(:r) = -i I ψ(ν)dy = -i Iψ(ν)dy. (15) 
Jーとお J:r. 

が成り立つ.:1' < 0のとき， (15)の最初の等式と ψε L2.(T(R)(σ> 3/2)に注意すればう

I(p-lψ)(x)1 :::; r /X lyl-2σdy /‘ lyl2σiψ(y) 12dy 1
1
/
2

三(2σ_1)-1/211'!T11σIxl-(σ-1/2) 
L.一公 J-oc J 

σ-1/2> 1により，p-lψε L1(R)とわかる.X>Oのときも， (15)の2番闘の等式から示せる.目

定理 2の寵明ψεDom(p-l)n L2，S(R)と仮定する.このとき，補題 4より ψεDom(p-l)n 

Dom(Q)である.そこで?定理 2の条件の下ヲ (lVJ-I)ψε Dom(p-l) n Dom(Q) (1は飽等演算

子)を/J之せば十分である.以下では運動議表示において示す [(2)，(3)を見よ].(9)と(10)より、

L 百珂恥如恥ギψ"(y)d匂ω(ωω刷Uω似)川d匂y:=イ/工 f卜lef'ρef'♂:干引川干子引.1
JR 2おil除川k州IJR

である.初めに幾つかの準備を行う.(12)と(13)からー以下が成り立つ:

争土/Iklε L2(Rk)‘ 及び 'r:/k E R"¥{O}、supl'P土(x，k)1 :::; q>土(k)雫 (17) 
rεI 

ただし、争玄(k):=九Ikl(Ikl三1)または7土 (Ikl> 1).次に，補題 4より部分積分ができてヲ

I e:l::ilkily-xl仰 )dy =干|k|ji二三戸Ikll:'1-.rl(P一切)(y)dy. 凶)
ja'.Rlu-z|  

(lVJ: -1)ψε Dom(p-l )を示そう.ポテンシャルの仮定 (6)により‘.fiIV(:z:)ld;z: <∞である.
このとき， (11)， (18)，及びFubiniの定理から以下の結果が得られる:

1.&岡山|公(V)(門)Iq>:l: (k) I ρ 

ここで， (げ1):戸=.1厄点!げf六(:r刈7才)1凶同dι;芯 [1εLl(R)月].(17)と(19)から， (H三一1)ψEDom(p-l)と分かる.
次に(日空一I)ψεDom(Q)をポす.条件 (6)より、 ll(♂)， xV(x)εLl(R)であることに注意す

る.このとき‘定理 2の仮定より，g:!::(y， k)ψ(y)はuをi認定するときk(#0)で微分可能である.さ

らに7条件 (6)，(11)， (12)及び補題 4より，8g:l::(河内)/批は，yについて可積分であることが
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わかる.したがって， (16)は条例i=0)で微分可能である.(16)を微分した後;r，とνに関する積分
順序が交換できる事ラ並びに (18)を用いるて，最終的に次の評価が得られる:

I~~~ 司恥(Y)dyl ~ !引巾[(伊(V叩)以(伊P一4匂刈l切切ψめ伽山)+川(竹町仰(Qω伽似4ψめ，う)+ (ωQV糾V竹川)dlt礼:JRi;J..J...¥""'" "-¥"'--"1 

+払(~T) n叫(Qψ)/lkl‘(p-lψ)}

この評価と (17)とから， (lVJ -1)ψεDorn(Q)と分かる.I 

最後にコメントとして，系 3の結果はe-itIhの漸近展開に関する理論[8]からも導出できる.さ

らにp任意のψε L2:S(R)(s> a/2)に対して示される.しかし，ここでの系 3の導出はう闘耐粒子

系におけるダイナミクス(命題 1)と波動演算子W土の持つ簡明な性質(定理 2)に基いている点

で全く異なる.また、ポテンシャル系の時間発展の背後にこのような単純かつ非自明な構造が:峰子

力学に存在していたことは驚きである.一方，Dom(p-l)門Dom(Q)がlllJの不変部分空間に真に

成っているかどうかを絢べることは今後の課題である.

有議な助言をくださった大場一郎先生(早稲田大)ならびに中堅弘道先生(早稲田大)に感謝致

します.本小論は?研究会，第10開「非平衡系の統計物理jシンポジウム(筑波大， 2002 if.: 1月)の

ポスターセッションでの公演内容です.このような研究会に参加する機会を下さった.有光敏彦・先

生(筑波大)，ならびに阿部純義先生(筑波大)に感謝致します.また，議論をしてドさった小嶋泉先

生(京都大)に感謝致します.
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