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概 要

本稿では，確率変数の古典・量子対応を考察する.それは，すべての次数のモー

メントを持つ確率測度に付随したシーガル・バーグマン変換と相互作用シー

ガル・パーグマン空間により一般的に論じることができる.議論はすべて単一

モードの場合に限り，ガウス型，ポアソン型，ベルヌーイ型確率変数とそれら

のq変形を例としてあげる.

1 はじめに

1990年代初め， Accardi・Lu-Volovichは量子物理学

のハミルトン模型の確率極限を記述する際，場の作用

素の真空期待値がガウス型でもウイグナー型でもなく，

その非線型変形された測度に従うことを見つけた.そ

れゆえに，古典確率論，自由確率論の拡張が要請され，

彼らはその非線型効果を解明するために相互作用フオツ

ク空間を導入した [2].これはボゾン，自由，フェルミオ

ンフォック空間を特殊例として含んでいる. 1998年に

なると，確率測度μのガウス化という文脈で， Accardi-

Bo土ejko[1]により，単一モード相互作用フォック空間が

再び議論され脚光を浴びることになる.それは個数ベ

クトルを μに付随する直交多項式の次数に対応させる

ことで，その新しいフォック空間から L2(μ)への等距

離写像の存在を保証するものである.これは，確率変

数の古典・量子対応を議論する上での基本定理と見な

されている.その有用性は，最近の Hashimotか Hora-

Obataによる ([17]とそこでの引用文献を参照された

い.)大きなグラフのラフラシアンのスペクトル解析と

量子中心極限定理の研究に見出すことが出来る.

一方，ガウス測度に付随したシーガル・パーグマン

変換(例えば， [7， 14， 19])はパーグマン・フォックモ

デルとシュレディンガーモテ。ルに対するハイゼンベル

グ群の既約表現の橋渡しをする積分変換として広く知

られている.最近では， Gross-Hall[l1， 12]により，コ

ンパクトリー群とその複素化を出発点として，それら

の上での熱核測度に付随する形でシーガル・パーグマ

ン変換の拡張がなされた.その後，自由確率論 [21]の

立場から， Biane[8]はウィグナーの半円測度lに付随す

る自由シーガル・パーグマン変換と Gross-Hall変換の

ユニタリ一群上への拡張を与えている.彼らの仕事は

確率論における群構造(代数構造)とその複素構造の

解明を目指す上で重要な出発点を与えている.しかし，

注意しておきたいことは，いずれの場合も“ガウス型"

の変換であり，非ガウス型拡張は範障害にない.

最近，著者は [3]で Accardi-Bo土ejlω[1]の単一モー

ドでの結果に動機付けられ，シーガル・パーグマン変

換の非ガウス型拡張2を与えた.その際，重要な役割を

果たすのが，直交多項式に付随した積分核(コーヒー

レント状態)である.本稿では，定理 2.2を単なる非

ガウス型測度に付随する積分変換のユニタリー性の問

題としてだけ捉えるのではなく，確率変数の古典・量

子対応を与える基本定理として位置付ける.また，具

体例(ガウス型，ポアソン型，ベルヌーイ型とそれら

のq変形)を用いてその一端を紹介したい.ホワイト

ノイズ解析(無限モード)の視点からのガウス型とポ

アソン型の議論は紙面の都合で割愛せざるを得ない.

興味ある読者は [6，13]を参照されたい.

1古典確率論でのガウスiWJ度に対応する.自由ガウスiWJ度とも呼
ばれる.

2本稿では.r非ガウス」を「ガウスを含む一般化」という意味に
用いる.後の定義 2.11で与えるように，ガウス型測度のみならず，
すべてのモーメントが存在する確率浪IJ度に対して定義できる変換と
いう意味において，この変換を一般化シーガル・パーグマン変換と
呼ぶことになる.
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本稿で紹介した方法での研究はまだ始まったばかり I 2.2 単一モード相互作用シーガル・バーグ

である.近い将来，我々の方法と Gross-Hall，Biane 

達のアイディアが相まって他分野とのさらなる有機的

交流がなされることを切に願う.

2 確率変数の古典・量子対応

2.1 直交多項式

すべての次数のモーメントが有限であるような

R上の確率測度 μ を考える.この時， (1) L2(μ) 

に対する完全直交系 {Pn(X)}た0' (2) 非負実数列

{ωη}ユ。と実数列 {αη}手。が存在して，それらの三

組({九(X)}，{ωn}， {αn})はすべての η さOに対して

次の漸化式

九(X)= 1 

H(x) = X一向

(X一向)凡(X)=凡+l(X)+ωnPn-l 

を満たすことが知られている.ただし， ωOP-l= 0と

約束する.ここで，数列{ωη}と{αn}のことを Szegふ

Jacobiのパラメーターと呼ぶ.また，すべての η に

対して αn=Oならばμは対称確率測度であり，その

逆も成り立つ.

逆に、パラメーター {ωn}と{αn}が与えられたと

き，漸化式(2.1)で定まる多項式系 {Pn(X)}が直交多

項式系になるような確率測度 μの存在が保証される.

これは Favardの定理に他ならない.直交多項式論の

詳細については [10，20]を参照されたい.

本稿では与えられた μに付随する {ωη}た。に対し

(2.1) 

入0=1，入n ω1ω2・・・ωn，n三l (2.2) 

で与え，次の二条件

inf入王>O. 
n>O 

(2.3) 

ょ、n

limsup斗<∞
九→∞ n~

(2.4) 

は断りのない限り常に満たすものとする.これら二条

件を合わせて，ラムダ条件と呼ぶことにする.式(2.4)

の条件は後に述べるパーグマン測度の一意性に必要な

条件である.

マン空間

ラムダ条件の(2.4)から母関数 Gλ(T)=E4rn
n=O "n 

は収束するから，その収束半径を η とする.また，

Qλ = {zεC: Izl <♂工}とおく.ヒルベルト空

間冗λを，。λ上で正則な画数F(z)=乞二Oanznで，

L:二。んlanl
2<∞を満たすもの全体とする.ここで，

{zn}は完全直交系である.

次に，ヒルベルト空間冗λ上で調密に定義された作

用素 Bを

B1 =0， Bzn =ωnz九一 n三1 (2.5) 

で与える.すると，その共役作用素B場が

Bらn= zn+l，η さo (2.6) 

となることは簡単に確かめることができる.作用素

B， B本のことをそれぞれ一般消滅作用素，一般生成

作用素と呼ぶことにする.このように定義される四組

(冗ゎ{入n}，B，B*)をいn}に付随する単一モード相互

作用シーガル・パーグマン空間と云い3 以下では単に

冗λのことをそう呼ぶ.一般に，[N，B]=B，[N，Bつ
B本であるが，[B，B*] = (ωn+lー ωn)Iと変形が加え

られていることに注意していただきたい4

次に，bとrを[b，b*]= I，N = b*bを満たす通常の

ボゾン消滅作用素，生成作用素として，個数作用素を

Nzn =ηzn， nさo (2.7) 

で定義する.さらに，アルファ作用素 αNを

αNZn =αnzn，η三o (2.8) 

と定義する.先述の通り，確率測度μが非対称な場合，

付随する一方の Szego-Jacobiパラメーターαnが生き

残るため，特に，L2(μ)上での古典確率変数と冗λ上

での量子(非可換)確率変数の対応関係を考察するに

はアルファ作用素は無視出来ないものとなる.これに

ついては次節で述べる.

3[1]に倣って通常は単に相互作用フォック空間と呼ばれることが
多い.しかし，我々は複素正則函数の空間を舞台にしているので，
本報告ではシーガル・パーグマン空間と呼ぶ.

4従って，“直には"作用素 B，B*がそれぞれボゾン型消滅作
用索、生成作用素でないことを強調するために「一般Jという修
飾語を付け加えた.また，単一モードフェルミオンフォック空間は

λ0=入1= 1，入n= 0 (n主0)であり，式(2.3)のラムダ条件を満
たさないので除外している.

A
斗
A

q
J
 

ハ可
U



2.3 一般化シーガル・パーグマン変換-確率

測度との関連

この章ではシーガル・パーグマン変換の非ガウス化

を考える.

定義 2.1([3]). L2(μ)の元fに対して，函数Sμfを

(8μf)(z) = (Eλ(・，2)，Jh2(μ)，z εQ入 (2.9)

で定義する.ただし，積分核Eλ は

ぶ Pn(X)_.n 
Eλ(X，z) = ):ゴ了z"， (2.10) 

とする.このとき， 8μ を一般化シーガル・パーグマン

変換と呼ぶ5

実際，式 (2めにより

IIEλ(X， z)IIU(μ)=G入(lzI2
)まく∞ (2.11) 

であるから， Eλ(X，z)はL2(μ)に属する.また，積分

核E入はコーヒーレント状態の性質も兼ね備え，また

z，ωεQλ に対して，G(2ω)が冗入の再生核となる.

最近の Asai-Kubo-Kuoの研究 [5]により， μをガウ

ス型測度に限定すれば， 8μ はシーガル・パーグマン変

換に，ヒルベルト空間冗λはパーグマン測度6に関して

二乗可積分な整画数の空間，いわゆるシーガルパーグ

マン空間に一致することが分かつている.

定理 2.2([3]).ラムダ条件の下で，一般化 Segal-

Bαrgmαnn変換Sμ はL2(μ)から冗λへのユニタリ一

変換である.また，以下の性質

(1) 8，μPn(X) = zn， n三0，

(2) 8~B8μPn = Pn-1' 

(3)S;B$Sμ凡=凡+1，
(4) S~(B + B本 +αN)Sμ =Qx

を持つ.ただし，QxはL2(μ)上の Z による掛け算作

用素である.

以下では，定理 2.2の性質 (4)を古典確率変数Z の

量子分解と称し，それを単にx=B+B本 +αNと書く.

実際，フォック空間上で定義された生成作用素，消滅

作用素を最も基本的な確率変数とする量子(非可換)確

5必ずしもすべてのモーメントが存在しない場合，定理 2.2を含

めて同様の議論がどの程度一般化できるかという問題は，少なくと
も数学的には興味深い.

6複素平薗上で定義されるガウス型測度のこと.

「第10回『非平衡系の統計物理Jシンポジウム」

率論の視点を色濃く反映し，非ガウス測度に付随した

シーガル・パーグマン変換を取り扱っている論文は極め

て少ない.僅かに 1995年のvanLeeuwen-Maassen[16] 

によるウィグナーの半円測度とガウス測度を補間する

q変形版， 1997年の Biane[8]によるウィグナーの半円

測度版(に付随するシーガル・パーグマン変換)に限

られると云ってよかろう.しかし，彼らの方法は，そ

れぞれqガウス測度，ウィグナーの半円測度の場合に

しか適用できず一般性がない.すなわち，彼らの論文

では直交多項式の満たす漸化式は単に計算を簡略化さ

せるための道具として扱われている印象を受ける.

以下では，確率論の中でも特に基本的かつ重要な具

体例を紹介する.

例 2.3(ガウス型).μが平均0，分散σ2のガウス測度

内の場合，良く知られているように，付随する直交多

項式はエルミート多項式であり，その SzegふJacobiパ

ラメーターはωn=σ2η，αn=Oである.対応する H入

はシーガル・パーグマン空間，すなわち， C上のガウ

ス測度(パーグマン測度)に関して二乗可積分な整函

数の空間となる.L2(μg)上で定義されたガウス型古典

確率変数 Zの量子分解は X= b+b*であり，右辺の量

子確率変数はシーガル・パーグマシ空間上で作用する.

例 2.4(ポアソン型).μ がパラメーター α>0のポ

アソン測度内の場合，付随する直交多項式はシャー

リエ多項式であり，その Szeg'ふJacobiパラメーターは

ωn αmαn =n+αである [10].対応するHλ はシーガ

ル・パーグマン空間となる.L2(μp)上で定義されたポア

ソン型古典確率変数Zの量子分解はX= b+b*+N+αI 
である.右辺の量子確率変数はシーガル・パーグマン

空間上で作用する.特に，先の例 2.3におけるガウス

測度の分散 σ2とパラメーター αが等しいとき，ガウ

ス型とポアソン型確率変数が共通の空間(この場合，

シーガル・パーグマン空間)で実現されたことになる

[5]. 

例2.3に登場する通常のシーガル・パーグマン変換

の無限モード化がホワイトノイズ解析(無限モード超

函数論)で頻繁に用いられる S変換である.例 2.4の

ポアソン型についても同様で，ポアソン型S変換が知

られている [13].最近，ガウス型とポアソン型ホワイ

トノイズの特異性の比較を量子分解の観点から行った

[6]. 
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例 2.5(q変形ガウス・ポアソン型).例 2.3，例 2.4の

q変形も可能である.様々な q変形が可能であろう

が， [9， 18]に倣って q= 0で自由ガウス，自由ポア

ソンに帰着する立場をとる.すなわち，自然数nに対

して，[n]q = 1 + q +・・・ +qn-l， q階乗を [n]q!= 

[1]q[2]q.. . [n]qとする.ただし， [O]q = 0， [O]q! = 0で

ある.ゆえに，qガウス測度に付随する qエルミート

多項式時パラメーター ωn σ2[n]q，αn = 0 ([9])， 

qポアソン測度に付随する qシャーリエ多項式はパラ

メーター ωn β[n]q，απ =[n]q+β([18]) となるも

のを採用する.ただし， 0三q< 1とする.よって，

(]"2 =sのとき qガウス型確率変数 [16]，qポアソン型

確率変数 [4，18]はそれぞれq生成・消滅作用素，q生

成・消滅・個数作用素の和をもって共通の冗入で実現

され，それは qハーディー空間となる.qパーグマン

測度の具体形は [4，16]にある.q < 0の場合，対応す

るqパーグマン測度は存在しないことが知られている.

例 2.6(ベルヌーイ型).成功の確率p，失敗の確率 1-

pであるようなベルヌーイ試行を M 回行う.n回成功

し，(M -n)回失敗する確率は二項分布に従うことは良

く知られている.この分布に対する直交多項式はSzegふ

Jacobiパラメーター ωn= n(M -n)p(l -p)，αn 

pM +n(1-2p)を持つ Krawtchouk多項式である [10].

紙面の都合上，相互作用パーグマン測度の具体形は他

の機会に報告することにする.

なお，これらに付随する量子確率変数に対して，

r B +B*αM -Mp 1 
~ . -: ，~- ， +山'.~=b+b*. 

M→∞ lMp(l-p) 、/Mp(l-p) J 
(2.12) 

となることが簡単な形式計算で分かる.すなわち，例

2.3に帰着する.これはドモアブル・ラプラスの極限

定理に他ならない.一方，Mp=α(一定)の下では，

limωn αn， .!imαη =n+α(2.13) 
M→∞ M→∞ 

となり例 2.4に帰着される.これはたしかにポアソン

の小数の法則に対応している.いずれの場合も冗λの

極限空間は例 2.3で登場したシーガル・パーグマン空

間になることを指摘しておく.

Sait<r Yoshida[18]は(2.12)と(2.13)のq変形拡張 (η

を[n]qで置き換えたもの)も議論している.この場合，

冗λの極限空間が例 2.5で現れた qハーディー空間に

なることはもはや明らかであろう.
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