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重力熱的不安定性と Tsallisエントロビー

樽家篤史(東大理)・阪 k雅照c京大総人)

1 重力熱的不安定性とは?

重力多体系の}J学進化やs.p.・衡形状の性質を、熱・統計力学的な観点に立って理解しようと

いう試みは、市くから行なわれてきた問題である。ある意味、アカデミックなこの問題

が、自己重力系においては、「重力熱的カタストロフイ (GravothermalCatastrophe) Jと

呼ばれる不安定性の発見により、球状星聞のコア進化の解明に大きな役割jを巣たしたこと

は、特筆すべき事柄である [1]0
Gr加 :othermalCatastropheは、草:力多体系特有の性質、「負の比熱」の存在によって

熱・統計力学的に説明することができる。こうした現象の本質を捉える toymodelが、

AntoIlovや Lynden-Bell & vVoodらによって考案・解析されている [2][3]。その modelと

は以下のようなものである。半径九の断熱壁で閉まれた球内に会質量M の λrf限の粒

子を閉じ込め、手を放す。粒子は重力相夜作用によって次第に、ある王手衡状態に落ち省く

と予想、される。簡単のため、 N →∞とすると、単純に平衡状態は半径九ぅ会質量11-[、

それに全エネルギー Eだけで記述されることになろう。問題は、こうした平・衡状態が熱

的に安定な系として存夜し得るか、である。この間いに対し、 AntonovやLvndelトBell& 
vVoodらは、エントロビー最大(樋大)原理の考えに基づき、求めた平衡形状が常にエン

トロビー極大の状態にあるかどうかを調べた。その結果、平衡形状を特徴づける無次元

パラメーター入三一ETJGM2には臨界億九=0.335が存在し、入>入c、言いかえると
九>O.335GAf2 /( -E)を持つ平衡系は安定に存在し得ないことを示した (Gは議カ定数)。

こうした臨界儀んの存夜は、比熱を用いた議論からも定性的に説明することができ

るが、臨界{直の彼自身は、彼らがどんな“エントロビー"を用いて解析したかに依る。彼

らの解析では、系の状態を特徴づける phase-spacedif:itri butioIl functioIl f (:r， v)に対し、

次のような Bolt.zmanIl-Gibbs烈のエントロビー SBaを採用した:

ら日 -J d
3 
:Cllj 

v f (x， v) ln f (:1'， 'V) (1 ) 

そうして、 SBGを極大とする平衡形状の存在条件を探したのであるい，1.'はそれぞれ位鷺

と速度を表す)。具体的には、エントロビーの 1次変分 dSBa= 0から、まずエントロビー

媛績をとる平衡形状を求め、次いで、平衡解まわりの渋動を考え、 2次変分量 d2SBGの

符号が平衡解に応じてどう変わるかを調べた。その結巣、エントロビーの機大・機小の境

界、 d'2SBGニ Oから臨界続入ι=0.335を得たわけである。

ところで、 Boltzmann-Gibbsエントロビーに基づくと、 1次変分から、 isothel'mal分布

と呼ばれる、一様な速度分散を持つ平衡解が得られる。いいかえると、 Antonov、Lvden-
Bell & vVoodらの結果は、 isothennal分布という特殊な平衡形状における解析だ、った、と

もいえる。一般に、自己重:力系における平衡解は、無衝突系を考えた場合、 isothermalに

限らず、さまざまな形状が安定に存在し得ることが知られている [4]。もちろん、それら

は必ずしも熱的には安定なわけではなく、長い夕イムスケ一ルでは、 2体散乱によつて各

粒子の遥動(熱)エネルギ一は可.いに交換され、運動エネルギ一は次第に

く。この考えをつきつめると、どんな無衝突系の平衡形状も、最終的には一様な込7度分散

を持つ isothennal分布へと進化することになるので、 Antonovらの解析はある程度、 -般

性がありそうである。とはいえ、全ての無衝突系の平衡形状が、 isothermal分;布へと進化

するものだろうか?重力多体系のような系でも、短距離相万.作用系のような熱平衡状態

が本当に実現し得るとしてよいのだろうか?
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2 Tsallisエントロピーと重力熱的不安定性

重力多体系の巌終状態として isothennal分布だけが選ばれる、という点について疑いを

持ちはじめると、エントロビーとして Boltzmanll-Gibbs型を採用する必然性はない。む

しろ、 Boltzmanu-Gi b bs裂を包含するような一般的なエントロビーを用いて、熱的安定性
を議論することに意味がありそうである。

そこで、 -般化された熱・統計力学の lつとしてよく知られている、 Tsallisエントロ

ビーに基づく定式化について考えてみることにしよう問。 Tsallisエントロビーは、

い -Z4zjω (2) 

と表される。 qという新たなパラメーターを導入したことにより、 Boltzmarm-Gibbsエン

トロビー (q→1の時、式[1]に・致する)を包含しつつ、従来の熱・統計力学の拡張を試
みる、 iつの理論的枠組を提供しるのがTsallis熱・統計である。従って、 Tsallis裂エン

トロビーを用いです-衡解を求めた場合、新たな自由度 qのせいで、 isothermal分布をその
ー部に含む、 ・連の平衡解の集合が記述できると予想される。では、 (i).その平衡解の集

合とはどんなものか'?(ii).安定燃はどうなっているのか'?(iii). Tsallis熱・統計で記述さ

れる自己議力系の(熱)平衡系とは一体どんな意味があるのか?
これらの問題にうち、 (i)(ii)について、我々が行なった解析の概略を説明しよう(詳細

は、 Ref.[7]を参照)。まず、 (i)の問題について。実は、この問題は、 1次変分 85(}= 0か
ら、 stellarpolytropeと呼ばれる平衡解になることがすぐわかる [6]。エントロビー械値解
の分布関数f(:r，りは、以下のように与えられる:

f(:J.:， v) = A [φo一的)ーか]'/(.-'1 (3) 

ここで、 φはNewtollの議カポテンシャルで、.4， φ。は定数である。この平衡解がstellm・
polytl'opeと呼ばれるゆえんは、分布関数 (3)から評価される圧力 Pと密度ρの関係が、
polytrope関係 PCXρl+l/nを満たすことにある。ここで、 polytrope指数日と Tsallisパ

ラメータ-qは、
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一一ゲ' (4) 

と関係づいている。

次いで、 (ii)の安定解析について考えよう。熱統計的な解析ではエントロビーの 2次変

分を行う必要があるが、まずは、平衡解を記述するパラメータ (E~ i'¥rf， re)に対する解の一
意性を調べ、不安定性の存在有無を大雑把に見てみることにしよう。先のisotherrnal分;布

の例にならい、分布関数 (3)から求まる無次元パラメータ入三一Ere/GAf2を、各々平衡

形状の中心 7・=0と断熱壁r= reで見た密度の比、 D三氏/Peの関数として表してみる
ことにする。

関 1は、 Tsallisパラメータ q(polytrope指数 n)をいろいろ替えて、平衡形状の・連

のファミリーを表したものである。これを見ると、 rt=5(q=9/7)を境に、曲線のふる

まいが変わり、れ >5では、無次元量入に k限値入cが存夜することがわかる。このこと

をおothel'mal分J市の場合と対比させると、 polytrope指数 η>5の場合は、入=入cを境に

して、半径九〉入cG1112 j(-E)において不安定性が現われることを示している。

こうした不安定性の存在は、 T愉 llisエントロビーの 2次変分 d2Sq を使って無矛盾に
説明できる。安定・不安定性を分ける条件は 8'2Sq= 0である。そこで、 EとM を固定、

平衡解周りのt異動 p→ρ+8ρ を考え、 Tsallisエントロビーの 2次変分を具体的に求める

-896 



「第10回『非平衡系の統計物理』シンポジウム」

ことにする。すると、条件 d2Sa= 0から得られる最終的な式は以下のような微積分方程

式に1帰務される。摂動量 6ρ をdp= (1/4πr2){dQ/dT)と表し、今、 radialmodeの摂動だ

けに肴=日すると、

[:r {4:r2p (ハバムfl w) -{一一(~" )てい一一一IQ{T) = An一万一ぅ (5) a.，. l4π.，.2ρ¥ρ } dr J Tt + 1 .，.'2 J 

ここで、 A
rre 

L .1G'Tn(門
ぇ 2 ヒ笠2V7 つ~/;' I Q(γ') 

n-3 日 furc
.(山仰(〆)

一見、解くのが難しそうな上式だが、実は解析解が存在し、

Q(γ)=山 7':3p(r) + C2 rn(.，.); m(←fdTrMバ.，.') (7) 

という線形結合で表される。係数 Cl~C2 は、境界条件 q(O) = q(Te) = 0と方総式 (5)を満

足する条件より求まるが、微穣分方税式であるがために、 (7)が解となるための lつの条

件式が導かれる(問.[53]of Ref.[7])。結巣としてその条件式から、 n>5で不安定性が現わ
れることがわかるのである。

(6) 

3 自己重力系の比熱と熱的安定性

上記の安定悦の議論では、 Tsallisエントロピーの2次変分からも無矛盾な結果が得られた
わけだが、ここでいう、安定・不安定とは何をさすのだろう?統計力学の範鴎に慕づく
解析なので、 Naiveに熱的安定性と思いたいのだが、エントロビーを非加法的にしている

ので、通常の熱・統計の考えに慕づいて議論するのは危険である。むしろ、非加法的熱・
統計学のフレームワークで2次変分の結果を再考する必要があろう。このことは、 Tsallis
エントロビーに基づく熱平衡の意味を考える kでも、非常に重要な問題である。

この問題については、最近、我々のグループによって議論が行われた。平衡形状の「比

熱」を具体的に評価したところ、 2次変分の結巣を熱的不安定性として解釈できること

をつきとめた [8]0stellar・polytropeの比熱を計算する場合、語:カ平衡系の円熱力学的温度

T"を同定するところから始める必要があったが、我々は、準静的な変化における関係

d'Q = TdS、及び第一法員則リ d

度 T"をつきとめることに成功した。その結巣、(定積)比熱 C¥.= (dE / dT)7'cを最終的に
求めることができた。

関 2は、無次元化された粒子1側あたりの比熱を密度比ρc/ρι の関数としてプロット
している。この図から 2つの大きな特徴が読み取れる。 1つは、ポリトロープ指数 n>3
で、比熱が発散する点 (x印)が現れること、もう 1つは、 η>5における比熱のゼロ点
(矢印)の存在である。前者は相転移を表す点で、もあり、ちょうど、自由エネルギーが極小

でなくなる点に対応していた。..方、後者は、断熱壁で閉まれた自己重力平衡系の臨界安

定点に対応し、まさにエントロビーの 2次変分がゼロになる点と一致していた。詳細は、

文献 [8]を見てもらいたいが、比熱がゼ、ロで臨界安定になることは、そもそも isothermal
分J市の時にも得られていた結果であり、 E這カ系の比熱が負になることから来る自然なi帰結

である。つまり、 Tsallisエントロビーの場合でも、 Boltzmann-Gibbs恕の場合と全く同様

に、熱力学的の言葉で、軍主力平衡系の安定t.fを議論することができたのである。

以ヒの結果は、 Tsallis熱・統計の考えに基づけば、当然のことなのかもしれないが、

isothermal分i布以外にstellarpolytropeと言う熱平衡系が存在し、しかも、熱力学的に安
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Figure 1: Ellergy-radius-density contrast relatioIlship 
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and large n cases(lo'Wer). Here， the normalized specific heat C~ is defilled by 
(¥/(1戸/GA1γ巴)(3/幻/(n-3/2)(see Ref.[8] in detail). 
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定・不安定性が記述できる、ということ自体、突き詰めるとよくわからなくなる。体、

Tsallis熱・統計の言う「熱平衡」とは何を表しているのか'?Isothermal分:布の場合の熱
平衡とどう違うのか?はたまた、 stellarpolytropeの不安定性は物環的に存在しうるもの
なのか?これら一連の疑問に答えるためには、熱・統計的アブローチを滋えた動力学的
解析がどうしても必要である。今後、 N体シミュレーションなどを用いた自己議カ系の;長
時間力学進化から、 Tsallis熱・統計の物理的意味を問い直していくことが課題である。
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