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細田尚

1 .はじめに

河川の流れと河床・河道変動の解析法に関する研究は，治水，利水，環境に係わる河川計画を策定す

るために，洪水時の水位予測，河道湾曲部や河川構造物周辺の河床洗掘深の予測，安定(平衡)河道の

設計などを目的として，水工学の主要な分野として古くから精力的に研究が行われてきた.

研究の方法も，実河川での観測，現象の諸特性の解明を目的とした実験的または理論的研究，現象を

再現し予測するための数値解析的研究など多岐にわたっている.最近では，近年のコンビュータのハー

ド的及びソフト的な目覚しい進歩を反映して，計算結果の CGプレゼンターションも含めた数値解析的

研究が主流となっている.一方，河川流と河床・河道変動のモデリング，非線形解析などの数理水理学

的研究の発展も著しく，古くから研究されている分野でありながら，今後の益々の進歩が期待されてい

る.

本稿では，河川流と河床・河道変動のモデリング及び数値解析法について，最近の進歩を踏まえて体

系的に講述する.

2. 河川流のモデリング

河床・河道変動は流れによる土砂輸送の結果として生じ，発生した河床・河道形態の変化が流速分布

や抵抗則など流れの構造にフィードパックする.例えば，洪水の増水期に砂堆が発生しその波高が増加

することで流れの抵抗が増加するが，さらに流量が増加すると河床形態が砂堆から平坦河床になること

で抵抗が急に減少する現象などが知られている 1)

流れと土砂の相互作用として，河床を転動，滑動，サルテーションの形態で流送される掃流砂や，流

れの中を浮遊状態で輸送される浮遊砂と流れの相互作用を考慮した混相流としての取り扱いが必要な

場合もあるが2，3) 通常の河川流と河床変動解析では固液間及び固相聞の相互作用は無視されることが

多いため，本稿でも河床・河道形状の変化が流れに及ぼす効果以外の相互作用は取り扱わない.

河川流のモデリングは，大別すると断面積分または水深積分型モデルと 3次元解析モデ、ルに分類され

る.前者は，対象としている河川区聞が非常に長く，また瀬や淵などが存在し流れが急激に変化するた

め 3次元解析が困難な場合が多いので，実用的によく用いられる. 3次元の運動方程式などを断面内

または水深方向に積分することで導かれる基礎式を用いる方法で，水深積分の場合は平面2次元モデ、ル

とも呼ばれる.積分の際に，流速分布の相似性などが仮定される.また，乱流のモデ、ルとして水深積分

型乱流モデルなどを用いる場合もあるが，実用的には経験的な 0-方程式モデ、ルを用いることが多い.

水深積分型モデルは3次元の基礎式を積分する際に用いられる仮定によって詳細に分類され，対象と

する現象によって使い分けられる.近年，積分型モデルの理論が進展したが，流れの3次元性を水深積

分の過程でできるだけ考慮しようとするためモデ、ルが非常に複雑になる場合があり，水、深積分モデ、ルと

3次元解析の使い分けが最近の研究課題になっている.

2. 1 流れの積分型モデルの分類

水深積分型モデルを誘導する際に用いられる仮定の分類と，対象とする現象に応じた仮定の組み合わ

せの例を表ー1に示す.

表四1中，項目 4)圧力分布の鉛直加速度を考慮する場合のモデリングについては，ブシネスク方程式

原型とその改良について，主として海岸工学の分野で多くの研究がある.

2. 2 水深または断面積分型モデルの適用例

表ー1の項目の組み合わせと，取り扱うことのできる現象について典型的な例を示しながら説明する.

河床・河道変動解析と流れ解析の組み合わせについては後述する.
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表-1 水深積分型モデ、ルの分類

1 )時間

a. 定常， b.非定常

2)空間積分

a.断面(1次元)， b.水深方向(平面2次元)， c.横断方向(鉛直2次元)

3)座標系の設定

a.基準水平面上の直角座標系 b.基準水平面上の(移動)一般座標系，

c.任意曲面上に設定された一般座標系

4)圧力分布

a.静水圧 b.鉛直加速度考慮、(原型 or修正ブシネスク方程式)， 

c. 曲面の曲がりによる遠心力

5)流速分布及び底面せん断応力の評価

a. 主流流速分布の一様性または自己相似性，

b. 主流流速分布の局所的変化をモデ、ル化して考慮，

c.流線湾曲の効果を考慮、(湾曲の2次流による運動量輸送，

2次流の発達過程を無視 or考慮)

6)乱流モデ、ノレ

a.経験的O一方程式モデ、ル b.水深積分型非線形k-eモデ、ル

7)積分する層の数(三層以上は三次元に分類)
a.平面一層モデ、ノレ b. 平面二層モデ、ル

8)開水路流れと圧力流れが混在(境界面の移動の取り扱し、)

2. 2. 1 定常流の 1次元解析

河川や人工水路に一定の流量が流れているとき，ある地点の水深または水位を計算するために，現在

でも用いられることがある.河川の川幅，堤防の高さなどを決める基礎資料となるため，古くから多く

の研究が行われてきた.水面の形(水面形)を計算することを目的とするため，水面形解析とも呼ばれ

る.

基礎式として，流線に沿って成立するベルヌーイ式と静水圧分布の仮定を用いて導かれる簡易なエネ

ルギ一式，または3次元の運動方程式(またはエネルギー式)を断面積分して導かれる 1次元運動量式

(またはエネルギー式)が用いられる.後者については AppendixAに誘導仮定を記述した.ここでは
簡易なエネルギー式を用いた水面形解析の応用例を示す.

例えば，図ー1rこ示すような突起を越える流れの水面の形を計算することを考えよう.

簡単のため広長方形断面(水深に比べて幅の広い長方形断面)を仮定し，単位幅で考えたときのエネ

ルギ一方程式は図ーlを参照して次式で表される.

dE n2q2-q2 
ー=ーで訂ゎ E=一~+(h + db)cosθ+Zb 
dx h1U/j 2ghL 

、‘，ノ
唱
E
E
A

〆
a
・‘、
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図-1 突起を越える流れの水面形解析 図-2 記号の説明

ここに x:空間座標 q:単位幅流量 h:水深 Zb:基準水平面からの路床高さ，ん:突起の高さ g:重

力加速度 n.マニングの粗度係数， θ:路床勾配.また，エネルギー係数を 1としている.

式(1)を水面形方程式に書き表すと式(2)となる.

d8/.. n2a2 
sm θ-cos θーーと一二で -1

dh dx h10/3 め
一
的

X

一
X

I
h

ハフ
A

(2) 
2 

cos θーヱナ
gh':> 

水面形方程式の分子五(x，h)=0を満たす水深が擬似等流水深h。であり，

が限界水深hcである.

dx 

分母f2(X，h)=Oを満たす水深

[擬似等流水深]

/¥3110  

h" =1 n
2
q2 一回 目

'" -. ---
U I . ~ ~ d8ム|
I sm σ-cos (j一一一-I 
¥. dx ) 

(3) 

[限界水深] h， ~(品) (4) 

(2) 突起の表現

図-2を参照して，突起は次式で表される.

LI ~ X ~ L1 +L2; 

! 今 L令、 l ゥ L今今
δb(x)='¥IRo

ム一(x-LI --2
L t -~ Rピー(7)¥ (5) 

dδb 

dx 

日-与)向-

~R02 -(x-LI _ L;)2 ' dx2 

(3) 特異点の位置と水面勾配

特異点の位置Xsは擬似等流水深と限界水深の交点であり，式(3)，(4)， (5)より次式で与えられる.

r n2~2_ -sinB 1 
L、 p.Rf¥ 2 _ l hJu， 

x向 =L.+ーム+一一ーよー.P=、
S -1  2 (l+P)フー cos2θ 

(6) 
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(7) 

また特異点における水面勾配は，x = x s + x'， h = hs + h'とおいて/1'/2を特異点周りでテイラー展開した

式(7)の極限付，h')→(0，0)を考えることにより，式(8)で計算される.

10 n2q2 Lt ___ 11 d2db ..， 
一一τ-:-::-h'-cosθーーァx
3J1513fJdxL dh' 

dx' 3む，
ghs守

(出)'3hs13/3 
2. 3q2 

ghs守

式(7)より特異点が鞍形点に分類されることがわかる.また，現実に生じる常流(ブルード数が 1より

小さい流れ)から射流(フルード数が 1より大きい流れ)への遷移は式(8)の複号のうちーの場合である.

(4) 水面形の追跡、

式(8)を境界条件として用いて，特異点からそれぞれ上流方向と下流方向に水面形を計算すると下図の

ようになる.

この図を見て分かるように特異点は突起のほぼ頂点で生じている.

れば式(4)を用いて流量が計測できることを示している.

10n2q2+ 

3hs13/3-

(8) 

このことは，頂点の水深を計測す
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細田尚

2. 2. 2 開水路非定常流の 1次元解析

(非定常，断面積分，基準水平面上の直角座標，静水圧，流速分布の相似性，経験的O一方程式
モデ、ル)

基礎式は連続式と運動量式で構成され，一般断面の場合次のように表される(図・4参照).式(9)，(10) 

の誘導をAppendixAに示す.
oA ，iQ 

[連続式] 一+一=0 (9) 
a & 

eQ 況JQ， _ A aS _ A Tbx ♂ーが2A
[運動量式] 一+一一+gA ---::!-= -gA一一ー+一一一一 (10) 

3 み& ~ pgR み

ここに t:時間， x:空間座標，Q:流量，A:流水断面積，U:断面平均流速，Zh :基準水平面からの路床高

さ， Zs:基準水平面からの水位，R:径深，Tbx • 路床に作用する応力ベクトルの x一方向成分， g:重力加速

度，u' 乱れ速度，p:流体の密度.また，運動量係数は 1としている.

底面せん断応力は通常次式のマニング則を用いて評価される.

Tbx -~n2 UIUI 
P Rl/3 

ここに n マニングの粗度係数.

河川の洪水流やダム破壊流れなど，種々の開水路非定常

流に適用されてきた.洪水流に関する古典理論をAppendix
cに示す.
以前は保存則系で表示された基礎式を微分形のサン・ブ

ナンの式に変換するなどした後，固定格子点の特性曲線法

を用いて数値計算されることが多かったが，現在では保存

則系の運動量方程式を直接離散化して数値解析する場合が

ほとんどである.跳水や段波も再現できる.ただし，境界

条件の考え方や段波の不連続部で数値振動を生じない差分スキーム (TVDスキーム)を構成する際に特

性曲線法による定式化は不可欠である 4-6)

特性曲線法や数値解析法の簡単な説明をAppendixBに示す.
図・5は，流れ込み発電所導水路内でスノレース・ゲートを急開したときに生じる非定常流の計算結果を

示したものである 7)

、‘，ノ
-aa--

-
s
'
A
 

J
a

、、 Z 

h 

路床

Zb 

基準水平面 x 

図4 座標系

2. 2. 3 波状段波・波状跳水の 1次元解析

(定常・非定常，断面・水深積分，基準水平面上の直角座標，鉛直加速度考慮，

流速分布の相似性，経験的0一方程式モデ、ル)

写真-1に示した波状の跳水や段波を再現するためには，静水圧分布を仮定できないため，圧力分布に

鉛直加速度を考慮した運動量方程式(原型ブシネスク方程式)が用いられる.たとえば，路床が平坦な場

合の単位幅での運動量方程式は下記のようになる(座標系は図・4参照 8，9)

。Uh θU2h ol h2 hl.o2h _...o2h .._')δ2h θhθhδhδU ヲ(oh')21 1 
一一+一一+一Igー+ーイh-7+2hu--+F1U4-7-U一一+h一一_U.f.1:"1トl
ot OX ox I ~ 2 3 I otム oxθ oxL OX θ ox θ ~òx) I I 

(12) 

Tbx ， o-u，2h 
一一
ρ ox 

式(12)の誘導をAppendix Dに示す.時間微分項を省略すれば定常状態での運動量方程式となり，適当
な境界条件のもとで水面形解析を行えば，図・6のような波状跳水の水面形が再現される 10)

原型ブシネスク方程式(4)は，流速分布の一様性を仮定して鉛直方向の運動方程式から圧力分布を導き，

それを流れ方向の運動量式に代入して導かれる.水の波に適用すると高波数領域で、微小振幅波の分散関

係と適合性しないため，海岸工学の分野で改良型ブシネスク方程式に関する数多くの研究が行われてい
る11-13)

-6-



河川流と河床・河道変動の水理解析法

y 

T(I1I) 

0.50 r- ・一-t-JUU SK  
0.25 1-「一一一----

。"。 i 
1000 1500 

.(111) 

::b 〈。:
1ωo 
.(m) 

8 

x 

(a)ゲートを急に開いた時

の流れの概念図 (b)数値解析結果

図・5 スルース・ゲート君、開時の非定常流と跳水の形成過程
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図-6 ブシネスク方程式による波状跳水の水面形解析
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細田尚

2. 2. 4 波状路床上の流れ

(定常・非定常，水深積分，基準水平面上の直角座標，鉛直加速度考慮，

主流流速分布の局所的変化をモデ、ル化して考慮，経験的O一方程式モデ、ル)

波状路床の流れは，小規模や中規模河床波上の流れを単純化したモデルとして，古くから水深積分モ

デ、ルや多次元モデ、ノレを用いて研究が行われてきた 14-20) 小規模河床波の空間スケールを想定した場合，

鉛直加速度を無視できないため，水深積分モデ、ルを用いる場合には上述したブシネスク方程式がその基

礎式となる.定常状態での波状路床上の運動量方程式は次式となる. (詳細は参考文献を参照のこと.) 

44)引手cωθ)判長(ま)}三(43)《tt計三(q;す)

(13) 

ここに q:単位幅流量， θ:路床勾配， α:渦動粘性係数の係数.

ただし，小規模河床波の発生・発達過程を再現するためには，後述の非平衡流砂モデ、ルを適用するだ

けでなく，波状路床上のせん断応力分布を精度よく評価する必要がある.通常の平均流速に摩擦係数を

乗じる底面せん断応力の評価法では実験結果との適合性がよくないため，例えば下記のような評価式が

提案されている 20)

TXb L 2(， rdh の)b i r ".  ， _. q. q ( dh i 
2 
. q dhめJb q d2h q d2Yb 

二ι=九 11-r一 +A-lJ=2A=l，ub=一+ーIU~' I +一一一一一一ーで (14) 
ρ V ¥. dx dx J V h 3h ¥. dx) h dx dx 6 dx2 2 dx2 

上式を用いて波状路床上の底面応力を評価し実験結果と比較した例を図-7に示した 20)

2. 2. 5 開水路湾曲部・急拡部の高速流(写真-2参照)

(定常・非定常，水深積分，基準水平面上の直角座標または一般座標系，

静水圧，流速分布の相似性，経験的O一方程式モデル)

基準水平面上の直角座標系のもとで，静水圧分布を仮定して導かれる平面2次元水深積分モデ、ルの基

礎式は次のようになる. (図4の座標系をを平面2次元に拡張した座標系を用いる.)運動量係数は 1と

している. (基礎式の導出をAppendixEに示した.) 
[連続式]

θh dM dN _ 
一一+一一一+-一一=り
θt dx 砂

[運動量式]

dM θUM oVM . OZo Tlw Fv o (一τ¥ 乃/一:-:.¥ 
一一+一一一+一一-gh-:8 _~ー~+ーl-u' L. h 1+ニ-l-u'v'hJ 
δtθx O Y ~ OX P ρδx¥ ノ δy、 J

oN oUN o附 OZs T by Fy. o { ~7. ¥θ(  721.i 
ー+一一+一一 =-gh :-s一一竺一一+ー↓-u'v'h)+.;-r-内 1
ot δx oy ~ oy ρρ ox 、ノ θy¥ ノ

(15) 

(16a) 

(16b) 

ここに時間，(X，y) :空間座標， (U，V): x，y方向の水深平均流速， (M，N): X，y方向の流量フラ

ックス(M三 Uh，N -= Vh)， g :重力加速度，h 水深， ρ:水の密度，Zs 基準面からそ主位，(Tbx，TJJJJ 

x-Y座標系の底面せん断応力の成分， (凡，Fy):植生等による形状抵抗力の成分， -u'h-F子，_V'2 
x-y座標系の水深平均レイノルズ、応力である.
底面せん断応力，水深平均レイノルズ応力，形状抵抗等の評価については参考文献を参照のこと.

上式中，非定常項，渦動粘性項，形状抵抗項を無視すると，定常状態で平面2次元的に水面形解析を

行う基礎式となる.ただし，次式では簡単のため平坦路床を考えて Zs=hとして行列表示している.

8-
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IU h 01 IV 0 hl 0 
oU oU _ _ _ _ 1 1 _ _ _ _ 1 _ 1 ，. 1 
A)一 +A2一 =B， A)=lg U 01， A2=10 V 01， B=卜τbxI ph 1 。x 砂 1: ^ T T I . .. I ^ T T I I VA  f' ， I 

10 0 ul Ig 0 vl 卜句/片|

これらの式の特性曲線と特性曲線上の関係式を導けば次式となる21，22)

[特性曲線]

λ 土とん:土UV+ ~gh(U2 + V 2 ー叫ん:土 UV-~ル2 + V2 -gh) 
'dx U ム dx U 2 _ gh J dx U2 -gh 

[特性曲線上の関係式]

λ1 :~( h + U2 + V2 i + Vθ τbx V句一1h+一一一一一一 1+一一一1h+一一一一一 1=一一一一一一一一-
. ox l 2g ) Uozl 2g pgh U pgh 

Jgh(U2 + V2_州 oh UY+JA2+Y2-o1 ~h 1 
|一一+ 一一 1

hU l oxU2-gh OZ J 

V(θU UV+~gh(U2+V2_gh) 。川 (ÒV UV+~gh(U2 +v2 -gh)ovi 
|一一一+ ー 一一一 1+1一一一+----'----'-------'--
Ul ox Uz-gh OZ J l OX U2 -gh OZ J 

Tbx UV +~gh(U2 + V2 -gh) 句
〆 U(gh-U2) ρh

(17) 

(18) 

(19a) 

(19b) 

3本の特性曲線の内一つ(λ1)は流線であり，その上の関係式は流線に沿って成立するベルヌーイ式と

なる また，平面2次元流れのフノレード数Fr=~U2 +戸l-fihがlを越えると特性曲線の表示式はす
べて実数になり，基礎式系は双曲型に分類される σて戸l-fih>lは平面2次元での高速流の定
義でもあり，この場合，図ー8に示すような固定格子点の特性曲線法を用いて水面形を追跡することがで

きる21，22) この方法は流れの特性を理解する上で有用であるが，実際問題には後述の 2ユ7で述べる非
定常流解析を用いる場合がほとんどである.) 

計算例として，開水路漸縮部と急拡部の高速流の水面形解析結果を図・9，図・10に示す2乙23)

2. 2. 6 渦潮などせん断不安定に起因する大規模渦

(非定常，水深積分，基準水平面上の直角座標，静水圧，流速分布の相似性，経験的O一方程式モデ

ル・水深積分型非線形k-eモデル，一層または二層モデ、ル)

式(16)中の渦動粘性項を無視し 2次元せん断層型流速分布形(例えばtanh型流速分布)を仮定して

基礎式を線形化すると，ブルード数を無次元パラメータとする線形化方程式が導かれる. (連続式の非

定常項を無視した安定解析も行われているが，無次元パラメータとしてブルード数が現れず適切でな

い， )この線形化方程式の安定解析を行うと， ta凶型流速分布の場合，フノレード数が 2以下で、微小擾乱

は不安定になりせん断層内で渦層が発生することが証明される24，25)

安定解析の概要をAppendixFに示した.
このように，静水圧を仮定した平面2次元モデ、ノレは水平方向に広がりを有するせん断不安定渦をある

程度まで再現できる25-28) 例として，鳴門の渦潮27)と平面二層モデルを用いた複断面流れの大規模渦

28)の計算結果を示す.式(15)，(16)の数値解析法として，氾濫解析法4)等で汎用の水深と流量フラックス

を互い違いに配置した有限体積法が用いられている(図-11，12参照).慣性項の離散化には QUICKス

キームが，時間積分には2次精度のアダムス・バシュフォース法が用いられている.

-9 
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図-8 固定格子点の特性曲線法 図・9 漸縮水路の高速流の水面形解析
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河川流と河床・河道変動の水理解析法

図・11 鳴門の渦潮の数値解析
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細田尚

2. 2. 7 長区間の河川の流れ及び河川湾曲部の流れ

(非定常，水深積分，基準水平面上の一般座標系，静水圧，流線湾曲の効果を考慮 (2次流によ

る運動量輸送 2次流の発達過程も考慮)，経験的O一方程式モデ、ル)

河川計画，河道計画において 1次元解析に代わり，平面2次元非定常流モデルを用いて数十キロの

河川区間の流れや河床変動解析を行うことが普通となっている.その際，細長い河道をなるべく少ない

格子数で効率的に離散化するために，河道形状に適合した一般座標系とその座標系での基礎式を用いる

ことが多い 29，30) その際，運動方程式の未知数として流量フラックス・ベクトルの反変成分を用いる場

合と直角座標成分を用いる場合があるが，水深と流量フラックスを互い違いに配置するときは反変成分

を用いた方が適切と考えられる.

さらに，河川湾曲部で生じる遠心力と圧力差に起因する 2次流，及び2次流による横断方向の運動量

輸送を平面2次元モデルに組み込む方法も提案されている 31-37) 直交曲線座標系および一般座標系に

おいて， 2次流が流線の湾曲に遅れずに追随する場合と，遅れを考慮する場合の定式化が示されている.
ここではそれらの一例として，基準水平面上に置かれた-

般座標系での 2次流発達の遅れを考慮した運動量方程式を

示す36) 2次流のモデルとして Engelundモデル38)が用いら

れている.2次流を考慮しない場合は式中の付加項を無視す
る.

基礎式の詳細を AppendixGに示した.

[~・成分]

~(~ I+~( ucQ!; 1+と(vc~ì 
θtl J ) θ~ l J) θη J) 

M ( Tr_ 8~x . TTa~X i N ( δ乙 8~y i 
一一 1Uc -":>Xー +Vcーーと|一一IUc --2 +Vc~1
J ，， 8~ 8η ) J l 8~θηj 

_ ~J ~X 2 +~y2325 ごx17x + ~バy 8z s iゲ
_ -VTII  ー 一一

~ l J 8~ J δηl 〆

引

Y

ご

x 

図・13 基準水平面上の一般座標系

+三二三(-~hì+主主~(一戸hì+~/~(一戸'hì+金三~(一戸h
J θ~" ノ J 817" ) J 8~" ) J θη人ノ

5x17v + ~ηx 8 (ー.¥ 2~γ乙 θ/ マτl
+ ノ ノ -h'刈+ーーム;1:~-u'v'h) +~x(S!;1 +S~2 +S~3 +S~4)+~y(S'7 1 +Sρ+Sη3+Sη4) J θη J θご¥/

[η・成分1

8 (Q什 θ(TL Q什 θ(η什 M( Tr_ 8r;x . TT_ 817x i N ( θηyθηy i 
ー|一一 1+一一1Uc一一 1+一一1Vc三一|一一1Uc -'IX + VC -'IX 1一一1Uc一一+Vc-21
8q J ) θ~ l J) θη J) J" 8~ 8η ) Jl θ5θηj  

_ ~J ~x17x +~y ηy 8zs ηx2+ηy23ZS17J 
一一 一一一~ 

l J 8~ J 817 j〆

~x17x θf つ2， )ηx2θ( --;2，) ， ~y17y 8 (つ2，)ηy23fつ2，)
+一一一l-u'

L.h1+一一一|ーが2h1 + 
":>y
一一l-v'

L.h1+一一一r_v
，2 h 1 (20b) 

δ5¥ ) J θη¥ ノ J 8~" ノ J 817" ノ

ごx刀y+~yηx 8 ( ~L\ ， 217xηy θi一一}
J 3万否zzt一uv叫'h刈仲附仰h)れれ糾い)炉μ什トトト+十←←←←←.圃

m一一一一一一一.一一一一-一一一-一.一
J 8万万zz(

ここに， (QC ，Q'l) :流量フラックスベクトルの反変成分， (M，N):流量フラックスベクトノレの直角座標
成分， (Uc， Vc): 流速ベクトルの反変成分 J 座標変換のヤコビアン(=lI(x~y'7 -x'7 Y~))' (rf，イ): 

底面せん断応力ベクトルの反変成分
-
u
，2 
，-U'V'，-V
，2 水深積分されたレイノルズ応力テンソルの直角

(20a) 
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座標成分.また，Sql ~ S，，4 は次式で定義される 2次流による運動量輸送項.

θ|川1 一.一 I_ J I川1 一 一|
5♂cl =戸=一叫Cらsn友l;ω川叫θ一cy戸州Y戸4
iJ I 1 /1: A 2， _，_ 2 '"' 1: A 2， _ _ _ /l _ 0_  '"" I iJ I 1 '-_ A 2， _ 0 2 '"' A 2， ，rh I 

ρ戸=c句n2友lb7 ( 5ι臼xAn川A/h刈hれ川s
JI川1 一 一 JI川1 一 | 

l戸=C匂sn友l;げ7ア(ω川 Cω  θ +吋CyA川 ω 叫 S九らヤηρ172=戸=C句 l; 附 nU叫ψsh∞ωωs20θ + 77yA，川 sinω20)引θめ刊)リj
= 一吋C d l 土ωnfムん2弘弘hs仙 os θ 一5ば hc 山)1， S174 =Cn2 :J +( η 4 2 h ω ω -77yA/hc 山 ) 1 dcLJ J η4-l-n2 iJcLjV'xr:1n "¥"V"，V"，111V-'lyr:1n ft¥.，U;:' UJJ 

ここに，Csn ，cn2 2次流による運動量輸送の係数， θ:水深積分された流速ベクトルと x軸のなす角度.

また，Anは2次流強度を表し，主流流線の変化に対する 2次流の遅れを無視する場合は次式で評価し，

遅れを考慮する場合は別途Anの関係式を用いる o Rは曲率半径を表す.

u.h 
A_ =ー.
n R (21) 

ここに Us 水深積分された流速ベクトルの大きさ R 曲率半径.

上式を用いた例として，湾曲水路(図-14)を用いた Hicks等の実験結果39)と計算結果(主流と 2次

流の流速分布)の比較を図・15に示す.

また，本解析法を用いた連続的に蛇行する水路の高速流の数値解析例をAppendixHに示す.

270. 00・… 90.

flow 
-ーーーー-t・，

まごとb
1~114mm 

悩5.smm

凶品丘且血血

Cross Se氾tion

180. 

図-14 実験水路の概要 (Hickset al.) 

円、
υ

可
E
A



細田尚
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0.4 一一一Cal. . Exp 

一一一Cal0.2 0.2 
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(a) 主流の横断分布(左側が湾曲の外岸側で2次流による運動量輸送により内岸側より速くなっている.) 

9=90。 } . 9=180。 /.・

1fイ国l言WU4 3 :1 ~..~ 2 。
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(b) 断面内の2次流(横断方向流速)の鉛直分布

図-15 主流と 2次流の計算結果と実験結果の比較

2. 2. 8 任意曲面上の流れ

(非定常，水深積分，任意曲面上の一般座標系，曲面の曲

がりによる遠心力，流速分布の相似性，経験的O一方程式
モデ、ル)

球面のようにオーバーハングする曲面や，複雑に変化する 3次

元曲面上の流れを対象とするとき，水平面上に基準座標を設定す

ることができない.そこで，任意曲面上に座標系を設定し，曲面

に垂直または斜交するように立てた座標に沿って基礎式を積分

することで任意曲面上の水、深積分モデ、ルの基礎式が導かれた40)

圧力分布に曲面の曲がりによる遠心力の効果が組込まれている.

曲面よ(x，y， z) = 0に垂直な座標に沿って積分した場合の基礎式 図・16 曲面上に設宗された庫標系

を下記に示す.基礎式の詳細は参考文献を参照のこと.
1.6 

ldh ()M ()N 
[連続式]一一+一一+一一=0'0 dt ();'。み7，。
[;・方向の運動量式]

y(m) 
1.2 (22) 

0.8 

0.4 

五貯金(ぞJ+会(ぞ) O. " 

+土(必2r5dK5+斤A2r05十点2F05)
Joh I 05505η/  

h _J: 1 (つ? .. ?¥d (hTJ ，，， 
=ーが --;-~çx/+cyん +czn<.)ム l.!:...dC
10 10 ¥瓦 Yo J:eO I dCゐp

-0.8 

-1. 2 

ー1.6 

-1.6 -1.2 -0.8 -0.1 0.4 0.8 1.2 1.6 
x (m) 

図-17 円柱面に沿う流れの水面形解析
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図・19 開水路・圧力流れ共存非定常流の計算例 図-18 移動一般座標系を用いた計算例

1 (1: _ ，1: _ ，t: _ ¥θr P J J-' Tb c 
--;-~ç x/l Xo + c Yo 17 Yo + c Zo 17 Zo )ァトd(一三7
Jo守-0η .uρρ'0  

ここに，h 水深， (必，N):流量ブラックスベクトルの反変成分，p 圧力， Gc:重力加速度ベクト
ルの反変成分，Tb

C 
:底面せん断応力ベクトルの反変成分.また， J，rjik はヤコビアンとリーマン・

クリストッフェルシンボ、ルで、あり，各々次式で定義される.下添字Oは曲面上の値であることを示す.

1""'i 1 _ iS( dgjS . dgks dgJk i SX 5v cz| ljk=-g|-7+一二一一一二一|
y ~Z I J~ 2 - ¥ dζδcJ ð{~) _ii df dcJ _ dxm dxm 

J = l17x 17v 17zl， ¥ / ¥ ノ〆 、 glj三一一一一，gjj==一一一一
ιiv ~]一旦土(引=笠~~(引 dxm dxm '-'J df dcJ 

ノ dcJde l dxm) dxmδck ldcJ ) 

(23) 

上式を用いた例として円柱面に沿う流れの水面形解析結果を図・17に示す40) 適用例は今のところほ

とんどないが，今後水の造形設計などへの応用が期待される.

2. 2_ 9 移動一般座標系の適用

(非定常，水深積分，基準水平面上の移動一般座標系，静水圧)

一般に，河岸の崩壊や地震などで流れの境界が時間的に移動する場合に移動一般座標系で記述された

基礎式が用いられる 29) 静水圧を仮定したときの移動一般座標系での水深積分モデルの基礎式は次のよ

うになる.用いている記号の定義は式(20)と同じである.また， η方向の運動量式は省略した.

o(hi ô({~ __¥hi θ({ __¥hi 
-l-|+づ(ι+U)':1+γ|匂(+ v)一1=0 (24) a ¥ J) oe ¥ v ， ， J) iJn ¥ ，.， ， J ) 

「

0
1
1
よ
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引与)+会|弘+仇)与ト斗/+ぷ)
¥ J ) oq ¥ J ) θηl " J J 

(8C;x .1" . TT¥8C;x .1.. . TT¥8C;x i N( 8C;y . I~ . TT.¥TT. 8C;y .1.. . TT.¥8C;y i -~(ヱ+(c;/ + uc)生 +(ηf+Yc)-i--l-+(Ct+UcFc斗 +(η/+ Vc)子|
~ 8t δc; '" '8η ) J lθtδc; '" ， 8ηj 

_ ~lJ C;x2+5y23zs5x1Jx +C;yηy 8z s i Tb c 
一… 一一 一'一一-
~ 1 J 勾 J 旬 l 〆

ここに， C;" 1J/は次式で計算される.
ごt=-XtC;x -Y/C;y，η/ = -X/1Jx -Y/1Jy 

図・18に河岸が移動したときに生じる流れへの適用例を示す67) この方法は，後述の河岸侵食による

流路変動解析に適用されている.

(25) 

2. 2. 1 0 地下水路系の流れ

(非定常，断面・水深積分，基準水平面上の直角座標系，静水圧，流速分布の相似性，経験的0

一方程式モデル，開水路流れと圧力流れが混在)

下水道や地下河川|内の流れの特徴として，水深の増加とともに開水路流れと圧力流れが混在した複雑

な流れが生じることが挙げられる.このような共存非定常流を積分型モデ、ルで、数値解析する方法として

二通りの方法が考えられている.一つは，流れを圧縮性流体として取り扱い，管頂に水撃波の伝播速度

に対応する細いスリットを立て，管路流れと開水路流れを同じ基礎式で解くプライスマン法.いま一つ

は流れを開水路流れ，管路流れ，及びそれらの境界面に分け，それぞれの関係式を非圧縮性流体の解析

法を用いて同時に解きながら境界面を移動させる方法である.後者は平面2次元場への拡張や，閉じ込

められた空気圧の変化を考慮する方法も提案され，圧縮性流体としての取り扱いも可能である 41-44)

適用例として，地表流と地下水路流の相互作用を考慮、した過渡現象(地表流が地下水路に流入し満管

になった後地表に吹き上げる現象)の計算結果を図-19に示す.

2. 3 3次元解析モデル

3次元解析は，橋脚や水制など河川構造物周辺の流れと局所洗掘現象のように3次元性の強し、現象を

再現する必要がある場合に用いられる.乱流の取り扱いには RANS，LES及び DNSが用いられ，実験

室スケールの流れ場に対してこれら三通りを適用した研究が多く行われているが，実河川の流れの非常

に大きいレイノルズ数や砂磯で構成される河床などを考慮すると，現時点では RANSが実用的なように

思われる.河床変動と組み合わせた流れ解析の例として，砂州や複断面蛇行流路の河床変動をO方程式

モデ、ルで、解析した例，構造物周辺の局所洗掘現象を標準型または非線形k-eモデルを用いて解析した

研究があるが 45-51，86) 実河川に適用するモデルとしては，実用性と 3次元流れを再現できる能力など

の兼ね合し、からみて近年進歩の著しい非線形渦粘性モデ、ルが有力と考えられる.

基礎式の表示法や数値解析法など数多くの方法が提案されている.ここでは，例として移動一般座標

系を用いて，流速ベクトルの反変成分で、表示した基礎式系を下記に示す52，53) 乱流モデルとして非線形

k-eモデルを用いている.

[連続式]

1 avαfiーハ
fi dca -V  

[運動方程式]

δV1 _ L_; .__; ___;，1 __，_ ___; __ ，_ ___i ~i 一一|
っ一+V;lVi(VJ-WJ)J+ViV;WJ +VJVjWi =F1ームglJVJP + V j l:-v'v1 J+ 2vV〆/
dt ‘ p 

[k方程式]

(26) 

(27) 

fo 
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子VAk(VJ-WJ)]+kVjWJ =-而jV;-8+ "l7j{(ト}叶
[ε方程式]

b I1E7-1521IDI  i|  
ニー+VJド(VJ-WJ)I+cV;WJ =-Ccl':;-gi/V'V

JV;V
1
-C ー +Vイ|ー+v IgljV iC r (29) θt ' T Jl"V "Jj' uT  j" - ~cl k6i/Y Y • J' '-'c2 k ' • jllσk ' • r . i~ [ 

ここに，t:計算空間の空間座標 t:時間，VJ:流速ベクトルの反変成分， W':格子移動速度ベクトル
の反変成分， v:乱れ速度ベクトルの反変成分，p:圧力 v:動粘性係数， ρ:流体の密度，k:乱れエ
ネルギー， ε:乱れエネルギー散逸率， FJ:重力加速度ベクトルの反変成分をそれぞ、れ表わす.gv.，g1}は

計量テンソルの共変成分及び、反変成分で、あり，次のような関係がある.

g =Bxk全-:-0，.，. p-Yθckδ5l H.k-k  
kl' f<一一一一δl，gMgj-d (30) Vθcl dcJ 削 b axt axj kI j 

ここに，Xはデ、カルト座標系を表す.また，
g = det[gij] (31) 

であり， vjは共変微分(covariantderivative)を表す.
非線形k-&モデ、ルによる構成則は， Pope54)および Gatski・Speziale55)による表現を一般曲線座標系
に変換することにより，次のように表される.

-h'j=DY-3kδ;gv-EDIbsl+α2Q2 +α3Q3] (32) 
3ε  

qトμ=cιμ5?， ω αv為、aga1nIJιゐ川ωal点JlρInlJ山IJ+川+ぱSJ内内jsgβ乍匂gむβ'10.ぴIi¥， 山 fぽlaga，ヲ弘gιむωalSρβSぺf)デI~
μ3γY凡凡t旧/aga
、白agalιゐUdJlバρ【0.

モデデ、ル係数は，ストレインパラメ一夕 Sとロ一テイシヨンパラメ一夕Qの次のような関数でで、与える 5
珂6一→58別

αl=41325fM，α2 = 0.0675ん， α3=一0.0675ん

1M =. 
_1

角 C
H = minl 0.09， 

1+O.02M
，.. 

k 11 _，_ 
S つ~~S

/agajSJPgβJ 

k 11 _ ，_ _ ，f} 
n=~~~n

，

agajnJPgßi 

非線形k-&モデルを用いた計算結果として，図
・21に複断面流れの低水路・高水敷境界面に生じる大

規模渦周辺の3次元解析結果(直角座標系 58) 図

-22に越流型水制周辺の流れの 3次元解析結果(移動

一般座標系) 59)を示す.

計算法は有限体積法であり，圧力，kおよびεを直
方体格子の中央で，流速ベクトルの成分を側面で定

義する完全スタガード格子系が用いられている.計

量テンソノレ，クリストッフェル記号等を格子点上で

定義し，計算の過程で必要となる位置の値について

は，その都度内挿により求めている.用いている計

0.3 
今 1 ， M = max(S，O) 

1+0.09M" I 

Fiik，Zii，zリ

図-20 水理量の配置

円
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算格子上の水理量の配置を図・20中に示している.

鉛直方向に変化する移動一般座標を用いているので，格子点位置は自由表面と底面を等間隔に分割す

ることで 1時間ステップ毎に更新される.自由水面変動量は，反変成分表示の基礎式においては次のよ

うに極めて簡単な式により計算される 52)

d..h = {i;; V3 d..t (34) 

上式で， L1t:計算時間間隔， L1h: M時間の水面変動量，添字3は鉛直方向を表わす.

tf '"' 
10 Z' JZ 

?巴 11 Cr.1 

(a) 流れの3次元構造の概念図

J ， a~ .L.._ 
).00 .2.心主主

。-
ZI CNI 

16 Z~ 3z 

(b) 横断面内の流況(位置は下図に示した.乱れ

の非答弁件による 2次流が再珂，?;れている. ) 

上流端

301 '"' 

~ 

U 
V 

'" 
c> 1..ーー帽ーーー・・
雪。Ir.MlSI

a b c d e 

(c) 表面近くの平面流況

図・21 非線形k-&モデルによる複断面開水路流れに生じる大規模禍の 3次元数値解析

口。
1
1
よ



河川流と河床・河道変動の水理解析法

3. 河床・河道変動の数値解析

河床・河道変動の数値解析は，河川流のモデリングと解析法，及び河床・河道変動の素過程に関する

研究と連動して進展してきた.まず，河床・河道変動の素過程について簡単にまとめ，その後，河川流

の解析法と関連付けて河床・河道変動解析の進展について説明する.

河床変動の発生に関する安定解析と無次元水理量を用いた発生の領域区分，及び非線形解析による平

衡状態の特性解析，河川蛇行の発生・発達過程に関する理論，固定砂川、!と流路蛇行の問の共鳴理論，河

床変動の形状特性や流れの抵抗則などに関する数多くの研究については紙面の制約のため本稿では取

り扱わないので，参考文献を参照されたい60-65) 参考のため Appendix Iに河床変動の実例を示した.) 

3. 1 土砂輸送及び河床・河道変動に関わる素過程60-65)

3. 1. 1 土砂の輸送形態

河床・河道変動を解析するためには，流水中の土砂の輸送過程に関する素過程をモデ、ル化する必要が

あり，古くから数多くの研究が行われてきた.得られた成果の詳細は多くの著書，委員会報告，原論文

を参照していただき，ここでは基本的事項について簡単に記述する.

周知のように，流れによって河川を輸送される土砂は，輸送形態によって大きく次のように分類され

ている.

・掃流砂:河床に存在する砂磯で構成され，流れの抗力と揚力の効果で河床上を転動，滑動，サルテー

ション(小挑躍)を繰り返しながら輸送される.

・浮遊砂:乱れの作用の下で，河床に存在する砂粒が浮遊し，不規則に変動しながら長時間流水中に保

持されながら輸送される.ただし，沈降と浮遊を通して河床砂磯との交換が行われる.

-ウォッシュロード:河床に存在しない微小な粒径範囲の土砂の成分で上流の土砂生産地から流出して

きたものがそのまま流送される.河床砂磯との交換が行われない.

さらに，掃流砂と浮遊砂の遷移機構に着目した詳細な研究も行われてきたが，実用的な解析法に適用

されるには至っておらず，今後の発展が期待される 66)

3. 1. 2 掃流砂の輸送過程のモデル化

上記の輸送形態のうち，掃流砂の輸送過程について簡単に説明する.

ある地点に静止していた粒子群は，変動する流れの抗力と揚力の作用で確率的に動き始める.その後，

転動やサルテーションによって短時間移動して停止し長時間休止することが知られている.この一連の

過程を，河床表面の砂粒が単位時間に移動開始する確率密度であるピックアップ・レイト(pick-uprate) 

と，動き始めた砂粒が河床に停止するまでの距離であるステップ・レングス (step-Iength)を用いて確
率的に表現する方法を非平衡流砂モデ、ル，または確率過程モデ、ルと呼ぶ.

この方法はさらに，砂粒が移動する短い時間を無視する移動速度無限大のモデ、ルと，移動過程も砂粒

群の運動方程式を解くなどして考慮するモデ、ルに分けられる.

非平衡流砂モデルはある地点を通過する砂粒の時空間的履歴をある程度忠実に考慮、しようとしてお

り，小規模河床波や河川構造物周辺の局所洗掘のような，河床変動の空間的スケールが砂粒移動のスケ

ールと同等のオーダーの場合に適用される.

一方，河床変動の空間的スケールが砂粒移動のスケールより十分大きい場合，ある地点を通過する単

位時間あたりの砂粒群の体積(流砂量)を，過去の履歴に関係なく局所的な水理量(流速，水深，底面

せん断応力など)で評価する平衡流砂モデ、ルを用いることが多い.流砂量を評価するために，これまで

砂粒に作用する抗力や揚力とそれに抵抗する力の関係から導かれたもの，次元解析的に導かれたものな

ど多くの関係式が提案され，実験的に検証されてきた.平面2次元流れの解析と連動させるときは，流

線方向と流線に直交する方向の流砂量を評価する必要があり，前者は上記1次元の流砂量式が適用され，

後者は横断方向の河床勾配などを考慮して導かれた横断方向流砂量式が適用される.これらを一般座標

系の基礎式に組み込む場合には，後述するように若干の演算が必要である.

実際に河床変動の解析を行うには，平面的な格子を考え，その格子から単位時間にピックアップされ

る砂粒量と上流からその格子に堆積する砂粒量を非平衡流砂モデルで評価して河床面の高さを計算す

る方法，格子の上流側と下流側断面を通過する流砂量の差で計算する方法が用いられる.後者は厳密に

は静止している河床面ではなく掃流砂層も含んだ高さを評価していることになる.

-19 -
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3. 1. 3 河岸侵食のモデル化

一方，蛇行などの流路の変動を解析する場合には，河

道内の流れと河床変動を上記の方法で計算するとともに，

何らかの河岸侵食・崩壊モデ、ルを組み込む必要がある.

たとえば，側岸侵食量を側岸での摩擦速度や断面平均流 z

速からの偏差で評価する方法，間欺的河岸崩壊をモデ、ル

化する方法が用いられ，直線流路の拡幅，蛇行の発生・

発達過程の理論解析や数値解析が行われている. (文献

67の参考文献を参照)

例として，長谷川 68)が提案した河岸が非粘着性材料の

場合の崩壊・堆積モデ、ルの概念図を図-22に示す.線(1 ) 

はある崩壊直前の河岸横断形状である.線(3)は崩落

幅だけ流路外方向に平行移動させた線を表し，次の崩

壊・堆積が生じた後の河岸横断形状である.水中の横断

勾配は水中安息角である.水面より上方の横断勾配は安

息角より大きいが，非粘着性材料でも間隙水の表面張力

の効果で見かけの粘着力が作用するためと考えられている.

bank shift 

(1) initial state 
(2) erosion state 
(3) bank collapse 
and deposition 

η 

図帽22 河岸崩壊・堆積モデルの概念図

崩落発生の判定は，崩落幅に対して崩落部の面積と埋め戻し部の面積が等しくなったとき生じるとす

る条件が適用される.このモデ、ルでの崩壊・堆積過程は，間歌的に生じる過程の一回々々を再現してい

るのではない.侵食過程にある河岸の断面形状は観測結果から相似性を有することが知られており， ト

ータノレの河岸侵食量は河岸近傍の河床低下量で計算可能であると仮定している.

3. 1. 4 混合砂の取り扱い

平野69)は混合砂磯床において砂粒の移動が起こるのは河床の表面のごく薄い層(交換層)であると考

え，河床をこの交換層とそれ以下の原河床に分け，粒度分布の変動は交換層のみで進行するものと考え

たこの場合，粒度分布の変動は次式で計算される.より詳細なモデルが江頭70)により提案されている.

生!....=土生!....-土生ι{仏 i+ (1-()んio}，h>O:5=l，包<0:(=0 (35) 
ot θE ot θE ot ~.... -' v， ... ，-' V'V J ' ot ot 

ここに，Zb 河床高さ， θE 交換層の厚さ，fbiO 原河床の粒径階iの含有率.

3. 2 河床・河道変動の数値解析

これまでに説明してきた河川流のモデリングと河床・河道変動の素過程のモデノレを組み合わせて，

種々の河床・河道変動の数値解析が行われてきた.

3. 2. 1 水深積分モデルによる小規模河床波の再現

流れのモデルとして 2. 2 (3)波状路床上の流れで説明した鉛直加速度を考慮した水深積分モデル

(ブシネスク方程式原型)式(5)を用い，非平衡流砂モデルを組み合わせて行った砂堆のシミュレーショ

ン結果を図・21に示す71) 水、深積分モデノレの中で底面せん断応力の評価を工夫するとともに，砂粒の移

動のスケールと河床変動のスケーノレが同等なので下記の非平衡流砂モデルを用いている.初期に流れと

波状路床の共鳴関係式を満たす波長の河床波が発生し，その後平衡状態まで発達する様子，それに伴い

流れの抵抗(水深)が増加していることがわかる.このモデルで反砂堆も再現することができる.

dvh 1 ACl 
斗~=一一~d(Pd -Ps) (36) 
み 1ーλA2

ここに Ps ピックアップレイト Pd デポジットレイト d 砂粒の粒径， λ:河床の空隙率.

ピックアップレイト及びステップレングスは下記の式で評価される 72)

Ps..jd/(σ/ p-1)g =0.031"*(1ー0.035/む )3 (37) 

fs (s) =土叫卜三 (38)
0"  A 4， AJ 

ここに， σ:砂粒の密度， れ:無次元掃流力 A ステップレングス s 砂粒がピックアップされ
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図・23 砂堆の発生・発達過程と流れの抵抗の増加の数値解析結果

た位置からの距離， A2' A3 :形状係数 (=π14，π16). 

3. 2. 2 中規模河床波の数値解析

静水圧を仮定した通常の水深積分モデルと平衡流砂モデルを用いた線形安定解析から，水理条件によ

って河床に与えられた微小擾乱が不安定になることが示され73) この基礎式の組み合わせで中規模河床

波を再現できる可能性が示された.その後，清水等74) Nelson等75)により交互砂州の数値計算が行わ

れた.最近でも，複列砂州の再現，交互砂州の形成に及ぼす浮遊砂や混合砂の影響，固定砂州と河道湾

曲の共鳴現象など様々な研究が行われている 76-81)

流れ解析の基礎式は式(12)と同様である.また，基準水平面に置かれた直角座標系で表示された流砂

の連続式は下記のようになる.

。1Zb. 1 (dq Bx θqBy i 
1 = 0 (39) 

θ1-λl dx 砂 j

ここに Zb 河床高， λ:河床材料の空隙率，(q政 ，qBY): x-Y座標系の単位幅流砂量の成分である

これを一般座標系で表示すれば以下のようになる.

δ(ZbI. 1 (a(qBS'i. d(qBηi ) " 
1+一一|ー|一一1+ー|一一 11=0 (40) 

dt¥J) 1-λlδ4l J )δηl J )J 

ここに，(q山 J):流砂量の反変成分であり，以下に示す手順に従って評価する
まず，流線とその直角方向すなわち(s，n)方向の単位幅流砂量(qBs ，q Bn)を，たとえば次式に表される

Meyer-Peter ・Muller式と長谷川式で評価する.

M・p・M式 qBs=8い-，.J%./f 0' -1 igd3 (41) 
V¥.P ) 

長谷川式:qn=qslh一、三L 判
U片山lUsb ~ μsμk ，. dn J 

ここに d 河床材料の粒径，日:無次元掃流力，へ:無次元限界掃流力， ρ:水の密度， σ:河床

材料の密度， (u sb ， U nb) :河床における流速の(s，n)方向成分， μs'μk 河床材料の静止および動摩擦係

数である.

次に，(q Bs' q Bn)から，流線と x軸のなす角度yを用いて流砂量ベクトルの(x，y)方向成分(qBx，qBy)を

求める.

q Bx = q Bs cos r -q Bn sm r ' q By = q Bs sm r + q Bn COS r 
さらに，次式より直角座標系の流砂量成分(qBx，qBy)を反変成分ν，qB'7)に変換する

(42) 

q / = 4xqBx + 4yqBy' qB'7 =7xqBx + TJyqBy 

1
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図・24 交互砂川、|の形成と伝播過程の数値解析結果

また，長谷川式68)における 2次流による河床で、の流速Unbは次式で算出する.

Unb =-N 

ここに R 流線の曲率半径 N. 係数 (=7.0)である.

図画24に，上記の基礎式系を用いた交互砂州の形成・移動過程の数値計算結果を示す80)

3. 2. 3 侵食性河岸を有する流路の変動

(43) 

河岸侵食に伴う流路の変動に関しても，側岸侵食に伴う 1次元河床変動式を用いた流路拡幅過程の解

析，側岸侵食現象における流砂の非平衡性やせん断応力分布算出法の重要性に着目した研究，平面形状

の安定性と蛇行の発達減衰，及びこれらの数値解析的研究など多くの研究が行われてきた 82-85)

最近では，河岸侵食による流路の変動の数値計算を行う場合，流れ解析に 2. 2 (8)で述べた移動

一般座標系を用いる方法に，河床変動モデ、ル(平衡・非平衡)と 3. 1 (3)で述べた河岸侵食モデル

を組み込むことで河岸線の移動と河床変動の数値解析が行われている.

写真Jに砂地に掘った溝に通水した後の流路変動に関する実験結果を示した.図・25，26は上記の移

動一般座標系で、の水深積分モデ、ルと非平衡流砂モデ、ルの組み合わせたモデ、ルで、数値解析した結果であ

る84，85) まず交互砂州が生じ，次に交互砂川、|の発達により流れが蛇行することで水衝部で交互に河岸侵

食が生じ，徐々に流路の蛇行が発達していく様子が再現されている.
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図・25 侵食性流路の河岸侵食による変動に関する数値解析結果
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図・26 侵食性流路の河岸侵食による変動に関する数値解析結果(鳥轍図)
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3. 2. 4 河川構造物周辺の局所洗掘現象の数値解析

河川|構造物周辺の流れは強い3次元性を示すため，局所洗掘の予測は3次元流れ解析と平衡または非

平衡の河床変動解析を連動して行われる.これまでに，橋脚や水制周辺の局所洗掘，複断面蛇行河道の

低水路の河床変動予測などが行われてきた45-50，86-88)

ここでは例として橋脚周りの局所洗掘の数値解析結果を示す87) 現象の概念図を図・27に示した.流

れ解析として，乱流モデ、ルとして非線形k-eモデルを用い，数値計算法として移動一般座標系の基礎

式に有限体積法を適用した3次元解析法を用いている.この流れ解析と並行して，砂粒群の運動方程式

を解く非平衡流砂モデ、ノレを用いて河床変動の計算を行った結果を図-28に示す.本非線形k-eモデルの

構造物周りの3次元流れに対する適用性は別途検討しており，馬蹄形渦やカルマン渦もほぼ再現できる

ことを確かめている 56，57)

4. おわりに

本稿では，河川流とそれに伴う河床変動や河川蛇行の数値解析について，まず流れと流砂過程の実用

的なモデ、ル化を概説するとともに，それらを組み合わせた数値解析結果の例を示した.今後，流れと流

砂過程に関して，粒子法などを適用したより精微なシミュレーションの研究がより進展すると考えられ

る.それと同時に，河川源流域から河口までの長距離・長時間の土砂動態を連続して取り扱うことがで

きる 3次元的効果を考慮、した水深積分型モデルの高精度化の進展も実用的観点から期待される.
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Append i x A 1次元非定常流解析の基礎式の誘導
y 

1次元非定常流解析で用いられる連続式の誘導過程を示す.

1次元運動量式も同様に導くことができる.

3次元直角座標系を用いて連続式を書き表せば式(A-l)と

なる.

θu av dw _ 
一一+一一+一一ー=u
dx 砂 8z

b， (x， y)' 
(A-l) 

ここに，(x，y，z) :空間座標，(u， v， w) :流速ベクトルの

(x，y，z)方向成分.ただし x方向を流れ方向とする.

式(A-l)を図に示した断面で積分する.ライプニッツ公式

を用いて式(A・1)の各項を積分すれば以下のようになる.

z 
Yb 

datum line 

cczdφ引まf，rudz-ubr誓;+叫u

C以{r2かゐ砂か吋=r:(低ま訂Cν枕ゐ叫誓?+寸》

C口t号シゐ砂=!:い仇什ιγ一川

(A・2a)

(A-2b) 

(A・2c)

境界面での条件

8b. 8b. 8b. 
wム -u，- 一一一-v，- 一一ー一一一-ー=u
りり針り今 8t

を用いて式(A・2a)から式(A-2b)の和をとれば次式が導かれる.

r:(まtuゐ+訂叩=。 (A-3) 

式(A・3)をライブニッツ公式と自由表面の境界条件

ν= 砂~+u 砂s
一一-Ys 8t 

・日
Ys 8x 

を用いて書き直せば式(A・5)となる.
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ここに bsは次式で定義される水面幅を表す.

bs三 br-b， 
式(A-5)は，容易に導かれる関係式

。IA L めノs
8t -s θt 

を用いると，慣用の 1次元非定常流の連続式(A・8)に帰着することがわかる.

22+笠=0。8x

(A-6) 

(A・7)

(A-8) 

1次元運動量式も，主流方向の流速分布の一様性と静水圧分布を仮定して，連続式と同様に導かれる.

結果のみ示せば次式となる.

。Q. 8uQ δY
S 

_ 'fb 
一一+一一一+gAーよ=-gA---2-
dt dx ~ dx t宮R

ここに A:断面積 R 径深(=断面積/潤辺)• 

演習 A・1

式(A-7)を導け.

演習 A・2

次式を証明せよ.

fs rl争[一一勧=eA~
" p 8x 〆 8x
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Appendix B 1次元ダム破壊流れの数値解析法 1)

1. はじめに

不連続部(段波)の伝播を伴う開水路非定常流の典型的な例として 1次元ダム破壊流れを取り上げ，

まず特性曲線法に基づいた数値解析法の基本的な考え方，およびその考えを発展させた 1次精度の流束

差分離法 (FDS)を説明する.この際，不連続部(段波の部分)近傍での水理量の数値振動を回避するた

めに，移流方程式形の線形結合で表される特性曲線上の関係式に対してTVDスキームが用いられる.

また，洪水氾濫解析などで用いられている有限体積法と流束差分離法の関係を示し，有限体積法から導

かれる離散式に数値粘性項を付加した式が 1次精度の流束差分離法による差分式に対応することを説

明する.

さらに，移流方程式の数値解析と対応して，高次精度の数値解析法について説明する.流束差分離法

の場合は，特性曲線上の関係式に高次精度のTVDスキーム，例えばTVD一MUSCLスキームを用いて高精

度化されることが示される.また，実用的によく用いられている MacCormack法や，近年数値流体力学

の分野で著しく普及してきた CIP法の適用についても説明する.

2.基礎式と特性曲線法

2. 1 基礎式

1次元解析法で用いられる開水路非定常流の基礎式は次式となる.ただし，基準面を水平面としてい

る.

[連続式]

[運動量式]

竺+笠=0
a d>: 

eQ ， eJuQ ， _ A OZ τb， Oーが2A
一一+一一一+gAーーと=-gA一一一+一一一一一-a d>: ~ d>: ~ pgR d>: 

(Bl) 

(B2) 

ここに，Q:流量，A:流水断面積，U 断面平均流速，Z~ :基準水平面からの水位，R:径深，Tb
x 

• 路床に作用

する応力ベクトルの x一方向成分， g 重力加速度， d:乱れ速度，p:流体の密度，t :時間，X 空間座標.

運動量式(2)の右辺第2項は乱れ速度による運動量輸送項であり，開水路非定常流の解析では無視され

ることが多い.また，右辺第1項は通常式(3)で表されるマニング則を用いて評価される.

τb-gF12141U l 
P h1/3 

(B3) 

ここでは図・lに示したダム破壊流れを例として，特性曲線法に

基づいた開水路非定常流の数値解析法に関する基本的事項の説

明を目的としており，簡単のため単位幅で考えた基礎式(4)・(6)を

用いる.式(2)の右辺も無視されている.
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または，

oh ohu 
[連続式] 一+一一=0 or 竺+金=0

tすみ

[運動量式]

[運動量式]

ot e玩

a a eあ
一 +u一一+g一 =0
a e，X <Je，X 

3+三(q: ) + g ~ ( h; ) ~ 0 
ここに h:水深， q:単位幅流量.

2. 2 特性曲線法

式(4)と(5)を行列表示すると式(7)となる.

![~}A ~[~}叶;:]
行列Aの固有値λ±および左固有ベクトルんは次式となる.

固有値 λ土=u-1:.jih， 左固有ベクトノレ μ士=(1，-1:. ~h/ g ) 
行列Aの左固有ベクトノレんを式(7)の左から乗じると，特性曲線上の関係式(9)が導かれる.

(B4) 

(B5) 

(B6) 

(B7) 

(B8) 

μ， • ~[~]+À，Jl， • ~[~}o or ~ (u I2jih九三(u-1:. 2jih )=0 側

式(ωω9的)は

特附性曲醐線 7=い 1":1.j仏必忌語一 上封でで Z山 J長五
を意味しており，図一す2に示すように時刻 tロ2の位置 Rの水理量 t 1 

が時刻tlの位置P，Qの既知水理量で計算できることを示してい

る t2

特性曲線はその上で水理量が与えられたとき，微係数が一意

的に決まらない線，すなわち微係数の不連続が伝播する線とし

ても定義される・ 図B・2 特性曲線法の説明図

2. 3 国定格子点の特性曲線法

特性曲線法を用いて実際に計算を行うには，固定格子点の水理量を用いる方法が便利である.すなわ

ち，特性曲線上の関係式(9)が移流方程式の形になっており，移流方程式の数値解析に用いられる方法

を適用することができる.

もっとも簡単な方法は 1次精度上流差分を用いることであり，具体的な差分式を示せば

x n+l_X:t~ 1 /1" 1 ，，'¥ (X:t ~+1 -X:t~ ) • 1 ，1" 1 . " ，(X:t~-Xよ1 ) 
F一一(IA:tI-A:t) 叫 --:ti/ +ーcIA:tI+λ土)' Il.  Il-l/ 0 (BI0-a) 

!1t 2 '1 -'-1 !1x 2 '1 -'-1 !1x 

または書き換えて
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XJ+l-X士n 1 1 / ̂ U n ^ Tr  n， 1 I ̂ I (X:t ~+1 -X:t~ ) 1 
± 土 +1一(λ士X4l+λ土X:t;)一一|λ| 士川l 土 | 
fl.t 12'-'- 2'

士 dx

11/1vn vn， 1'1'(X土n_X，n) I -1 ~(λ士XJ+λ土Xム)--lAlt 士~I=12' -'- -'-， -'- -'-'-1' 2 ムx

となる.ここに nは時間ステップ iは空間格子点位置を表し x土 =ui2fihである
式(10)は TVDスキームでなので，段波のような不連続部でも数値振動が生じないことが期待される.

また，式(lO-b)は二つの口がそれぞれi+1/2，i-1/2の数値流束を表しており，数値流束表示と言われ
る.

(B10-b) 

3.流束差分離法 (FD S) 

特性曲線法は基礎式が双曲型のときのみ適用でき，渦動粘性項のような高階微分の項が付加されると

そのままでは使用できない.そこで，固定格子点の特性曲線法の利点を保ちながら，差分式を元の保存

則系(式(4)の後半と式(6))の差分式に変換する方法が考えられた.その代表として流束差分離法(Flux

Difference Splitting)について簡単に説明する.
基礎式として保存則系表示である式(4)の後半と式(6)を用いる.基礎式は行列表示すると式(11)，さ

らに展開して式(12)となる.

GQ ， a 1¥ ~Jh l T.'. 1 _2 q _12 I 
一+一=O，Q=I"i，E=1q2 ， gh2 1 (Bl1) 
d み 1 q l' 1一+一一|

L~ -l 1 h 2 1 

GQ. ..勾ハハ Ihl~ I 0_2 }_I 
3 ーみ~，x 1 q 1'.. 1 ghーたす|

Aの固有値，左固有ベクトルおよび右固有ベクトルで、構成される行列A.R.R-1を次式で定義する.

イ+OJlE+
川 O

| 11  O λ-γJ jJzl，R==い竹京l*+~五百十何
fll， l I-~+fih 11 

R-1 =1・'T 1=1 n 

L~ ，-J 1十fih11 

(B12) 

式(13)から次の関係が確認できる.

R-1AR=A (B14) 

式(12)に左から R-1を乗じ，その離散式を近似的に次式で表す.

(R -IQ)アlー(R-1Q)?+(AR-IQ)7+1/2一(AR-IQ)7_1/ ~=O (B15) 

~t ~ 

式(15)は保存則型の移流方程式の離散式であり， i+l/2，i-1/2での数値流束(AR-1Q)九112，(AR -IQ)7_1/2 
を式(10-b)を参考に次式で表せば， TVDスキームを構成することができる.

(A胤庇R-一斗-lQ)

(A庇R-
1
Q)7_ι一斗1/2=→4j引(A(ぼR-一-lQ); 叫叫(R-斗勺匂l、Q)ト川r川1γパ一→巾判|休凶A判|囚医R-斗吋-¥Q刊(Q;一Q仏札Uト川;-1)ρ)オ) (B16) 

自

h
d
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式(15)に左から Rを乗じれば，保存則型表示の式(11)の離散式が得られる.

Qf+l=Qft帆112-E~IIJ (B17-a) 

E7+1I2 =~(Ei+1 +Ei -RÎIR吋Qi+1-Qi )}E7-112 = ~(Ej + Ei-J -RÎIR-1 (Qi 一Q仏Jド一→12、 r 2、-

上式中， RÎJR-1は次式を用いてい112，I-1I2で評価される.

(B17-b) 

+1/2 =ぷヌi+1，qi+1/2 = -Jh~ qi +.Jh: qi+1 
2 - 'V"j . "i+1 ，'1i+1/2 jh; +長: (B18) 

また， RĴIR-1の表示は次式となる.

. 1-1んIrf-~I+Iλ-lrf+~1λ+卜|λ-1
/̂/R-1 = _ ~Iγ 〈 γ< (~_\ (~_\ I 
列一|仇λん+{伝長叶|い川λι刈ベ-1イ(伝任(予十一叶μ)IAλん巾+

上記の方法でで、計算した結果を後述の図-5fにこ示す.TVD条件を満たしたスキ一ムになつており，数値振動

は生じていないが， 1次精度であるため不連続部がかなり鈍っている.

4. 有限体積法

洪水氾濫解析法などにおいて，流量と水深を空間的に互い違いに定

義し，次のようなスキームで計算を進める方法がよく用いられている.
中O 中O 中O 中

空

+
 M

 

(B20) 
i-l i+l 

図B-3 有限体積法での定義位置

Aq;+l _!'!qf+u:1/2q:a -U;-l/ 2q~l+b+g(hr~j-1/2 )2 ー (hi~I/2)2=0(B21) 
!'!t !'!x 2!'!x 

JO for uf+ω 三o/.. _ J 0 for Uf-1I2ミo..n Uf+1 + uf .，n _ qf ~ _ J 0 for q;ミO
i. - _， O=i ー ， ui+1I2 =一一τ一一一，u， 一一一一，c= i. II for 品川<O' 11 for U;-1/2くO' "..~ 2 h;_ω+c II for qi' < 0 

質量，運動量の保存則をそのまま離散式に変換しており，直感的にも理解しやすい.しかし，移流項

に数値粘性の大きい1次精度の上流差分を用いても，段波のような現象をこのままのスキームで計算す

ると，不連続部で数値振動が生じることが知られており，何らかの改良が必要とされる. (眺水は数値

振動を起こさずに再現されることが知られている.) 

式(17)を見て， Qのうちの qを考えると，結果的に有限体積法において移流項に中心差分を用い，か

つ数値粘性を付加したスキームと同等のスキームになっている.

RIAIR-1.Qiを計算してみると近似的に次式が得られる.

rλ+/+/λ-/，. 

R/AIR-
1
.Qi =1 (|ん1-1λ-1dl.lL14λ-1_ I 
一一り'守iI 

2 2 "J 

数値粘性を構成する項の一つである

(B22) 

上式は， FDSの場合，連続式や運動量式に次のような数値粘性が付加されていることを示している.

[連続式] 'n
一
+一九一
位

'n一以
λ

一
+一
2

4
4
A

一
(B23-a) 
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[運動量式] 也己記M位九1-2hi +hi_!..+包出土l，ixqi+1 -2qi +qi-!.. (B23-b) 
2 V 0--'-- ，ix2 2 企x2

式(23)のままでは一次精度 FDSの計算結果と同等の精度になるため，式(23)に次式を乗して式

(20)， (21)に付加し計算した結果を後述の図-6に示す.

|ん1-2hi +hd 
，β係数

¥hi+l +2hi +hi¥ 
(B24) 

5. 高次精度の数値計算法

5. 1 MacCormack r:去

2次精度のスキームで、比較的プログラミングが容易な手法として予測子・修正子法がある.これは予

測子段階で中間的な時刻の値を求めておき，修正子段階で所定の時刻の値を求めることで時間に関する

計算精度を高める方法である.代表的なスキームとしてMacCormack法や2段階Lax-Wendroff法があげ

られる.ここでは航空工学の分野でよく用いられる MacCormack法について解説する.

保存形表示の基礎式は一般に次式のように記述できる.

8u 8r 
-+ニー=u
θt 8x 

(B25) 

f はuの関数である.
MacCormack法では予測子段階と修正子段階で非対称な空間差分を用いるところに特徴がある.

MacCormack法による式 (25)の離散化は以下のようになる.

t，.tt ¥ 
UIPZ147-EW-fl) 

11tH n¥ t，.tf 叶
ufl=Euf+uf)-EJfrflーメP)r 回6)

予測子段階で、得られる解に添え字pをつけているまたf，P= f(ィ)で、ある MacCorm叫法では時間・
空間とも 2次精度スキームである.式 (25)は予測子段階で風上(後退)差分，修正子段階で風下(前

進)差分を用いているが，予測子段階で風下差分，修正子段階で風上差分の形式でも精度上は同等であ

る. しかし打ち切り誤差の形が異なるので数値振動の様子は異なる.

さて式 (25)のままでは段波や跳水などの不連続な場所で数値振動が発生する.そこで数値振動を抑

制するため人工粘性項を付加する.スキームの精度の低下を避けるため 3次オーダーの人工粘性項を加

えることが多い.人工粘性項を付加したMacCormack法は以下のようになる.

UtP=uftbn一万1)+財-q;-l)} 

U~+I =Hいn+件 (B27) 

ここで 、、‘，
a
，J
n
トu
 
+
 

n

t

 
u
 

「，ム
+
 

n

t

 
u
 

，，S
E
E
-

、

k
一0
0

一一
n

t

 
q
 

k=O"-'lの係数

不連続が著しく強し、場合は上述の人工粘性項では不十分なこともあり得る.不連続の5齢、部分だけスキ

ームが l次精度に落ちる ]amesonの人工粘性項1)やTVDMacCormack法2)などが開発されている.詳し

くは参考文献を参照されたい.
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5.2 TVD MUSCL {:去

RoeのFDS法による離散化式をもう一度記述する.

/1t ( __ 
uf+I=u;1-ElfI:l/2一刀112) 

数値流束1，:1/2は以下のようになる.

メ刀ιι:むLいlν川/江=→~[レkいメ刀瓜かFJム:二い川l汁+叫メn 一|凶川川川A刈刈札|しli+1I2(; 
Aは流束ヤコビアン行列である.

(B28) 

3.で述べたようにこれは l次精度スキームである.MUSCL法を用いることで高次精度に拡張すること

ができる.MUSCL法による数値流束は次式で表される.

刀l/2=jレ札t1/2}+f{(UJ~+1ふ 1 A li+l/2 {(UR tl !2 一 (UJ~+1I 2}]馴

ここでいJ~+1I 2 = U; + + {(1-k )/1~ + (1 + k )/1~よ いRt1l2 = U;+1 + + {(1-k )/1:+1 + (1 + k)札1}， 4 

A7=uム-147， /1~ = Ui
n 
-U，n_l ' /1~ i+l = Ui+2 -Ui+1 ' /1~+1 = Ui:1 -Ui

n 

1 A li+l/2は式(18) に示すような Roeの平均で評価する.kの値と差分スキームの対応は以下のよう

になる.

k スキーム

ー 2次上流差分

1/3 3次上流差分

1/2 QUICKスキーム

2次中心差分

式 (30)は TVD条件を満足しないがフラックス制限関数を導入することで TVD化することができる.

ブラックス制限関数に minmod関数を使用する場合は/1+， /1-をの代わりに，

A+=minm叫/1+，b/1-)， ミー=minm叫/1-，b/1+ ) 

min mod(x，y) = x(l x 1<1 y I，xx y > O)，y(l x 1>1 y 1， x x y > O)，O(x x y < 0) 
を用いればよい.ここでbはkの関数で

bーとE-
l-k 

と定義される.空間に関する差分精度の次数が向上した場合，時間に関する差分精度の次数も同様に向

上させておかないと計算が不安定になる場合がある. 2次精度Adams-Bashforth法を用いれば以下のよ

うになる.

141+l=uf-22Mlバコ/2)ーが:H1321 (B31) 

5.3 CIP 法

FDS法は保存表示された基礎式において，できるだけ物理的に正しい界面数値流束を評価することで

風上差分を形成するものである.計算格子にはレギュラー格子を用いるが，数値流束を得るために流東

ヤコビアン行列を解く必要がある.一方， 4章でも述べたように水深と流量を交互に配置するスタッガ

ード格子を用いれば，流束ヤコビアン行列を解く必要もなく基礎式を比較的容易に離散化できる.ここ
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では加速度項の離散化に CIP法を用いた解析法を紹介する.

基礎式は連続の式および運動方程式であるが， CIP法では新たな未知量として流量の導関数が加わり，

その輸送方程式も基礎式として加わる.基礎式を以下に示す.

与す=444)
(B32) 

(B33) 

。q'. __ oq' θ|θuδ(  ~ h2 i I 
-一一~ "一一一=--<ー"一ーーーー一一_1 1.1一一一目〉

θt ox oxl ~θlx oxド 211 

ここでq'=δq/みである.式 (34) は式 (33) をxで微分すれば得られるが，式 (33) の左辺第2項の

流速Uは局所的に一定として微分している.

(B34) 

式 (32) は以下のように離散化される.

hf，l-hf q:1/2-q;:l/2 
(B35) 

i3.t i3.x 
CIP法では加速度項(移流項)とその他の項を分離して計算を進める.具体的に記述すれば以下のよ

うになる.まず移流項以外の項を計算する.

qLl/2-41/2-nn 〈1-uf g(h2 /2tl -g(h2 /2); 
i3.t -， / i3.x i3.x 

qi1/2-qtl/2 _ (q;+5/2 -q;+5/2)/ i3.t-(q;-1I2 -q;+1I2)/ i3.t 
i3.t 2i3.x 

次に CIP法を用いてq，q'の移流計算を行う.

(B36) 

(B37) 

q出2=A141/2+A2qLl/2+A3qil/2+A4qtl/2 (B38) 

(B39) qtι=BlqLl/2+BzqJ+1/2+B3qil/2+B4qil/2 
ここで

A1=α2(3 -2α) ， A2 = 1-Al' A3 =α2(1_α)i3.x， A4 =-α(1ーα)2i3.x 

BI =6α(α-1)/ i3.x， B2 = -B1， B3 =α(3α-2)， B4 =(α-lX3α ー1)，α= U;+1/2i3.t / i3.x 
αはクーラン数である.α が負の場合はスキームの対称性からi-1/2→i+3/2，α→|α!と置き換
えれば良い.

CIP法は TVDスキームではないのでダム破壊流れ問題では不連続部分で数値振動が発生する.実際に

計算を行うときには人工粘性項を付加する.

m
 O.4m 

14 

1"" 5m 砂|‘ 制
5m 

図品4 ダム破壊流れ(初期状態)

ハ吋
U

円
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6. 計算例

2次元水槽のダム破壊流れの計算例を示す.図-4に示すような長さ 10mの水槽がある.中央部に隔壁

を設けており，隔壁より左側の水深は 1m，右側は 0.4mである.隔壁を瞬間的に引き上げてダム破壊流

れを発生させる.計算格子間隔は!J.t=0. 01sec， b.x =0. 1mである.1秒後と 3秒後の結果を図-6'"'-'8に示

す.
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(a) FDS 1秒後
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図B-5 ダム破壊流れ計算結果
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図 B-6 ダム破壊流れ計算結
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図 B-7 ダム破壊流れ計算結
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図B-8 ダム破壊流れ計算結果
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図B-9 ダム破壊流れ計算結果
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細田 尚・朝位孝二:ダム破壊流れの 1次元解析，水工学における計算機利用の講習会講義集(土木学

会水理委員会基礎水理部会)，pp.23-31， 1998. 
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Appendix C 洪水流の理論

洪水流の理論について簡単にまとめる.ここでの内容は，洪

水流や開水路非定常流の基本的特性を調べるために行われて

きた理想的条件のもとでの解析結果を示したもので，実河川の

解析には本文中に示した一般断面の基礎式が用いられる.

1.基礎式の無次元化と無次元パラメータ

簡単のため広長方形断面を考えると，開水路非定常流を記述

する基礎式は次のようになる(図 C-1参照). 

dh + dq =0 
dt dx 

dq +主主+gh2E=gh(io-if)
dt dx U dx U ¥ V 

(C.1) 

(C.2) 

x 

図C-l 座標系

ここに，t時間，x 空間座標， h:水深，q 単位幅流量，u 平均流速(=qlh)，iO :路床勾配(三mθ)， 

i
f 底面せん断応力項で，通常マニングの組度係数を用いて if =n

2q2 I hlO/3 と評価される.

図C-2，こ示すように，基準点x=Oにおいて基底流(h= hO ，U = Uo )に図に示されるような擾乱が与えら
れたとしよう.擾乱の時間スケーノレTo'空間スケーノレL，基底流の水深ho'および平均流速Uoを用い

て次のような無次元量を導入する.

h _，_ q 
=一一，x'=一，h'=ーー，q"=一一一
九 L" hO ". hOuO 

(C.3) 

空間スケールをL::Tou。とおいて，無次元量を用いて基礎式を無次元化すれば次のようになる.

dh' ，dq' 1"¥ 

dt' dx' 

λFr" 2( dq' ρq' _ q，2 dh' +~ dh' i=h，r l_L  i 
，，"'1一一+2一一一一一一ー一一+ーーでーー l=h'11一一一=-1
v ~ dt' h' dx' h，2 dx' PrO 2 dx') l h，lO/3) 
ここに， λ，FrO (ブルード(Froude)数)は次式で定義される無次元パラメータである.

λ=与，Fr=4L
LlO -J gho 

(C.4) 

(C.5) 

(C.6) 

λは林が導いたパラメータで、あって， λくく1で式oの左辺を無視した基礎式で記述できる波をkinematic
wave，逆にλ>>1で式(C.5)の右辺を無視した基礎式で記述できる波を dynamicwaveと呼ぶ.

2.洪水波形の構成

図C-2に示したような洪水波形の伝播を考え，時間スケールとして図に示したT。を用いたときλくく1

の条件が満たされているとしよう.その場合でも，波形の立ち上がりは基底流の上を dynamicwaveの

波速(dxI dt = vo + ~ gho)で伝播する すなわち，洪水流のピーク付近の流れが kiner刷 cwaveとして取
り扱いうる場合でも，波先付近ではdynamicwaveとして取り扱う必要があることがわかる.

このことから，洪水波の波形は，波先付近とピーク付近を別々に考え，その後に両者を接続すること

によって構成される(図 C-3参照).そこでまず， Lighhil1' Whithamの理論によって得られる波先付近の

波形と摂動法によるピーク付近の波形の解析法について述べ，その後に両者の接続と考えられる速水の

理論について説明しよう.
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図c・2 洪水伝播の説明図
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3.波先近傍の波形-Lighhill' Whithamの理論

波先は基底流の上を dynamicwaveの波速(ゐIdt = Vo +長;)で伝播することから，波先と伴に移動

する座標系から波形を観察することが考えられる.すなわち次のような座標変換を行う.

(x，t)系 → ("t)系 ，=t- x戸ー (C.7) 
Vo + .Jgho 

("t)系で基礎式(C.l)，(C.2)は次のようになる.

8h 8h V 8h V 8v 
一ー一一 一一 一一日
θ8， Vo +長日， Vo +長o8， 

(C.8) 

θV 8v V 8v vθh  
一+一一 一一 一 =gh(io -i f) 
針。， Vo +雨戸， Vo +長o8， b""U '; 

(C.9) 

波先付近の波形を次のように展開する.

h =ho +仇1(t) +τ2 h2 (t)・・・

ν=vo+W1(t)+72h(t)・・・(，注0) (C.l0) 

これは，波の先端を中心とした波形のテイラー展開であって，式(C.l0)を式(C.8)，(C.9)に代入すること

によって，係数hl，h2，νl'V2が求められる.

得られた結果をまとめれば次のようになる.

，0 :h. _ _VOhl Vlho =0 
l-vo+GJ-vo+GJーυ

Vl VOVl h " 

g g(vo +長J)vo+必o
1. dh) 2voh今 +h1V1 2hovo+V1h1 〉よ +2h、-~ L. . "1!..._~ U • 1 !...=O 

d LVo+ぷo Vo +長o
1 dVl ，2v2 2voV2+V122h2 2ioVl . 4 iohl 
一一一 一 一一一一-
g dt g g(vo + 長~) Vo + ~ gho Vo 3 ho 
，2 : dh2
・ヨ
3voh3+ 2h1vI + h1v2 3hov3 + 2h)v2 + vlh2 0 一一占仇一 一 一H

j つ い長o Vけ長o

1 dv..， 3v，:¥ 3ν1Vゥ +3v()v，:¥ 3h _ r V12 +2v()l'ヲ 8v1h1 4 hゥ 14h/ i 
一一一ニ+---ー ・ー “ =1f¥1 ー . ~ -+一ーム」一+_--=:...一一一ーニー|
g dt g g(vo +長;)vo+長o -ul Vo 2 3いo 3 ho 9 ho 2 ) 

，0および，1に関する摂動方程式を整理すると次式が得られる.

Vl骨1
dhl (t) 3hl

2 J， 2 T:'._ i 
一一一一 J"IλI1ー-=-Fr" I九
dt 2ho (1 + Fro) " 3 V)' 

λ三 glo

Vo 

式(C.12)をt=Oでh)= hl (0)のもとで解けば次式が得られる.

h1 (t)= K 
且 1ー(1-K I hl (O))exp(bt) 

ここに bおよびKは次式で定義される.

吋 -Nl+o(l+内)

(C.ll) 

(C.12) 

(C.13) 

(C.14) 

式(C.13)からt>Oのとき h1(1)が無限大に近づく条件(段波の生成条件)が次のように導かれる.
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hl(いまたは F町 (ただし，hl (0) > 0 ) (C.15) 

さらに，hl (0) = 0のときに式(C.12)からhl(t)=O，vl(t)=Oになり，この場合には7:
2に関する摂動方

程式から，次式が導かれる.

dh2 (t) _ 1( ~ r;'~ 1 Iz.. (-1-~ -1-.>' 1 7" {f¥¥ _ (¥ rn+.e.A 一一一=λI~Fro -11h2 ただし，h1 (0)ー0の初口 (C.16)
dt ¥ 3 V ) "-

h2 (t) = h2 (0) exp( -bt) (C.17) 

これまでLighhilloWhithamに従って(τ，t)系を用いたが，ある地点での波形の時間変化を求めるために，

(x，7:)系の下で次の摂動展開を用いて上記の結果を書き換える.

h=ho +τhJ (x) + 7:2 h2 (X)・・・

v=vo+W1(x)+T2ν2(X)・・・(7:注0)

このとき，hl(x)， h2(x)は式(C.1めおよび式(C.17)右辺のt~ x/(ν0+長J)lこ書き換えたものになる

~(x)- K 

lー(1-K / h] (0))叫 bX-
Vo + ..Jgho 

bx 
h2 (x) = h2 (0) exp卜 「でー 1，ただし，hl (0) = 0の場合)

l vo +..Jgho ) 

(C.18) 

(C.19) 

このように，式(C.18)(あるいはhJ(0) = 0の場合は式(C.19))を用いて波先付近の波形を求めることが

できる.

4.洪水流のピーク近傍の波形

洪水流のピーク付近でλくく1の条件が満たされているとしよう.さらに，通常洪水流はFro2z0.1程

度であるから，式(C.5)に現れる微小なパラメータ

σ=λ-Fr02(C.20)  

を用いて摂動法あるいは逐次近似法により h'および、q'の近似解を求めることが考えられる.ここでは摂

動法を適用した例を示そう.

h'およびq'を次のように表す.

h' = hJ'+ah2 '+・..
q'=qJ'+σQ2'+・..

以後，簡単のため無次元量を表す?を省略する.

(C.21) 

式(C.21)を式(C.4)， (C.5)に代入し， σoとσlに関して整理すると次のようになる.

σo .笠L+生L=O
8t 8x 

h1-1」=0
hl I I J 

σJ. 8h2 +生~=O。8x
1 8qJ・"ql 8ql . (1  q12 i 8h¥ー 10h2 ゥq2
h1 8t hJ

2み lFrO 2 hJ2) 8x 3 hJ qJ 

(C.22) 

(C.23) 

(C.24) 

(C.25) 

式(C.22)，(C.23)は

F
h
d
 

A
生
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θhθhl 5 ゥI?
一..:1...+ω1ーよ=0，ω ニh1"-1:J (C.26) 
ot 'ox 且 3 且

と書き換えられる.これは，

車=ω1上で h1= const. (C.27) 
dt 

あるいは x=Oにおける波形hl(0， t) = f(t)を用いて，

hl (x，t) = fl t一三 (C.28)
lω1ノ

と表すことができる.次に，h2，Q2を求めるために式(C.22)，(C.23)を用いて式(C.24)，(C.25)を書き換え

れば，h2に関して次式が導かれる.

θh、 B払 I2払 Ohl _ (oh1 ，2 _ o2hl I 
ーニ +ωI 一二 =ωl イ--~ーム +G1 1 ーム I +Gフ一 Iト (C.29) 
ot I ox --I I 3 h

l 
OX -I ~ OX ) -"-ox2 I 

ここに， G1およびG2は次式で定義される.

11 1 24ω12i _ 3 . (1  4ω/ i 
=ートーす一一-L|，G2=-ωIhll-ーす一一一!..-.I (C.30) 
2l FrO L 125 hl I .. 10 ' 'l Fro L 25 hl ) 
式(C.29)は，特性曲線上の関係式

局 I2払 oh1 _ (oh1 ，2 _ O2九|
一=ωI上で二三=ωl{

4ー土+G11ーム |+G
I
ト (C.31) 

dt 
=LUI ..L '- dt=LUI1-3~ ox 

T ¥J

1l 8;) 
T ¥J2 
OX2 r 

と等価であって，特性曲線上で劫1/ox，o2hl /OX2は次式となる.

笠!..=_~_3ff 金L=3fiM+物IY-9ωIf 2ï}
OX 2β-3fiω1 'ox2 (2β-3ftω1)2 

CY-- -J--j/J --jJ J)  

ここに，f三 df/dtである.

t=Oでh2(0) = 0のもとで式(C.31)の解を求めれば次式となる.

l件 1[1川ムdlH会一三千)叶会)
一(古-詳)(山川]

上式でf=Oとおけば，ピークの減衰特性を表す式(C.34)が得られる.

1. 27 J n 1 4 11 
hn(x)= f〓1-σーーム:xl 一一|トp'--/ Jpr 250ん lFr02ん113 9 J I 

5. ピークから波先に向かう波形(速見の理論)

(C.32) 

(C.33) 

(C.34) 

基礎式の無次元表示式(C.S)において，Fro2は依然として 0.1程度であるが， λが lのオーダーに近く

なってきた場合を考えよう.このとき，式(C.S)左辺第4項(水面勾配項)は右辺と同等の大きさをもっ

と考えられる.速見は，洪水流の解析において水面勾配項を考慮する必要性を指摘し，次式を洪水流の

基礎式と考えた(次元量で表示する)• 
oh 
+ 
oq 
= 0 (C.35) 

θ ox 
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dh 
gz;=g(io-if) またはけ刊3(lt)l/2 (C.36) 

これは，Fr02を摂動のパラメータとしたときの 1次近似解の従う方程式に他ならない.式(C.36)を連

続式に代入すると次のようになる.

8h δh q 82 h __ 5 q 
一 +ωー=---; ¥一一 ω=一一 (C.37) 
8t 8x J. 8h i 8x2 ' - 3 h 
"ro -8x) 

さらに(io一助/釘)112などをテイラー展開して上式を書き換えれば次の非線形拡散方程式が得られる.

。Ih 5 h2/3 (_ 11フ lθhi 8h 1 h5/3 (1 1 8h ) 82 h 
ー +77川ー一友広=E7F+一友)8x2 (C.38) 

この解を求めるために，速水は水深hを基準となる水深のスケーノレ(ここで、は基底流の水、深hoを用い

る.)の逆数を用いて次のように表示した.

!必， ιl
h=holl+~+ ー今+・・・ (C.39)
Vl ho ho 1. ) 

これを式(C.38)に代入し，(1/ho)' (1Iho)2についてまとめれば次のようになる.

1.δo1 . 5vOθOl vOhO 8
2
Ol 

(11 hof :一一+一一一一=一一一一
vθ 3 8x 2io 8x1. 

2.8砂2 . 5voθo2 voho月2o
(11 ho)" :ーー+一一一一=一一一千+r(υ)
vθ 3 ax 2io 8x1. 

10θ的 5voho (θ41121 voh02θ砂lδ2O1 5νoho δヤl
r(x， t) = --~- vOhOOI一一+一一一トーI+一一一一一一一一+一一一向一一9 VVTl  8x . 6i

o
1/2¥.8x) . 4 i

0
1/2 ax 8x2 . 6 io T1 8x2 

ゆ1およびわに関する初期条件，境界条件

x=O，t注0;Ol (0， t) = !(t) -ho = F(t) 

仇(O，t)= 0 
x注0，/=0;ゆI(O，t)=O，め(x，O)= 0 

(C.40) 

(C.41) 

(C.42) 

のもとで式(C.40)，(C.41)を解けば，次のように的とれの解が導かれる.

t F(τ) ____1 (.x-ωo(t-r))2L 
Ol(X，t)=一一一 l一一一一J:;-expイ，-- --V'- -/1 rCJ 
J ，'-'"' 2.J石川-r )3/2 _..t' l 4D(t -r) r 
t roo ____1ω六t-r)2+(X-q)2 Iωo(x -q) 

仇(x，t)= L--，=一一一 Lexp~- -u  ，- ，_. -;J/ rexp --U~.~ -;>/ r(レ)dqdτ
& 心九trD(t-r)心 '1 4D(t-r) 

一ι{ι口品F己手;土:コT「(一一一 lexp~ 一 rexp -U~-~ -;J/ r昨(ぱcι，rτr)dqμdτ
2.Jtrl由コ(引t一τけ)心 4D(οt一Tの)

ここに，D，ω。は次式で定義される.

D lhh{15A =一一ι一一.ωfl=-Vfl 
2 Io 3 V 

こでまでに述べてきた解析法を用いて構成される洪水波形を示せば図C.3のようになる.ただし，速

円

i
A
せ

(C.43) 

(C.44) 
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水の理論は式(C.36)を数値解析したものであり，摂動解と波先展開による波形を内挿した形になってい

る.
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Appendix D ブシネスク方程式原型の誘導

静水圧分布を仮定せず，鉛直方向の加速度を考慮した水深積分モデ、ノレを一般にブシネスク方程式と呼

ぶ.水面波の分散関係を精度よく再現するために様々の改良モデ、ルが提案されてきたが，ここでは最も

単純な主流の流速分布が一様な場合のブシネスク方程式の誘導過程を示す.

まず主流流速の一様性を仮定する.

u(X， z) = U (x) 

これを連続式

dU dW ~ 
一一十一一=u
dX dZ 

(Dl) 

(D2) 

に代入し， 0からzまで積分すれば，鉛直流速の表示が得られる.

w=j(3+U主)

z 

O x 

(D3) 

式(3)を鉛直方向の運動方程式に代入し，Zからhまで積分することで圧力分布を求めれば次式になる.

=g ーペ(1一三)(434+h持 +2hU詰_U2(三r川会)
式(4)を運動量方程式

dhU . dhUU d I仇p-，-一一十一一-dt dX dX心p

に代入すれば，ブシネスク方程式原型が導かれる.

上式中圧力の積分は次式で表される.

d r p -'- 1 _ d . 1 d TT 2 d 
2 h . 2，.2 TT d 

2 h . 1，.2 d 
2 h 

一一 I.!:.dz=~ f!h"" +:::"'h""U 一一一+:::h""U一一一+:::"'hーーァdXゐp
~ 

2 
u 

3 dx2 3 dXdt 3 dt2 

(D4) 

(D5) 

1 ゥ dUdh 1 ゥ(dh，2 1. _ _ dh dh 
+:::"'hん一一一一-:-hU'"Iー I--:-hU :.. :.. (D6) 
3 dt dX 3 ¥ dX ) 3 dX dt 

式(5)と式(6)の線形分散関係は，当然ながらポテンシャル理論から導かれる微小振幅波の線形分散関係

と適合せず，ブシネスク方程式の水の波への適用性を向上させるために多くの研究が行われてきた.下

記の参考文献1)'."3)などを参照されたい.

参考文献

Madsen， P.A.， Mu口y，R. and Sorensen， O.R. : A new form of Boussinesq equations with improved linear 

dispersion characteristics， Coastal Eng.， Vo1.15， pp.374-388， 1991. 

Nwogu， 0.: Altemative form of Boussinesq equations for nearshore wave propagation， J. "を7ter，Port， Coastal， 
and Ocean Eng.， ASCE， Vo1.119， No.6， pp.618-638， 1993. 

音田慎一郎，細田 尚，木村一郎:鉛直加速度を考慮、した開水路流れの水深積分モデルの改良とその

検証について，土木学会論文集， 2004.5 (印刷中). 
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Appendix E 平面2次元水深積分モデ、ル(運動量方程式)の誘導

3次元の運動方程式は次式で表される.

8u 8ω 8vu . 8wu 1 8p . 1 (θ'xx 8τ砂 θ'xzi 
一一+一一+一一+一一一=g 一一一一+一|一一一+一一一+一一一|
8t 8x 8x 8z ox ρ8x ρl 8x 8y' 8z ) 

静水圧を仮定して水深積分(自由表面，路床の境界条件を考慮、). 

Libniz公式を用いる.

[慣性項l

czdztCud-us 守+Ub3?
~s δuu. 8 ~s 8zo 8z" 
1一一位=~ I uuaz -u s U s ---::ー+町内--
Jzh 8x ax Jzh J J 8x V V 8x 

('Zs8vu . θ ~s 8z. 8z" 
I --az=一一 Ivuaz-u.v。ーム+uムVム一一ι
h砂砂Jzh θy 今F

C4Fゐ=usvs-ubvb 
境界条件。Iz. 8z. 8z. 8z... 8z... 8z ... 
w. =---+u.---+ν 一一ニー Wb=一一ニー+Ub一一ニー+Vb一ーニーθt . V'S 8x . . s砂 θ v 8x 砂

を考慮すると次式が導かれる.

('Zs(θuδuu 8vu 8wu i .θ ('Zs θ('Zs θ('Zs 

z 

I I一一+一一一+一一一+一一一 laz=-I uaz+一一 Iuuaz+一一 Ivuaz 
Jzb ¥. 8t 8x 8x 8z) 8t Jzb 8x .lzb 砂h

。【Jh 8UU布。VUh
=一一一+一一一一+一一一一
8t 8x 砂

[圧力項]

zsl I h 

基準水平面 r 

自由表面の圧力を Oとする(ゲージ圧).高潮の解析などでは大気圧の変化を考慮する必要がある.

G(7ト三時)ゐ一(~J.を+(~)，言
=訂g(zs一材+g(zs-Zb)を=臥 -Zb)を=g今

ほ(ラ}iz=!r:(ラト-(ラ)，を廿1寺
院(ラド=:r:[ラト-[ラ1号+[ラ1雪
国ラト=(ラJ.-(ラ)，
コーシーの公式(応力テンソノレTと応力ベクトルTnの関係)
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τn =Ten 

を用いる.ここにn 曲面にたてた単位法泉ベクトル

寸
l
l
a
l
t
i
-
-
1
1
1」

ヲ

ゐ

ク

御

舟

J
b

x

v

'

Z

 

T
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T

 

砂

叩

M

m

d

T

T

τ

 

m

戸

n

t

T

τ

 

「
I
l
l
i
b
-
-
1
1
1
1』

一一T
 

一不表亭〆一丁
ノ

γtのT
 

一」ι
n=~rad(z -Zb(X，y)) 
一Ig凶作一Zb(x，y))1

n= 
五 i-Fj k 

1 + (なJ'伶r
でム乃ア

路床にたてた単位法線ベクトルnの表示は次式で表される.

よって，路床に作用する応力ベクトルのx方向成分は

dzl.. dzl.. 
-， 一一--"----，一一一ニー+， -~ 

品 b ax "'Yb砂川

+(a;: J' +(~ r dx) ¥.砂j

'bx = 

通常

l伶J'件)¥l
と近似されることが多い.

風によって生じる流れを考慮しないときは，水表面に作用する応力ベクトルを Oとする.

上記をまとめて運動量方程式ベクトノレのx方向成分を記述すれば下記のようになる.

dM . dUM . dVM _7θ'Zs θ( 7. TXX ). d r 7. '砂 iτbx一一+一一一+一一一+gl1--::-=一一111~ 1+-:-111-'  1一一一
針。x 砂針。IX¥. p) 砂lρ ) p 

ここlこ M三 Uh.

F
h
d
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開水路流れ混合層の線形せん断不安定解析Appendix F 

1.基礎式

簡単のため応力項や底面せん断応力項を無視すると，平面2次元流れの基礎式は次のようになる.

、‘，ノ
'
E
E
A
 Fr 
，，.‘、

(F2) 

(F3) 

。h dM dN _ 
一一+一一一+一一一=り
θf 白砂

dM duM dvM θh 
一一+一一一+一一+ghーー=0
dt dx 砂 dx

dN θuN dvN _ dh 
一一+一一一+一一一+gh一一=0
dt dx 砂砂

2.線形化方程式

図・1に示した hyperbolic-tangent型の主流流速分布を仮定して線形安定解析を行う.
水深や流速を，主流とそれからのずれとして表す.

(F4) h=ho +h'， u=Uo(y)+u'， v=v' 

(F5) 

(F6) 

上式を基礎式に代入し線形化すると式(5)"-'式(7)となる.

。h' θu' ._ _ _ dh' δv' 
一一+ho'::::一+Uo(y)一一+ho一一=0
dt V dx V V ， dx 今F

θu' . 1 dU 0 (y) ，. 1 dh' 
hoで +hOUO(y) -:' + hO一弓一ーが+gho-~' = 0 or ox ay ox 

品J' δv' _ dh' 
ho ι + hOUO(Y)ー +gho :' =0 
V dt V v ， dx 砂

(F7) 

式(5)"-'式(7)からがとがを消去すると水深変動に関する線形化方程式(8)となる.

θ3h， θ3 h' ゥ }θ3h' θ3 h' . _ (ヲ lδ3h' θ3 h' 
てj-+3UO一一+，3Uo

ゐ

- gho) ~-，τ-gho~τ + UO ~UO '--gho rL'; -ghoUo一一τ
θt2dx 、 Idtdx2 O"V  dtり、 /δIX.J - - - dxdy 

(F8) 

切一ーの

「

C
工
α

州
一
砂。

+
 

(F9) 

3.線形安定解析

x ~ v ~ tU ~ ':'. h'.":. U (¥ _ U ~ 
王=ーヘv=ニ.t=ー」と.h'=一一‘U，，=ーよ‘Fr"三一=主=
ho -- 1 - hO - hO - V U∞- V -J gho 

(1:主流流速分布の長さのスケール)

は無次元量を表す.

(FlO) 

、‘，ノ
唱
E
E
A

唱
E
E
AF
 

r
，.‘、

Fは次式で定義される無次元変量.

つ山FD
 

k， 

h'=BOCy)叫 li(ゐ-グ)J 

上式中のεは擾乱の大きさを表す定数.

k =kho，P =舎
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以後 を省略する.

空間に関する安定解析では kをk= kr + ikiと実部と虚部に分解し，擾乱を次のように置く.

h'=&叫 (-kix)ゆ(y)叫 [i(krx-βt) 1 (F12) 

Michalkelは，噴流のような空間的に流れが発達する場では，時間に関する安定解析より空間に関す

る安定解析の方が実験結果に適合することをレーリ一方程式の場合について示している.

式(12)を式(8)の無次元形に代入すれば，ゅに関する関係式としてレーリ一方程式に対応する次式が導

かれる.

d24duo d4f l 1 2121  
(kUo -β)-7-2k一一一+1~ 1 (kUO-β))Fro 2(kUoーが _k

2トo
の/. dyのJ ¥. hO)' V •• ¥ V ' 

図・1Iこ示した hyperbolic-tangent型の流速分布

U 0 = (1 + tanh y) / 2 

を仮定する.

問題は

[境界条件y→±∞のときゅ→0のもとで有意な解ゆが存在するためのβとkの関係を求めること.

と書き表される.まず y→±∞のときの併の漸近形を求める.

y →一∞のとき U。→O，dUo/砂→0であり，これを式(13)に代入し，実部，虚部に分ければ次式とな

る.

(F13) 

(F14) 

d
2O】
一千+cor+DOi =0 
のJ

d
2
Oi 万一DOr+ COi =0 

ここに cおよびDは各々次式となる.

c=c2lFr/ s2 -kr2 +k/ J D=-c2[-2krkil 

ただし，c =l/ hOとおいた.式(l5a，b)を次のように書き換える.

d
4
Or ''''IFTd2O -っ!:.+ 2Cーっこ+(C'"+D"')仇=0
dy" dyム

(F15a) 

(F15b) 

(F16) 

(F17a) 

d
4
Oi ， "'1FT  d

2
Oi 

-zL+2C一寸+(C'"+D"')吟=0
の の一

上式の解をexp(砂)とおいて5を求めれば次のようになる.

記=-CI Di=~C2 + D2 (1∞s2θ+ isin 2θ)，かan2θ=-D/C)

(F17b) 

(F18) 

ここで，

C 言。(~ <8<子)のとき，

δ'_ =_(C2 +D2?九os8+iω)=δr-+i5t- (F19a) 

つd
F
h
u
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y 

2 

o 
U。

唱

-E
・

-2 

円。

図F・1hyperbolic tangent型流速分布

ω(ヂ“がとき
δ~ =_(C2 +D2 y九osθ+iω)=δr-+iん
y →+∞の場合もUo→l，dU0/ dy→0より式(15a，b)において

(FI9b) 

C=c2ド'ro2{(kr-β?-什-kr2+什 D=-2C2ドro2 (kr一β)ki-krki J (F20) 

ここで，

C~OI 竺gθ壬竺)のとき
¥. 2 4 ) 

δ~ =(C2 +D2 y九osO+iω)=δr++ idj+ 

ω(-: <刈のとき，
A =ー(C2+D2r4(ωθ+ i sinO)ゴr++ iδz+ 
式(19)，(21)は後にkr，kjの同定を行うとき，ゅの境界条件として用いられる.

次に， Michalkeに従い次の変数変換を行う.

砂れい民吋e吋x

変換後の式(ο13め)を実部と虚部に分けて次に示す.

(F21a) 

(F21b) 

(F22) 

dφr 

dz 

52K2-ki2-Fr。2(a2-b2)J-φr2+φ2 a(krφr -kjφj)+ b(kjφr +kr<TJ 
L 、 川 + ーー

1-zL. aん +bん
(F23a) 

4
 

F
「
U
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dφi 

dz 

2lc2 (krki -FrO 2 ab)-φrφi J ， a(kjφr + kr<TJ-b(krφr -kiφi) 
v 、 '---'--...:.....!!. + ーー

1-z1. aL. +bム
(F23b) 

ここに， α=kr(1+z)/2-β，b= ki(1 + z)/2である.また式(23a，b)の境界条件は， z=:t:1において式(21)，

(22)で与えられる.ただし，式(23)の右辺第1項は z=士1において 010の不定形となるため，z =:t1の

(dφ1 dz)の値をロピタルの定理を用いて求めると次式となる.

dφ [2 Fr" 2 
--r λ 町今y{c(kra-kib) -Oi (krb + kia)} 
dz 2ν+ぐ)

+，今今;今うi{(krOr-kiδ'J(αc + bOi)一(krOi+ kiδrXaoi -bc)} 
α"" + b"" Ac"" +δi 

d<T・ [2Fr，，2 
ーニ=仁町今i{Oi(kra -kib)+ c(krb + kia)} 
dz 2ν+可)

+， ?-y{(krδr-KA)(di-bc)+(krふ+kiふ)(ac-boi)} 

(F24a) 

(F24b) 

ここに，c=zーφrとする.また，y →ー∞のときょ =δr-，δj-δj-' Y →+∞のときょ =δr+'δ'i=Oi+の

値をとる • kr，kiをパラメータとしてz=-lおよびz=1からそれぞれ式(21)，(22)および式(24)のもとで

式(23)をRunge-Kutta法を用いて数値的に解き，z=oにおける両方向からのφr'φiがそれぞれ一致する

ようにkr，kiを同定することにより kiとβの関係が導かれる.

4.空間に関する安定解析結果の考察

Fro =0.6においてφr'φ1がz=oで一致するようにkr，kiを同定し，それを示したのが図-2である.

さらに，Fro = 0.3， 0.6， 0.9のそれぞれについて同定された仇と伊の関係を図-3に， β1krと伊の関係
を図4 に示した • Fro =0.6の場合，os=0.205で増幅率が最大になっている.また，図Jでki=0 (安

定限界)となる 0以外の伊の値は次のように求められる.すなわち，この安定限界では

ki =0， ~ =工(厄5)
‘ kr 2 

の関係があり，これらを式(23)に代入する.

dφr c
2β2ドーFr02Z2J-φr2+φi2 2 ..... L 

: 

s 十一色 (厄6)
dz 1-z"- z 

ここで，パラメータムβの0.5への漸近過程を考慮して， φi= 0， <T r = f'z (f' = const.)となる解を仮定し
"0 

式(26)に代入すると

4c2β2 2 

(....，2 空 2.....2 ¥ f'
2 +c2β2Fr2 『

f'=-tf'"" +C""β"" FrO 1. ) - ';;)今 U
l-Z 

が得られる.ここで， f'= const.となるためには

。 ~J1_Fr?2 (F27) 
2V 4 

であることが必要である.これより ，Fro ~ 2ではせん断不安定は生じないことがわかる.

F
h
u
 

F
h
u
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次に式(22)の関係より

ddJ~ 1 
ょこ=ーーす(φrOrーφiゆ'J
dz 1-zん

ddJ， 1 
U'f'i =一一τ(り i+φi仇)
dz 1-zゐ

(F28a) 

(F28b) 

となる.このφとゅの関係からφの分布を用いてゆに変換する.求められたゆrおよびOi(図・5)を用い

て水深h'を次式で計算することができる.

h'= εexp(-k川 •[or coscーゆisin c] (F29) 

ここで，ご=krx-βtとした.さらに，式(29)と式(6)，(7)より (u'，v')を求める.すなわち(u'，v')を

u'= BOu (y) exp i(kx-β) 

ν=砂v(y)expi(kx-βn

とおき，式(7)の無次元形に代入すれば，。νと砂の関係式として次式が得られる.

い2+b2 Tvr =_1すで{(φrOr一色。Jb-(りけりr)α}
Fro~Ç 

(F30a) 

(F30b) 

(F31a) 

。
，ー

φ於¥
o凶 ー-ー一ー一ー-〈4bbvs言20sf 4 9 

2~でと下 }φz 

0.2 

¥〉¥0.3φr
0.4 

1 

' -1.0 -0.5 0.0 0.5 、-1.0

z = tanh y 

図F・2 krとkjの同定
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図F・3 空間に関する安定解析における波数と増幅率の関係
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い2+ b2 TVi =耐久ゆrーりi山 川r)b} 
h'，u'，v'を式(6)の無次元形に代入すると，

(a2 + b2 Turギ(仇rb-Ovia)-判(krOr一川+(丸山iOr)b} 
Frf¥ 

ら2+ b2 TUiギ(山vib)古依r的州r)α-(krOr -kiOi)b} 
となる.まず式(31)からゆ'vr，Oviを求め，次に式(32)からゆ'ur，Ouiを求める.

尚細田

(F31b) 

(F32a) 

(F32b) 

また，

これらを式(29)と同様に

(F33a) 

(F33b) 

u'=εexp(-k川 [ourcos ~ -Oui sin ~] 

v'=εexp(-kix)・[ovrcos ~ -Ovi sin ~] 

に代入して，(Uo +u'，v')を求めることができる.このようにして求められた水深分布図，流速ベクト

ノレ図には，線形解析であるにもかかわらず，擾乱の渦への巻き上がりが生ずることが示される(図・6).

図・7は横軸をyとしてゆ'ur，Ouiを示したものである.この図でゆurと仇iがそれぞれyが Oよりやや負

の位置，約 0.9付近でどちらも 0になることがわかり， Michaikeがレーリ一方程式に対して示している

のと同様，流速変動に関する位相の反転が起こっていると考えられる.

5.時間に関する安定解析

時間に関する安定解析では

h'=εゆ(予)exp[ik(x -ct)] 

とおき，時間tにかかる係数cについてC=Cr+ iCiと実部と虚部に分解し，

h'= eexp(-kcix)ゆ(y)exp[ik(x -C rt)] 

この場合の波数と増幅率の関係を図・8に示す.として解析を行う.

Fr=O.6 
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図F-7 仇rとOuiの分布

T泊e柑se国指
--Fr.-Q.3 
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Ckx-Cr 

図F-8 時間に関する安定解析における波数と増幅率の関係
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Appendix G 湾曲の2次流の取り扱い

河川の湾曲部など流線が強制的に曲げられるとき，水柱に作用する横断方向の力を考えると，水面付

近では圧力による力と遠心力の合力が湾曲の外岸側を向き，河床付近では内岸側を向く.この力のアン

バランスにより横断面内に循環流が生じるが，この流れを湾曲の2次流と呼ぶ.

この流れは河川湾曲部の外岸側の河床を深く洗掘し，逆に内岸側に土砂を堆積させるため，河川地形

を予測するためには湾曲の 2次流の効果を考慮する必要がある.水深積分モデ、ルに湾曲の2次流を考慮、

する方法について簡単に説明する.

水深平均した2次元流れ場を考え(図 G-l参照)，その流線方向とそれに直交する方向の水深積分さ

れた運動量方程式を記述すれば式(1)及び(2)となる.

OU自 2h duJJ cn_ U伺ムh _ an 
CS27+Csnす L+mA H サコt

Tム 正手I'?.r ;平円'L r 1'7 r 
一~+~ r

s二丘dz+二~ rS~z+2 rs~Z 
ρa  ~b P az ~b ρhρR 

(Gl) 

oUsAnh， oA/h ， h(CS257-cn242) 
Csn-Z-+Cn2-F+ 

，み r~ ::i ~ r ::i ~ r 

-02ーム+乙 rs~z+二 r'~'~旦-dz _ js弘二弘位 (G2) 。p a ~b ρm ~b P ιρR  

ここに s:流線座標で基準点からの流線に沿った長さを表す n:流線座標に直交する座標，Z: s-n座標

に直交する座標 R:流線の曲率半径 h'水深，(Us'Un):流速の S・n成分 directions，Z b ，Z s 河床標高

と水位 'ss， 'sn ， ， nn レイノルズ応力，uc 水深平均流速の S方向成分，An: 2次流を表現する代表流速
で式(3)中に定義が記述されている.

Uc とAn は次式で定義される.

Us =us' fs (C)， un =An' fn(C)イ=z / h (G3) 

ここにfsとんは流れ方向(水深平均流速場の流線方向)とそれに直交する方向の流速成分の相似分布

形を表す. 相似関数 fsとんは次式で表される条件を満たしている.

{ん(C)dC= 1， 1fn (C)dζ=0 
式(1)， (2)中の係数Cs2 ' C sn ， C n2は相似関数fs'んを用いて式(4)で定義される.

cs2 = 1fs (山 ιcsn= 1ん(C)fn(ζ)dC，cn2 = 1fn(c)2dζ (G4) 

図 G-2にEngelundモデ、ルを用いて計算した Csn' Cn2と組度(路床の粗さ)パラメータの関係を示し

た. c s2は通常1とおく.

図 G-l 水深平均流速場の流線座標系
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c剖 1
0.8 

0.6 

0.4 

02 

O 

c n2 20 
15 

10 

5 

o 

10 20 r. 30 。 10 20 r. 30 。

図 G・2
C sn Cn2 と路床の粗度パラメータの関

流線に沿う二次流の発達過程(曲がりに対する 2次流発達の遅れ)を考慮しない場合，Anは主流流

速，曲率半径と次式で関係づけられる.

u“h A_ =ー」川

R
(G5) 

式(1)， (2)を一般座標系に変換する.そのために，まず直交曲線座標系から直角座標系に座標変換した

後一般座標系に変換する.

式(1)， (2)を直角座標系に座標変換すると式(6)，(7)となる.

|万r2h JM-2hllJrィh _o-;;:A_hi 
Co" 1 COS θJ 一一 +sinO~ーとー l+cJ -sin θ-

-'s--n
ー+COSθ-

-'S--W' 
1 0-1 &み|勺み今 j

(G6) 

一一
山一
Rn 

s
 
c
 
+
 

i 万二-dh 万二~A_hi ( oA_ 2 h oA_ 2 h i 
Csn 1 cosθ一守~+sinOームム I+Cn21-sinθ一子一 +COSθ_..~ "1 

& e予 J "~l & 0; J 

h(C52US2-cn2An2) 

R 

(G7) 

ここに θ:直角座標のx方向と流線のなす角度.

さらに式(6)，(7)に eq.(6)x cos e -eq.(7) X sIn θ， and eq.(6) X sIn θ-eq.(7) X cos eの演算を施して運動量方
程式のふy方向成分を求めれば式(8)，(9)となる.

[x-component] 

(ゐ2h ouvh i (ou.AMhsin 20 ou.AHhcos20 i 
Cn"!-一一一ー+一一一一!+ C 

__ 
! + --"--'-'----

.~l &φ ) JfI l み み j

( l封切
2
h sin 2θ oA_ 2hcosOsinθ1 

+Cn21 
日

一一 1=・・・・
i み み l

(G8) 

[y-component] 

(ouvh oV2hi (ou .AHh cos 20 OU .Anh sin 2θ1 
Co..，1一一一+一一一 I+c__1 + ー 一 l 
Jk  

lみみ )
JfI 

l み み j

p
n
v
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( oA_ 2 h sinθcosθ oA_ 2 hcos2引
+Cn21一 一 + 一 1=・・・・

& e歩 j
(G9) 

ここに (u，v) :水深平均流速のx，y方向成分.

さらに，式(8)，(9)に演算qxx eq.(8)+qy X eq.(9) ，も xeq.(8)+η'y X eq.(9)を施して，運動量方程式の反

変成分を求めれば次式となる.

。(Q'i. 8 (TTQ' i. 8 (TrQ' i M(TT8CX. Tr8CX i N(TT8cy . Tr8cy i |一一 1+一一lu一一 1+一一Iv一一|一一|U-7)X+V-7)X 1一一lu一一+V一一|

イx;y2寺+xx;咋)五
+手会(一九)+子会(-~h)+子会(一九)+平副一九)
+仇

!(与J+会(u与J+割引引守+V割引今+今)
=イ万+J2z)-壬
+与す(一九)+手会(一九)+子会(一九)+与がλ)
+仇

ここにら""S ，，4 は次式で定義される.

♂1 1 一 .一|♂ 11 一 一 l

Scl =ーらっ|一(μnいsin28-いnいcos2θ)1， Scz =ーらn:'1 ~(77xAnu\hsin 28 -77yAnushcos2θ) 1 ' n ó'~1 J ¥7)x"n-'s"---'-- 7)Y'.n-.s..-----/ J み7LJ '-'r-n--.I 'Y " ， / J 

o' 1 1 / ~ . 2， . ? ̂  ~ • 2， />. />， 1 ♂1 1 / • 2 ・2/> ，2， ___ /1.，__"， 1 
Sc3 = Cn2で|一(μ/hsin句 -qyA/hco仇 in8)1'Sc4=Cn2一|一(77xAn"'hsinθ一77yA/hcosθsin8)l' ♂ぜIJ""" -y"  'J ~~ "~ó'qLJ"~"J 

♂1 1 一一 1 ~ o' 1 1 一一|
♂~lじ三ω川∞m叫s28θ+ι机叫ψゆ似h仇州s討ín2問n心2叶 Sらqρ2=C.m ~lじ三 (77xAn
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(G10) 

(G 11) 

ここに， (QC ，Q"):単位幅流量フラックスベクトルの反変成分，(M，N):単位幅流量フラックスベクト
ルの (x， y)成分， (U，V):流速ベクトルの反変成分 J:座標変換のヤコビアン， (イイ):底面せん断
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応力ベクトルの反変成分， -ud，-F?，-vA: レイノルズ、応力テンソルの直角座標成分.

一般座標系において，流線の曲がりに対する 2次流の発達過程を考慮したモデルも開発されているが，

ここでは説明を省略する.

図0-4に図G・31こ示した湾曲水路の流れの計算結果を示した.2次流による横断方向の運動量輸送を

考慮することにより，湾曲水路外岸側の流速が速くなる現象が再現されることがわかる.

図0-51こはEngelundモデルにより計算した 2次流の流速分布を示した実験結果とほぼ適合している

ことがわかる.
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Appendix H 蛇行を繰り返す水路の高速流の水面の形

連続蛇行水路の流れは，蛇行河川の流路変動，流路と固定砂州、|の関係などに着目した多くの研究が行

われてきた.流れだけに着目すると，浅水流方程式の線形解析及び非線形解析を用いて，高フルード数

領域に水路蛇行と水面の共鳴関係が存在すること，共鳴関係近傍では流れの抵抗則が増加し流路蛇行と

π12の位相差を有する特有の水面形が生じることが知られている.

ここでは，数値実験により得られた共鳴関係近傍で、の水面の応答特性について説明する.

数値計算は平面形状が sine-generatedcurveの実験水路に合わせて行われた.水路の平面図を図 H-l

に示した.水路の幾何学的無次元パラメータは次式で定義される.

λ 2nカo B ho 
=一一一一.ε=一一一.v=一一
L 2ho R 

H
 
〆，‘、

ここに，ho 平均水深，L 水路中心軸に沿って測られた蛇行波長，B 水路幅，R 曲頂部の最小曲

率半径を表す.
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水路の側壁に沿う水深変動の振幅と等流のフルード数の関係を図 H-2に示す. (ブルード数が大きい

ほど水路の勾配が大きい.)共鳴関係の存在が確認できる.また，平面形状と水深変動の位相差とフノレ

ード数の関係を図H-3に示す.共鳴関係を境に水路側壁に沿う水深分布が同位相から逆位相に反転する

ことがわかる. (同位相とは湾曲の外岸で水深分布が極大になる場合であり，逆位相とは逆に極小にな

る場合である.) 

注:等流のブルード数とはまっすぐな水路にある勾配で通水したときの流れのブルード数で，粗度係数

(抵抗係数)を与えれば事前に計算または予測できる.対象としている蛇行水路の流れのブルード数は，

蛇行により見かけの抵抗係数が増加するため，事前に予測できない.

さらに図 H-4と図 H-5には，それぞれ水路DとBの共鳴点前後の水面形ノぐターンを示した.共鳴関係

の前後で位相の反転がみられるとともに，非線形性の強し、水路Bでは，共鳴関係近傍で跳水を伴うよう

な特徴ある水面形パターンが生じている.

図H-6に，水路Bの共鳴点近傍の水面形パターンについて実験と数値計算結果の比較を示した.数値

解析結果は実験に見られる水面パターンをよく再現している.
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図H・3 水深変動の位相差とフルード数の関係
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図H・4 水路Dの水面形ノミターンの変化
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図H-5 水路Bの水面形パターンの変化
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l数値計算(水路B)

図H・6 共鳴点近傍の水面形パターン(実験と数値解析結果の比較)
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図H-7は等流のブルード数で整理した計算結果の振幅とフルード数の関係を示す.計算結果は線形

理論と大きくずれており，また図-9に示した非線形応答の概念図に示すような応答の非線形性が再現さ

れている.一方図-8に示したように，実際に計算されたフルード数で整理すると，計算結果は線形理論

に適合するようになる.
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図H-8 振幅とフルード数の関係

(再現された流れのブルード数で整理した場合)

-70-



河川流と河床・河道変動の水理解析法

amplitude of 
responce 

4
J

、、.，
r

o

h

 

F
 

/
t

、
白
UC
 

T
A
 

e
n臼

A
U
司

E
i

u
川
崎

h
品

目。Ae
m
対
a
e
 

図H・9 非線形応答関係
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Appendix I 川の中の砂の波

底が砂や磯で構成されている川や人工水路を眺めると，砂や磯による様々な波が生じていることがあ

る.このような流れの底に形づくられる砂磯の波を河床波や河床変動と呼ぶ.図 1・l(a)は大雨の時に上

流の風化花闘岩地帯から人工水路に流出してきた砂が形づくる砂堆(dunes)を示している.河床波の空間

的変化のスケールが水深程度で、ある砂堆は小規模河床波または小規模河床形態と呼ばれている.このよ

うな勾配の緩やかな水路(フルード、数の小さな流れ)に形成される砂堆は形状が下流方向に移動するが，

勾配が大きくなると形状が上流方向に移動する反砂堆が発生する場合がある.

一方，図 1-1(b)を見ると水路の横断方向に交互に砂の波が繰り返しており，交互砂川、日:呼ばれる.交

互砂州のように変化の空間スケールが水路幅の河床波は中規模河床波または中規模河床形態と呼ばれ

ている.空間スケールが異なるため，中規模河床形態の上に小規模河床形態が形成されていることもあ

る.

河川や人工水路に生じる河床波は上述のように変動の空間スケールや波の移動方向などで表・1のよ

うに分類されている 2) 実際の河川で見られる河床波の例を図 1-2----図 I・4に示す.図 1-2はこれも風化

花樹岩地帯を流れる砂の川の斐伊川(島根県)で見られるうろこ状砂州(複列砂州)であり，単列の交

互砂州が複列化したものと考えられている.図 1-3は那賀川(徳島県)の河道が直線的な部分に見られ

る交互砂州を示す.砂州により流れは蛇行し，左右岸に交互に流れの水衝部が生じるため，護岸，根固

め，水制などの河岸防護策が施されている.

図 1-4は紀ノ川の河道湾曲部に形成された固定砂川、|と，河岸侵食対策としての水制群である.通常，

流れの流線が曲げられると横断面内に遠心力と圧力の差に起因する 2次流が発生することが知られて

いる.この湾曲の2次流により砂礁の移動方向が変化し，通常湾曲部の内岸側(滑走斜面)には国定砂

州(形状が移動しなし、)が形成され外岸側(攻撃斜面)は深く洗掘されて淵が形成される.図 1-4の

水制群は，外岸側の洗掘による河岸の侵食，ひいては堤防の破堤を防御するために設けられた河川構造

物である.一基の水制を水例(みずはね)として機能させるのではなく，水制群が全体で組度として働

いて外岸側の流速を減少させ，流れの主流部を若干中央部に移動させるとともに外岸の洗掘を緩和して

いる.

川岸が固定され移動しない場合の河床に生じる砂の波について説明したが，世界には河岸がまったく

防護されておらず自由に蛇行する河川も数多く存在する.また，日本の河川でも，低水路に護岸が施さ

れておらず，低水路が比較的自由に変動できる河川区間がある. (日本の河川では，通常の流量が少な

い時，中央の掘り込まれた低水路を流れ，洪水時に高水敷に冠水する場合が多く，高水敷が冠水した状

態の流れのことを低水路の流れと高水敷上の流れが複合しているとし、う意味で複断面流れと呼ぶ.) 

このような川の流路の変動を河道変動と呼ぶ.すなわち，砂に溝を掘って水を流した後の溝の形状変

化のことであり，条件により初期の直線形状のまま川幅が拡がり水深が浅くなる場合，河岸が交互に侵

食され流路が蛇行する場合などが生じる.この河道変動と河床変動は密接に関連しており，初期に交互

砂州が発生し流れが蛇行することが河道が蛇行する一因であると考えられている.図 1-5に国土地理

院・数値地図 50mメッシュ(標高)を用いて表示した四万十川の穿入蛇行を示す.四万十川は現在も付

加作用が継続している四万十帯上を流れており，昔は堆積平野を自由蛇行していたと考えられている.

ここ 200万年程度の間に，隆起により日本列島の山岳地帯が形成されたが，この間の四万十川流域の隆

起に伴い，川の下刻作用と側方侵食作用により，山間部を緩やかに美しく蛇曲する現在の四万十川が形

成されたと考えられている.
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表1・l 河床にできる砂の波の分類

形状・流れのパターン
移動方向 備 考名 称

縦断図 平面図

三与 下流 議がと砂関甚係町，位渡す径高る

小砂堆 t-H・ 下流 係波が水す長藻，る被と関高

規
模

砂平混坦在速河す，砂床る堆が， 河 遷移河床 j 幽 J 
床
形

態i平坦河床ig

作水い相用面互波を干とも渉強っ
下流

中i砂州 I:富一 翠霊
幅波長とが関係水路す

規
る

模

河|交互砂州I:ラー雨戸ラ尋 下流
床
形

態17ifi之丞言語 下流
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図I・1 豪雨時に人工水路に生じた砂の波 (a) 砂堆(上)， (b) 交互砂州、I(下)
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図I・2 斐伊川(島根県)のうろこ状砂州(複列砂州)

(国土交通省出雲工事事務所提供)

図1・3 那賀川(徳島県)の交互砂州

(国土交通省徳島工事事務所提供)
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図I・4 紀ノ川の河道湾曲部に形成された固定砂州と水制

図1・5 四万十川の穿入蛇行(国土地理院・数値地図 50m(標高)を用いて作成)
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