
物性研究 83-6 (2005-3) 

原子気体BECにおける量子渦の分裂1

京都大学大学院理学研究科 川口由紀 2

(2005年1月18日受理)

1 イントロダクション

アルカリ原子のボース・アインシュタイン凝縮体(Bos←Einsteincondensate = BEC)では、原

子の持つスピン自由度 [1，2]を利用して、量子数L(渦糸の周りの位相変化が2πL)が 2以上の渦

を生成することが可能であり [3-5]、現在までに L= 2，4の渦の観測が報告されている [6，7]0渦糸

周りの回転の運動エネルギーを考えるとこのような渦はエネルギー的に損であり、分裂して L=l

の渦になると考えられる o一方、系のエネルギーを保存したままでも分裂を起こすような機構が

存在する [8-10]。本稿では量子数4の渦を具体例に挙げて、このような渦の分裂過程について述

べる o

以下ではまずイントロダクションとして、 BEC中の渦の安定性に関する議論と、本研究の舞台

となる量子数4の渦の生成方法について紹介する o

1.1 量子渦の安定性

1995年、アメリカのマサチューセッツ工科大学(MIT)とコロラド大学(JILA)のグループがア

ルカリ原子(87Rb[11]，23Na [12])の希薄気体におけるボース・アインシュタイン凝縮を実現して以

来、この分野は理論的にも実験的にも精力的に研究されてきた [13，14]0その一つに、超流動に特

徴的な量子渦の研究が挙げられる [15]0原子気体BECにおいて、静止したトラップ中で超流体だ

けが流れ続けることが可能であろうか。この問題に関して、トラップ中の量子数 1の渦状態では

負の励起エネルギーをもっ集団励起モードが存在することが示された [16-19]0これは、もとの状

態よりもエネルギーの低いー粒子状態が存在し、原子がこの状態に移ることで渦が崩壊すること

を意味する o つまり、渦状態はエネルギー汎関数の極小点ではなく常に鞍点であり、凝縮体はエ

ネルギー障壁を越えることなく渦のない低エネルギー状態に移り変わる o量子渦はそれ自身で消

滅することはないので、最終的に凝縮体の外に逃げ出して消える o 量子数2以上の渦に対しても

同様に負のエネルギーを持つ励起が存在し、これは渦の分裂を引き起こす。分裂後、最終的には

やはり凝縮体から抜け出す。

1本稿は、編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である。

2E-mail: yuki@scphys.kyoto-u.ac.jp 
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ここで注意したいのが、上記の過程には必ずエネルギーの散逸を伴うという点である。凝縮体

はエネルギーの低い状態に移るので、エネルギーのはけ口が必要となる o トラップ中の原子気体

の場合、これを担うのは熱励起した非凝縮状態の原子との衝突である。したがって温度が低くな

るほど散逸が小さくなり、渦の崩壊は非常にゆっくり起こることになる o実際、量子数1の渦に

ついては非常に長寿命の渦が観測されている。

では Lど2の渦の場合も、十分低温で散逸がないと見なせる場合には分裂は起こらないのであ

ろうか。これに対して PUらは [8ト量子数2以上の渦状態では複素固有値をもっ励起が存在し、

散逸のない場合でも渦の不安定化になりうると指摘した。励起モードの時開発展がeωtであるこ

とを考えると、複素固有値の励起が摂動として少しでも混ざればそれが指数関数的に成長し、渦

状態が壊れることになる。そこで我々は複素固有値励起によりどのような不安定化が起こるかを、

具体的に量子数4の渦状態について考察した [10]0

1.2 量子数4の渦の生成方法

ここで、本研究で取り上げる量子数 4 の渦の生成方法について紹介しておく [3~5]0

アルカリ原子のように原子スピン Fを持つ原子は、磁場により空間にトラップすることが可能

である。 BECが実現するような十分低温(rv数十nK)に冷やされた原子は磁場中をゆっくり移動

し、磁場方位が空間変化しでもそれを断熱的に感じる。そのため磁場が十分強ければ、原子スピ

ンが磁場に平行な原子は平行な状態を、反平行な原子は反平行な状態を保って運動する o これを

断熱定理と言う。ここでの磁場強度の基準は、 Larmor歳差運動の 1周期の聞に原子が感じる磁場

方位の変化が2π に比べ小さいかどっかである。 Zeemanエネルギー V= n，jLF.Bを考慮すると、
(η>0の場合 3)磁場に平行なスピンをもっ原子は磁場の弱い方がエネルギーが低くなる o した

がって空間に磁場の極小点を作ればその周りに原子をトラップすることができる o このような状

態は弱磁場シーキング状態 (weak-field-seekingstate= WFSS)と呼ばれる。逆に、磁場に反平行な

スピンをもっ原子は強磁場シーキング状態(strong-field-seekingstate=SFSS)と呼ばれ、より磁場

の強い領域を好む。しかし自由空間では磁場の極大を作れないため、磁場により SFSSをトラップ

することはできない。

具体的な磁気トラップとしては、図 1に示すような Ioffe-Prichard (IP)トラップが挙げられる o

四本の線電流がxy方向に四重極磁場B上 =B上(xcos( -8) + Y sin( -8))を作り、ヘルムホルツコ
イルがz方向の磁場Bz=三(Bo+ B" z2f2)を作っている。 z方向の閉じこめは xy方向の閉じこめ

に比べて緩く、また、トラップの中心付近では B上旬 B'rと近似できて、

( B'r cos( -8) ¥ 
B(r) = Bz十B上回 IB'r sin( -8) I 

¥ Bo J 
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3磁気回転比%の符号は原子による。今は 87Rbにあわせて γμ>0にとった。"{/.'< 0の原子では磁場に反平行な
スピンを持つ原子がトラップされる。
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図 1:Ioffi←Prichardトラップ。 (a)四本のIoffeバーとヘルムホルツコイルからなる o(b)xy面内方
向の磁場は四重極磁場になる。

と書けるoさらに、原子スピン F=2の原子で磁場方向に量子化軸をとった時の磁気量子数m=2

の状態を考えると、トラップポテンシャルは原点付近で

r _ 1 I B12 " _.."¥1 
V(r)勾 2n'Yp.IBo + ~ (一戸 Bγ11μI-V • 2¥Bo. . --) I 

三 %+;Mdo(T2+pz2) (2) 

と近似できるoMは原子の質量であり、後半の式で ωHO，>'を定義している o WHOはトラップ周

波数と呼ばれ、トラップの閉じ込めの強さを評価するのに用いられる。

渦はトラップ磁場のBzの向きを反転させることにより生成されるo簡単のため Z方向の閉じ込め

ポテンシャルを無視し、磁場のz成分はBoで一様だとするo原子の分布している範囲でBo>>B'r 

であるとすると、磁場はほぼ+z方向を向き、トラップされた原子のスピンは+z方向に偏極して

いる。適当な速度 [20-22]で磁場を Bo→0→ -Boと変化させると原子スピンは磁場変化にあわ

せて向きを変え、最終的に -z方向を向く oここでのポイントは、四重極磁場があるためにスピン

の回転軸が場所によって異なるという点である o 始状態、終状態における原子スピンの方位はそ

れぞれ揃っているが、途中の回転方向が異なるために、終状態では場所に依存した位相が現れる O

具体的に F= 2，m = 2の状態の回転を見てみよう oBzの反転により、スピンは軸合=xsin8+ 。cos8の周りに π回転する(図 2)。この回転をオイラ一角を用いて表現すると、 α軸周りの角度
ゆ回転を冗α(ゆ)と書いて、冗Z(-8)九(π)冗z(8)と表される。これを状態 12)に作用させると、

民(-8)句作用z(8)12) = eiFz{}e-iFy7re-

= e-2i{} eiFz{} e-iFy7r 12) 

ニ e-2i{}eiFz{} 1-2) 

= e-4i{} 1-2) 

(3) 
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図 2:四重極磁場中での磁場と回転軸の空間変化。

となり、スピン状態が 12)→|一2)に移ると同時に、量子数4の渦が現れることがわかるoF=

1，m=  1の状態についても同じように計算でき、量子数2の渦が生成される o

量子渦に関する実験では、楕円形にひずませたトラップを回転させて渦を生成する方法 [23，24]

がよく用いられているが、この場合は回転の角速度を上げて凝縮体に大きな角運動量を与えると

量子数1の渦の数が増えていく。それに対して、上記の方法を用いれば量子数2以上の渦が生成

可能となるo実際にこの方法により、量子数2，4の渦が観測された [6]0また、つい最近では量子

数2の渦の分裂過程が観測され [7トその時開発展が複素固有値に依存しているような振舞いもみ

られている o

2 ボースアインシュタイン凝縮体の一般論

この節では、原子気体BECの一般的な理論を紹介するo アルカリ原子のようにスピン自由度を

持った凝縮体は、その自由度に対応した多成分の秩序変数により記述される [1，2]0しかし磁気ト

ラップにより捕獲された凝縮体は、1.2節で述べた断熱定理のために磁気状態が固定されてしまう o

したがってトラップ中に一つのスピン成分だけを捕獲した場合は、超流動4Heのように一つの秩

序変数により凝縮体を記述する事が可能となる。

ここで紹介する理論は、当初は超流動4Heを説明するために考えられた理論であるが [25]、今

ではこのような 1成分の原子気体BECを記述する理論として広く用いられている o 弱結合の範囲

での理論なので、粒子数密度が大きく粒子間相互作用が強い超流動4Heに対してはあまり精度が

よくないのに対し、希薄で相互作用の弱い原子気体では非常によい近似となっている o本研究で

は絶対零度の系を考えているので、ここでは T=Qでの理論にとどめておく o
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原子気体BECにおける量子渦の分裂

2.1 平均場理論

まず、考えているポース粒子の場の演算子を ~(r) とおく o 熱浴と粒子をやりとりできる場合を

考え、化学ポテンシャルを μとして第二量子化により相互作用する系のハミルトニアンを記述す

ると、

κ=Hー μN
r r 1;;2 1 r r 

= I dr釘(r)I-;:r V2 + V(r)一μ|を(r)+土 Idr I dr'釘(r)釘(〆)U(r，r')~(ピ)~(r) (4) I ---，-/ I 2M' .. ¥ -/ ，-I -， -/ • 2 I --I 

となるoMは原子の質量である o V(r)は外部ポテンシャルを表すが、ここでは式 (2)のトラップ

ポテンシャルを念頭に置いている o U(r， r')は位置rとピにいる原子間の相互作用を表している o

想定する系は非常に希薄であるとして、ここでは接触型ポテンシャル

U(r，r') = g6(r -r')， 
同一
M

(5) 

を用いる o十分低温では S波散乱のみが効き、相互作用の強さは s波散乱長αにより記述される o

本論文では斥力相互作用する原子を考えているので、以後、 α>0に限定して話をすすめる o代表

的な原子の散乱長としては、 23Na:2.6 nm、87Rb:5.6 nmであることが知られている o

ハミルトニアン (4)より、{むに対する Heisenbergの運動方程式は

δ世(r，t) r ~.t_ "'-¥ ;> 1 
厄一一一一=I 'l1(r， t)， K I δt L-，-，-n--J 

/ 1;;2¥  

=(-LV+V(r)-μ)~ 十点↑鈍 (6) ¥ 2M. .. ，-/ ，... J 

となる o 系の大部分が凝縮状態にあるとすると、場の演算子は凝縮部分((r)δ。と非凝縮部分(ゆ

らぎ部分)ゆ(r)に分けて

世(r)= ((r)δ0+ゆ(r) (7) 

と書けるo((r)は基底状態の一粒子波動関数でδ。はこの状態に対する消滅演算子である。マクロ

な数の粒子が基底状態に凝縮していることから、 δ。は凝縮粒子数の平方根ゾ刃5で置き換えるこ
とができ、

世(r)=宙(r)+ゆ(r)

曽(r)三 ((r)VNo
(8) 

(9) 

と表される o 宙(r)は凝縮体の波動関数で、凝縮相を特徴づける秩序変数となる。非凝縮成分の統

計平均は(手(r))= 0 であり世(r) は場の演算子の統計平均 (~(r)) に等しい。

十分低温で大多数の原子が凝縮状態にある場合、ぷは世に比べて十分小さく、その寄与は無視

できる。このとき、式 (6)は凝縮体の運動方程式
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となる o この式は Gross-Pi taevskii ( G P)方程式と呼ばれるo また、粒子数密度も同様にして、

n(r) = ('T↑(r)'T(r))何|宙(r)12

と近似できるo また、化学ポテンシャル μは、粒子数の規格化条件

f合|宙12=N

、、‘，，，
噌'ム
唱
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(12) 

により決まる o

2.2 渦の量子化

GP方程式 (10)からは凝縮体の動力学が考察できる。凝縮体密度の時間変化は、式 (10)を用

いて

θρθ(Mn) n 
一=一一一=-~~ ¥7 . ('l1*¥7世一世¥7'l1*)
θt 8t 2i 

と書けるO これを連続の方程式と対応させると、凝縮体の運ぶ運動量密度が

js=2間宮一山本)

(13) 

(14) 

で表せることがわかる。ここで秩序変数を粒子数密度η(r，t)と位相 ψ(r，t)に分けて世 =yIne叩

と書くと、

js =Mη(か←Mnvs ο5)

となる o 右の等式が超流動速度 Vsの定義式であり、超流動速度は位相の勾配で表わされる。この

ような速度場はポテンシャル流と呼ばれ、

¥7 x Vs = 0 (16) 

を満たす渦なし流である o したがって、流体が単連結領域にあるときには、閉じた経路に沿った

速度場 Vsの循環はゼロとなる。しかし流体が多重連結の領域にあるとき(例えばトーラス容器中)

には渦流が存在してよい。この場合、秩序変数は波動関数の性質を持つことから一価関数であり、

経路に沿って一周したときの位相 ψの変化は針の整数倍に限られる。すると循環は

メvs.ds = ! f ¥7ψ ds =長2πL=κL
(L = 0，土1，土2，・・・)

(17) 

と表され、 κ(三 h/M)を単位として量子化されていることがわかる。 Lを渦の量子数と呼ぶ。

円筒対称、な容器中に循環κLの超流動流があるとしよう o 容器内に半径 γの円形の経路を考え

るo 経路上で超流動速度が一定であるとすると、速度場は

，、ι 《

V
s =一一L()よ~7rr

(18) 

つ中ハwu
門

i



原子気体BECにおける量子渦の分裂

と表される o ここで、経路の半径 Tも小さくしていくと、速度場は明らかに r=Oで発散し、こ

の点は特異点になる o通常、この特異点を回避するために、渦芯部分では超流動が壊れ秩序変数

はゼロになっている。凝縮体自体が多重連結な構造をとることで、量子渦が存在できるのである。

また、渦度(¥7x vs)もこの超流動の壊れる領域に集中しているので、式 (16)と矛盾しない。渦度

にはわき出しも吸い込みもないので、このような特異点は単独では存在せずに線としてつながり

渦糸となる。さらに渦糸はとぎれることがなく、それ自身で閉じるか容器の端で終わるかのどち

らかである o

GP方程式 (10)から定常な渦芯の構造をもう少し詳しく調べておこっ o円筒座標系(r，{}，z)の

中心r=Oに量子数L(> 0)の渦糸を考え、簡単のためトラップポテンシャルを無視して渦糸から

十分遠方での粒子数密度を noとする。 Tが大きいところでの GP方程式から、化学ポテンシャル

はμ=gnoとなる。ここで、秩序変数を宙(r)=ゾ可A(r)eiU)と書くと、渦糸上では速度場は発
散するために原子は存在できずA(O).=0で、渦芯から離れるにつれてA→ 1に向かつて秩序変
数が回復していく o渦糸近傍では式 (10)の右辺第一項の運動エネルギーが支配的になり、これが

化学ポテンシャルに等しくなるところで秩序変数の空間的変化が最大となる O つまり秩序変数は

コヒーレンス長

zh  l -
yl2M戸o 0fi可

(19) 

程度の距離で回復し、これが渦の典型的なサイズとなる。実際、式 (10)から時間的に定常な A(r)

を求める式は

e(手+;t-5)A+A-A3=0 (20) 

と書け、 γ→ Oでの漸近解

L
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(21) 

から、秩序変数の空間変化がとのスケールであることがわかる o

2.3 Bogoliubov ~里5命

次に、式 (8)の非凝縮成分Jを考え、励起状態を求める Bogoliubov方程式を導く。式 (8)をハ
ミルトニアン (4)に代入してぷの2次まで展開すると、 Bogoliubovハミルトニアン

r / t ;ヲ¥

ん=I dr w*(r) ( -2: ¥72 + V(r)一μ+伊12)w(r) 

イペベーか2十V(r)-μ+2glwf)叶(吋+仰2)1 問

q
J
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が得られる octの一次の項は、世が式 (10)の定常解であるとすると消えるo式 (22)がみθにつ
いての二次形式であることから、次の一次変換によりハミルトニアンの対角化を考える。

ぷ(r)= eicp(r)ど(u刈 (23a) 

3 

♂(r) = e一旬(r)芝ごかj(巾 J+υ'j(r)αj) (23b) 

3 

ただし<p(r)は雷(r)の位相であり、 2プは凝縮状態、そのものに相当するモードは除くことを意味
する。 α川;は準粒子の生成消滅演算子で交換関係

[αj，α1] = djk 

[α川]= [α!?α1] = 0 

(24a) 

(24b) 

を満たす。固有値方程式

ヤ+2gl世12 gl世1
2

山一一/
-gl宙12 -D* -2g1世12J ¥ Vj J一一)¥ Vj 

D三一長[V+ iV<p(小川r)-μ 
を考えると、固有値ωjがすべて実数である場合は4規格直交関係

J dr (UjUkーが)= djk 
J dr (明 -VjUk) = 0 

(25) 

(26) 

(27a) 

(27b) 

が導け、このとき式 (22)は

ん=Jげ (r)(-孟V2+ V(r)-μ+伊12)w(r) 
一平'jJ dr 1勺(r)12十字rイdr(IUjI2 -IVjI2)αJα3 問

と対角化できる o式 (25)の対称性から、 (Uj，Vj)が固有値ωj(ここでは実数に限る)の解であれば

(ザ，uj)は固有値一時の解となり同じ状態を表す解が二つずつ得られるが、式 (27a)のように規

格定数を正にとることで重複をさけている o このとき式 (28)より怖が励起エネルギーに相当す

ることがわかる o また式 (10)より、 uo(r)= -vo(r) = 1申(r)1は式 (25)の固有値ω0=0の解に

なっている o したがって、粒子は式 (25)のー粒子状態に凝縮していることがわかる o2ブはこの
(Uo， VO)を除くことを意味している O

4複素固有値を含む場合は第 3節で述べる。
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原子気体BECにおける量子渦の分裂

2.4 定式化

この節の最後に、以後の議論で扱いやすいように必要な式をまとめておく o式 (2)，(10)からト

ラップ中のBECについてのGP方程式は

θw r n2 _'> 1 _ _ '> / '> '> • '> ，>， 47rn2α '> 1 
iñ~; = 1-~~ v2 + ~Mw~o (X2 + y2 +入2Z2)+万一|宙12ーμ|世 (29) 

と書ける。ただし、トラップ中心での Zeemanエネルギー 2niμBoだけエネルギーのゼロ点をずら

した。入は T方向と z方向の閉じ込めの強さの比であり、第 1節で紹介したIPトラップでは入<<1 

となっている o しかし、秩序変数を 3次元空間で取り扱うのは大変なので、ここでは入>>1と想

定して平べったいパンケーキ型の凝縮体を考え、秩序変数を 2次元空間で扱うことにする。 z方向

の振動子のエネルギー準位間隔入弘)HOが相互作用エネルギーよりも十分大きい時、秩序変数の z

依存性は一次元調和振動子の基底状態

的)= (北)μ叶主主~Z2) (30) 

で近似できるoただし句O言、/n/2MωHOと定義した。そこで秩序変数を曽(r，t)三 ψ(x，y， t)ψz(z) 
とおいて式 (29)に代入し、 z方向に積分すると、

.δψ(x， y， t) r n2 (θ2θ2¥1 ;u..2 1_2 I _.2¥ .. I n47rn2au.121 =1一一(寸十てす)+-Mdo(d+U2)-μ+CL1|ψ121ψθt 2M ¥8x'2 ' 8u'2J . 2----nv，-- ." I M 'T' I (31) 

と書き換えられる。ここでは再び、 Z方向の調和振動子エネルギーが払'HOだけエネルギーのゼ

ロ点をずらした。また、

C=~dzlψz(z)14 I入
-Jdzlψz(z)12 -V 47rα色。

とおいた。 Jdzlψzl2= 1であることから ψ(x，y， t)は全粒子数で規格化されて、

J J dxdyl1t(x，y， t)12 = N 

(32) 

(33) 

となる o さらに変数変換

WHOt一→ t， (会主)→(x，y)， αHOψ ， マ7→ ψ μ 
ー一一一一→ IJ.
hωHO 

(34) 

により変数を無次元化しておく o この変換により、無次元化したい，y)空間でのGP方程式

十[-(::2十手)+ ~(X2 + y2) _μ+叶 (35) 

が得られるo 規格化は JJ dxdy 1ψ12 = 1 となる。また、 η=8παCN=4V石~(α/αHo)N は相互作

用の強さを表す量で、粒子数Nで決まることから実験的にも制御可能な量であるoそこで以下で

は、 ηをパラメータとして渦の安定性について議論していく。
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川口由紀

3 安定性解析

この節では、渦状態の微小な摂動に対する応答からその安定性について議論する o励起に複素

固有値モードが現れることを確認し、その起源について考察する。本研究では複素固有値励起に

よる渦の崩壊に関心があるため、絶対零度で全ての原子が凝縮状態にありエネルギーが保存した

系を想定している。エネルギー散逸による崩壊は考えていない。

3.1 複素固有値解と安定性

まず量子数Lの渦糸を含んだ凝縮体の定常解を求め、そこからのゆらぎに対する応答を調べる o

渦糸がトラップ中心に位置し凝縮体はその周りに軸対称であるとすると、定常状態、の秩序変数は

ψo(T，O)=A(T)etLhL =O，LZ---， (36) 

と書けるo超流動の流れる方向を決めて L三0に限定したが、一般性は失われない。 (r，O)は二次

元極座標であり、また式 (35)より A(r)は

[V(L) +ηA(r)2] A(r) = 0 
d2 1 d L2 1 'l 

V(L)三一一一一十一+一戸ーμ
dr2 r dr I r2 

を満たす実関数である o化学ポテンシャル μは規格化条件

吋∞ゆ{A(r)}2= 1 

(37) 

(38) 

(39) 

により決まる。

BECの安定性を調べるためには、この定常状態に微少な摂動加えて、その応答を見ればよい。

まず、微少な複素関数fを用いて秩序変数を

ψ(r， 0， t) = [A(r) + f(r， 0， t)] eiL() (40) 

と変形する ofがOに関して周期2πの周期関数であることを考慮すると、 fはフーリエ級数を用
いて

f(r， 0，←2:[叫(r，似 ( 41) 

と展開できるoψ(r，O，t)を式 (35)に代入してfについて線形化すると、式 (35)の非線形項から l

と-[の成分が相互作用することがわかり、 (Ul，Vl)Tについての時間発展の方程式
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原子気体BECにおける量子渦の分裂

が得られる。したがって、摂動に対する応答をみるには(叫(r，t)， vl(r， t))T = e-iWtt (Ul(r)，りl(r))T= 

e-iωttwl(r)とおいて、固有値方程式

2冗lWln(r)=ωlnWln(r) (43) 

の固有値ωlnについて調べればよいD この固有値方程式の解は無限に存在するので、異なるモー

ドを区別するために動径方向の励起準位を表す添え字η を付けてある o また、固有値ωlnはWln

の時開発展を表す固有振動数であって、励起エネルギーではない。後で述べるが一般的には励起

エネルギーは式 (49)で与えられる。

ωlnが実数であればそれに対応する摂動Wlnの時間変化は定常で、増加も減少もしない。つま

りこのような摂動に対してψ。は安定であるo一方固有値が複素数であれば、摂動はその虚部の符

号に応じて指数関数的に成長または減衰する。 δ冗lは非エルミート行列なので複素固有値解が存

在してもよく、また式 (43)の複素共役を考えると、複素共役な固有解は常にペアとして存在する

ことがわかる o これらに対応する摂動が加わると一方は成長し、もう一方は減衰する o 成長する

モードはたとえ無限小でも加わると指数関数的に成長し、秩序変数はψ。からどんどんずれていっ

てしまう o したがって、複素固有値の存在はψ。自身が不安定であることを意味する o

以上のことから、ここでは固有値方程式 (43)の解集合の中に複素固有値が存在するかどうかと

いう観点から ψ。の安定性を議論する o

3.2 固有解の規格直交化

ここで、式 (43)の固有解の性質をまとめておく [26]。まず、式 (43)の固有解には位相の任意性

があるが、固有値が実数である場合には Wlnが実関数になるように位相を決めることにする。固

有値が複素数である場合は Wlnも複素関数になる。この位相については後で決めるo

式 (43)の解であるこつの固有モード Wlm，nを考え、固有値をそれぞれωlm，nとする o 冗tはエル

ミート演算子であり、 JoOOrd叩 mlWlm=jrTdTWMmnを満たすので、これと式 (43)を用
いて関係式

川一ωln)1
00 

rdrwおWlm=。 (44) 

が導かれるo したがって、二つの固有状態が異なる固有値を持つ場合(ωlm=/:ωln)二つの状態、は

直交する o つまり、直交化条件は

1
00 

rdr wTneiWlm = 1
00 

rdr (u山
-
VlnVlm) =。 (45) 

と書ける o特に、長lが複素固有値Wlを持つ場合、これと複素共役なモード長;は固有値勾の固

有モードとなるoWlラt:.W[であることからこれらは直交して

J∞州 (46) 

ウ

i
n叶
U

月

i



川口 由来己

となる。また、式 (44)からJooordrw日Wlnの値を

|吋∞T叫 a-Wlnl= 1 (47) 

と規格化することができる o この積分値は、複素固有値モードに対しては一般に複素数になり、実

固有値モードに対しても Wlnの関数形によって符号が変わるので絶対値をつけてある o

ここで、 Bogoliubov方程式(25)にもどってWlnの物理的意味を考えてみる。式(43)はBogoliubov

方程式 (25)に

Uj(r) =♂18U1n(r)， Vj(r) =♂18V1n(r )， ψ(r) = LB (48) 

を代入すると得られ、 eil8Wlnがー粒子励起の波動関数になっていることがわかる o 2.3節で述べ

たように、 Bogoliubov方程式同等価な二つの固有解が存在する o ハミルトニアンの対角項α;αj

の係数が

Wj J dr (JUjJ2 _JVjJ2) (49) 

となることから、規格化条件 (27a)を満たすものを採用すれば固有値仰を励起エネルギーとみな

すことができ、かつ、重複をさけることができる o 式 (43)の場合は l三0に制限することで重複

を避けているが5、δ公-1についての固有値方程式を考えると

d-l(;;;)=-4;;) (50) 

が成り立つ。したがって

2πfゆ (JUlnJ2-JVZnJ2) < 0 (51) 

である場合には、 Wlnは角運動量 -l、励起エネルギー εtη=ーωlnの励起と見なされるべきであ

る。そこで、実固有値をもっ解に対しては

吋
∞ 
T吋巾d砂T州

吋
∞ 
吋巾T附

T 
川 = -1 

(52a) 

(52b) 

とおき、規格化定数の符号によってWlnとWZnに分類することにするoこのように定義すると、 Wln

は角運動量l、励起エネルギー ε払=ωιの励起、 Wlnは角運動量-l、励起エネルギー ε弘=ーωん
の励起に対応する。

一方、複素固有値をもっモードに関しては、式(46)，(49)から励起エネルギーがゼロの励起であ

ることがわかる。そのため、エネルギ一保存系であるにもかかわらず時開発展で励起の増加・減少

5
式 (41)中の和の制限からくる。複素固有値モードについては規格化条件 (27a)が成り立たず、重複を避ける条件

として使えないため、ここでは l~O という制限により重複しないようにしている。
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原子気体BECにおける量子渦の分裂

が可能となっている。同様に角運動量の保存を考えると、複素回有値モードは角運動量もゼロの

励起となる o励起の角運動量を実固有値モードの時のようには定義できないのはこのためである。

最後に、規格直交条件が扱いやすくなるように複素固有値モードの位相を決めておく o 実関数

からなる二つのベクトル WR，Iを用いて複素固有値モードを

長l=会(wR+ iwl) (53) 

と書き、

吋∞ 吋巾T州
吋∞ r吋ゆ叶'dψψd命砂r州

(54a) 

(54b) 

を満たすように長tの位相を決めることにするoこの条件から複素固有値モード長tは確かに式 (46)

を満たし、さらに

吋∞T川純l=吋∞日j何 =1 (55) 

と規格化される。 2つの複素固有値モード Wl，長;はどちらも他の実固有値モードとは直交してい

るので、 WR，Iも実固有値モードと直交するo また、式 (52)，(54a)を比較すると、実関数WR，Iは固

有解ではないが、それぞれ正と負の角運動量を持つ励起WU，vに対応していることがわかるoそこ

で、対応する準位m，nを適当に選んでwR→ wL，wl→Wlm と書き、他の固有モードと同等に
扱うことにする o

以上をまとめて書くと、

吋
∞ 
吋巾T附

吋
∞ 
吋巾T州

となる。

3.3 励起スペク卜ル

まず解析的に扱える η=0の場合について励起スペクトルの様子を調べておく oη=0での平衡

状態は D(L)A(r)= 0により決まる。この方程式の固有関数F!:(r)と固有エネルギー Efは解析

的に得られ、

F!:(r) = C~ rlL1ιhL1(r2/2) e-r2/4 

E~ = ILI + 2n + 1 

(57) 

(58) 

となる。ι*(x)は一般化されたルジヤンドル多項式であり、係数ckは規格化条件2πJrdrIFrf(r)12 = 
1により決まる。平衡状態としては最低エネルギー状態をとり、 A(r)= Fcf(r) = C~rLe-r2/4 ， μ= 
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Efr = L + 1とおく o化学ポテンシャルの形からわかるように、渦度Lが大きいほとe渦のエネル

ギーは大きい。

式 (43)はη=0では相互作用項が消えて、独立したこつの固有値方程式

D(L + l)Uln =ωlnUln 

D(L -l)Vln =一ωlnVln

(59a) 

(59b) 

なシ」γ
 
可一一T

 
n
 
u
 

T
 

U
t、

¥
i
s
/

品

1

0

1

F
L
1
/
I
I
I
-
¥
 

=

、

η

V
T
、

一

t
川

v
w
n

u

j

 

、

=

け

v
h

室
田

W

てlv 
用

¥
i
lノ

を

l
o

-
-
'
/
r
t
I
2
1
¥
 

ル
V

1

j

，.も

η

ルい

「
吋

1

1

・

J

+

 

湖

川

村

匹

は

=

ー

の

ド

吋

述

一

、

品
別
モ

は

有

解

固
の

ち

こ

わ
o

な

る

す

な

o

と

る

(60) 

と書けるo励起エネルギーと固有振動数はそれぞれ、 ε21=ωι =IL+ll+2η-L，εみ=ωみ=

IL -ll + 2n -Lである o
L=4，η=0の場合の励起スベクトルを図3にプロットした。図からわかるように、 1::;; l ::;; 2L-1 

ではεみ<0となるモードが存在するo これらのモードは励起の角運動量が負、つまり静止系からみ

て角運動量L-lで運動するような励起である。もとの角運動量Lの状態、と比較すると、 IL-ll< L 

の場合は回転の運動エネルギーの分だけエネルギーが低くなるo これが負の固有エネルギーとし

て現れているのである。このような負の励起エネルギーをもっモードは散逸系においてはどんど

ん増大し、系の不安定性を引き起こす原因となる。しかし今は散逸のない系を考えており、 3.1節

で述べたように固有値が実数であれば励起は定常なので不安定性の原因にはならない。

そこで、 ηを変えて複素固有値の現れる様子を調べることにする oη>0について数値計算によ

りGP方程式 (37)とBogoliubov方程式 (43)を解き、励起スペクトルを求める。ここでも、量子

数L=4の渦を考えることにする o

Bogoliubov方程式については、励起モードを η=0での解析解を用いて

せ[叫+'(r)( n +吋'(r)( n 1 (61) 

と展開すると、式 (43)を(αlvO，slνoγ ・1αlvN，slvN)に対する固有値方程式

N 

η乞 [2ML+lαlνm+Ifd，L一l九m]+ (EA+l-μ-Wlv)αlνη=0 偽)

N 

η 玄[ IUfιU長d寸Iム山，

以三吋∞1凡出府(ヤ川T
に書き直すことができる O ここで、 n= 0， 1，・・.，Nであり、 A(γ)とμは式 (37)の数値解である O

式 (62)は2(N+ 1) x 2(N + 1)の行列を数値的に対角化することにより固有モードが計算できる O

-800-
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図3:量子数4の渦状態からの励起エネルギー。相互作用のないη=0でのl依存性を示している o

縦軸は払)HOを単位としてプロットしたo X，Oはそれぞれεルε弘を表し、 1::;l::;7では εln< 0 
の負の励起エネルギーを持つモードが存在する o

その結果η=0の場合と同様に 1:Sl:S7に対しては負のエネルギーを持つ励起が存在することが

わかった。また、複素固有値モードは 2::;l::;6で現れた。

図 4には、 0::;η::;4000の範囲で、複素固有値解が存在する領域にその虚部の絶対値をプロッ

トした。この図は PUらによる L= 2，3の渦についての結果 [8]をよく再現している o複素固有値

モードは必ず複素共役なペアで現れるので、図 4中で 11mω|が有限のところには共役な二つの複

素固有値解が存在することになるo図 4から、複素固有値の現れ方の特徴をまとめておくと、ま

ず、 η空間で複素固有値の存在する領域と存在しない領域が交互に現れる。現れる間隔は lが2，3，4

と増えるにしたがって細かくなり、 1= 5，6では逆に疎になる o1 = 3と5でだいたい現れる間隔

が同じになっている。また lが大きくなるほど、複素固有値の虚部の絶対値は小さくなり、存在領

域の幅は狭くなっていく o

固有エネルギーを ηの関数としてプロットしてみると、複素固有値モードの起源を理解できる o

図 5に示した 1= 2での励起スペクトルを用いて、これを説明する o 図 5(a)， (b)には角運動量

2，-2を持つモードの励起エネルギーを、それぞれ実線でプロットしている o1 = 2の場合は常に

励起エネルギーが負のモード W2。が存在するので、その励起エネルギーの大きさーε2。を図 5(a)， 

(b)両方に破線で示している。また、複素固有値の現れるところでは、固有エネルギーの実部を点

線でプロットした。複素固有値を持つモードは必ず共役なペアで現れるので、点線部分には複素

共役な 2つの励起が対応している o 図 5(a)を見ると、ーε;。が他のスベクトルと交差するところ

で2つの実固有値モードが消え、代わりに複素固有値モードが現れている O 一方、図 5(b)では、

-ε;。以外のスペクトルは複素固有値には関与していない。つまり、条件ε2n+ε20 = 0が満たされ

-801 -



由紀川口

(a) 
0.25 

F圃崎、..... 
ロ
ロ

g 015 
0.2 

s 
E 

0.05 

0.1 

。
A
W
 lj二仁|+ー

ロ
ロ
g. 0.01 
担
1-胸d

一
S
E
H

4000 3500 3000 2500 2000 

η 
1500 1000 500 

。。

図 4:複素固有値の虚部の ηの依存性。 l= 6については、値が小さいため 1100x Imω|をプロッ

トした。図中で山ができているところには Imω ヂ0となる解、つまり複素固有値解が存在する o

このη領域で存在する複素固有値は、すべて図中に示されている (3.4節参照)。また l= 1，7では
η領域を広げても複素間有値が現れることはない。
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るときに複素固有値の現れていることがわかる o言いかえると、全角運動量と全エネルギーがと

もにゼロとなるような 2つの励起モードが存在するとき、これらの 2つのモードが組み合わさっ

て二つの複素共役なモードとして現れるD 全エネルギーがゼロになるためには、当然、 2つのモー

ドのうち一方は負の固有エネルギーを持つ必要があり、 1=2の場合は W2。がこれに相当する。も
う一方のモードは角運動量が 2 であればよく、 ε5。の変化にあわせて w~O' W~l' W~2 ， ...と順に変

わっていく oそのため図 4に示されるように、 η空間で複素固有値の存在する領域が次々と現れる

ことになる O

このような仕組みは、複素固有値モードのエネルギーと角運動量がともにゼロであるという 3.2

節で述べた性質をよく説明する o また、 3.2節では複素固有値モードの実部と虚部をわけ骨

方(Wln+ iwみ)と書くことにしたが、ラベル n，mについては複素固有値モードと入れ替わる実
固有値モードのラベルを使って表せばよい。例えば、 ηrv1200で2つの実固有値モード wEl，W20

が消えて複素固有値モードが現れているので、 1200~η~ 1700での複素固有値モードは

長向ト2戸=去附+仰叫;ι 長旬;=去(附一仰叫吋州;ゐωOρ) 何

と書ける。ただし、複素固有値が存在する場合の系の固有解は長2， tu; であって W~l' W2。ではな
いことに注意しなくてはならない。

またこのように書くと、 Bogoliubovハミルトニアン (22)は共鳴状態にある 2つのモードの対生

成・対消滅を含んだ形になる。励起モード wふに対応する準粒子の生成演算子をα;lnとし、式 (63)

で書けるような複素固有値ゐを持つモードが存在する場合を考える o ここでは結果だけ示すと、

ハミルトニアン (22)は

ん =Eo+~ご441ηα入ln
+R山 (αJ山 1ーαJmo一小川2(αJAo+α凶 v20)似)

となる o ただしここでの2ブは凝縮体自身に対応するモードおよび(入，1，n)= (u，2，1)，(v，2，0)に
ついては和をとらないこと意味している。式 (64) から、励起モード W~l' W2。の対生成と対消滅
が起こり、これが系の不安定化の引き起こしていることがわかる。

3.4 負の励起エネルギーのη依存性

ここまでの議論から、複素固有値モードが出現するためには全角運動量と全エネルギーがとも

にゼロとなるような 2つの励起モードが必要で、これらの 2つのモードが組み合わさって 2つの

複素共役なモードとして現れることがわかった。全エネルギーがゼロになるためには一方の励起

エネルギーが負である必要があり、その値がηを変えたときにどう変わるかをみれば、複素固有

値が現れるかがわかる o そこで、この節では負の固有エネルギーの η依存性の定性的な振る舞い

について考えることにする。

図 6には 1=1rv7のエネルギースペクトルをプロットした。線の意味は図 5(a)と同じであ

るo 図4と比べてみると、図 6で破線と実線が交差する場所には必ず複素固有値解が存在してい
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図 5:1 = 2の励起スペクトルの η依存性。正負の励起エネルギーと複素固有値の実部をまとめて

プロットした。実線は正の励起エネルギーを示し、 (a)には角運動量2の励起、 (b)には角運動量

一2の励起についてプロットした。各励起スペクトルには、動径方向の量子数η、角運動量の絶対

値l、角運動量の符号を表す記号 U，Vによりεrとラベルを付けている。 1= 2の場合には負の励
起エネルギーε;。が存在するので (a)，(b)両方に破線で-ε;。をプロットしている O また、複素固
有値が現れるところでは点線でその実部を示している o (a)から、弓η+ε20= 0となるところで複

素固有値が出現しているのがわかる D
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ることを確認できる。逆に言うと、 O~η 三 4000 の範囲で現れる複素固有値は図 4 に示されてい

るものがすべてで、他には存在しない。

図6を見ると、どの lに対しても正の固有エネルギーは同じような振る舞いをしているのに対

し、負の固有エネルギーはこれらとは異なる η依存性を示している。そのため、 ηの変化とともに

スペクトルの交差が次々と起こり、複素固有値モードがいくつも現れることになる。また、負のエ

ネルギーの η依存性は {l，n}によっても異なっている oたとえばl= 4での最低の励起エネルギー

d。は ηの関数としてみたときに傾きが大きく、次々とεLと交差して細かい間隔で複素固有値が

現れる。それに対して l= 2での弓。や、 l=4でも一つ上の励起エネルギ-c41はηに関して緩

やかな減少関数なので、複素固有値の現れる間隔は疎になるo さらに、 η=0で負になっているも

のでも、 {ε10'c31'ε:l?ヰ。}は ηに関して増加関数であるために他のスベクトルと交差すること

がなく、複素固有値モードを作らない。

これらの定性的な振る舞いは、有効ポテンシャル

1__2 ， (L土l)2 ， ('L  A 1__¥2 Veff(土l，r)= τr""+ 一ーす一 +2ηA(r)~ -μ (65) 
住 T“

を考えれば説明できるo これは、式 (43)でい?り)の一方をゼロと近似した場合に、角運動量土lを

もっ励起成分に働くポテンシャル項である。第一項はトラップポテンシャル、第二項は角運動量

に依存した遠心力ポテンシャルを表している o また斥力相互作用のため凝縮体の密度分布はポテ

ンシャルとして働く。これが第三項である oA(r)として渦状態を考えると、渦心はポテンシャル

井戸をつくる o一方、遠心力ポテンシャルの項は IL土IIが大きくなるにつれて、ポテンシャル井

戸の幅を小さくするよう働く o したがって角運動量が負の励起に対しては、ポテンシャル井戸が

深く、そこに束縛された状態が負の励起エネルギーモードとして現れている [18]0これに対して、

正の励起エネルギーを持つ状態はトラップ内に広がった(散乱)状態にあたり、両者は異なった η

依存性を示すことになるo

ηの変化に伴って、負の固有値モードには2つの効果が考えられる o (1)ηが増加すると、相互

作用エネルギーが増加して化学ポテンシャルが大きくなる。そのため、ポテンシャル井戸は深く

なり束縛状態のエネルギーは低くなる。 (2)一方渦芯のサイズは、 2.2節で述べたように式 (19)の

コヒーレンス長で決まり、粒子数密度が大きくなるほど渦芯のサイズは小さくなる oηはトラップ

中の粒子数に比例する量だったので、 ηの増加とともにポテンシャル井戸の幅が狭くなり、束縛状

態のエネルギーは高くなる o負の励起エネルギーの振る舞いはこの 2つの効果のバランスできま

る。例として、 η=300， 1000， 3000の場合について有効ポテンシャル九π(-l，r)を図 7に示した。

図から確かに ηが増えるにつれて、ポテンシャル井戸が深く、かつ狭くなっていく様子が確認で

きる o

l=4の場合は、もともとポテンシャル井戸の幅が広いために (2)の効果はあまり効かず、 ηの

増加とともに負の励起エネルギーは急激に減少する。それに対して、 l= 1場合はもともとポテン

シャル井戸の幅が狭いため、 (2)の効果が強く負の励起エネルギーは増加する一方となっているo

また弓。と ε;。、 ε;。と ε:。がそれぞれ同じような η依存性を示すのも IL-llが等しいことを考え

れば理解できる。
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を単位とした励起エネルギーである。各図には正の角運動量を持つモードの励起エネルギー ε払を

実線で、負の励起エネルギーは符号を変えて破線でプロットしている o 図 4と比較すると、破線

と実線が交差しているところでは必ず複素固有値が現れていることがわかる o 実線はほぼ等間隔

で平行になっているのに対し、破線の傾きはそれとは大きく異なるために、 ηを変えると次々と複

素固有値が現れることになる o
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4 渦の分裂の動力学

前節の議論から、 Bogoliubov方程式に複素固有値解が存在する場合は系が不安定になり、また

実際に量子数L=4の渦について解くと、 ηの値に依存して複素固有値解が現れることをみた。そ

こでこの節では、複素固有値解が存在する場合に、具体的にどのような不安定化が起こるかにつ

いて考えるo

4.1 渦の分裂パターン

まず、摂動が加わった時のBECの構造について考えよう。固有モード Wlの摂動が加えられた

時、波動関数は微少な実定数6を用いて、

ψ= [A(巾 8(uleiUJ + vie-il小iL8
とかける。平衡状態での渦芯構造は、式 (21)より T→Oで

A(r)巳 rL

(66) 

(67) 

と書ける o Bogoliubov方程式についても同様に T→ Oでの振る舞いをみると、 GP方程式との類

似性から、渦芯付近の構造が

Ul(γ)応 T|L+ll， Ul(T)回 rlL-l1 (68) 

となることがわかる o したがって、摂動が加わった波動関数を Tで展開すると、最低次は

ψ̂-' 8 rlL-l1♂(L-l)8 (69) 

という形になる。つまり、量子数L-lの渦が中心に位置することになる o 一方、粒子数密度を 6

で展開した形

|ψ(r， (})!2 = A2 + 2A8 [Re(叫 +Vl) cos(W) -Im(叫 +vz) sin(lθ)] (70) 

からは、凝縮体の粒子数密度がl回対称、であることがわかる。以上のことから角運動量の保存を考

慮すると、渦芯構造の変形について、

(1) 中心の渦は量子数L-lにかわる。

(II) 量子数1のl個の渦が (1)の渦の周りに l回対称に現れるO

という法則が得られる。これにしたがって分裂の様子を図示すると、図 8のようになる。たとえ

ば L=4の渦でl=3の固有モードが加わると 4つの量子数1の渦に分裂し、一つはトラップ中

心に、他の三つはその周りに三角形をつくって並ぶことになる。

ここで注意しておくが、摂動が加わると実固有値モード、複素固有値モードにかかわらず上記

の法則にしたがって渦芯が変化をうける o したがって摂動が加わると必ず渦は「分裂Jすること

になる O しかし、 6が小さいと個々の渦を区別できず、粒子数分布では何も起こっていないように

見える o 以下では、粒子数分布から個々の渦がはっきり認識できる場合にのみ「分裂Jと呼ぶこ

とにする o微少な摂動から渦の分裂を引き起こせるのは、エネルギ一保存系においても成長が可

能な複素固有値モードだけである o
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1= 2 1= 3 1=4 1= 5 

図 8:lの値による分裂パターンの分類。中心に量子数IL-llの渦、その周りに III個の量子数1の
渦が並ぶ。非常に起こりにくいが、 l=5の励起は中心に逆向きの渦が現れることになる o

4.2 励起モードへの射影

次の 4.3節では渦の分裂過程の数値シミュレーションについて述べるが、シミュレーション結

果から各時刻での励起モードの混ざり具合を調べるために、秩序変数を励起モードへ射影する方

法をここで前もって述べておく o

まず、秩序変数に含まれる励起モードを角運動量lで分けて、

ψ(r，O，t) = 加(t)A(γ)eiLO+乞[叫(r，似

と展開する。逆に、 (uz，vz)は秩序変数ψ(r，()， t)を用いて

r2πd() 
叫(ht)=A U(Tit)e-t(L+I)O， 

r2πdO 
υ叫Z(ヤ円ゆ刊，tの) = A 5z討ずずrE戸戸y戸f4ψずψず仰"戸戸ぺ2埼$吋0俳q医， ( 

とかける o さらに、 wz(r，t)を各lについての式 (43)の固有解で展開し、

wz(ゆ) = L L 治(t)wふ(r)

(72a) 

(72b) 

(73) 

と書く。ただし固有解の中に複素固有値モード長1=方(wln'十twL，)を含む場合は、長l刈の
代わりにWln"wlm，を用いて展開する oそうすると、規格直交条件 (56)を用いてこの係数は

7仰ん似in(t山 πJ rd企r川州(州δ拘何州川叫Wz州附叫lバ巾仇(ヤ仇r，
γ仰州ム以ω附(収ωtの)=一2針πf巾州

(74a) 

(74b) 

とかける D また、複素固有値モード長I，WIの割合守f，ずは式 (74)で求まる γル，'Ylm'を用いて

ザ=会加仙 (75a)

ず=方(ゆ-仙)げ
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と計算できる o

Bogoliubov理論が有効な線形近似の範囲内では、実固有値モードについての7hVはその固有周

波数ωrで振動し、

γぷV(t)αexp(-iωrt) (76) 

となる o したがってその振幅は一定であるo一方複素固有値モード長Z，長;の固有値をLPl，Q;とす
ると、その割合手f，ずは

予f(t)αe-iW1t= exp[-i(Rewz)t + (Imwz)t] 

ず(t)αe-iWjt= exp[-i(Rewl)t一(Imwl)t]

(77a) 

(77b) 

と時間変化する o ここでγ，ずが複素共役な関係ではないということに注意しなくてはならない。
このために振幅Frf，BIの時間変化を考えると一方が成長、もう一方は減衰することになるo

4.3 渦分裂の数値シミュレーション

時間発展の GP方程式を用いて数値シミュレーションを行い、複素固有値モードが実際にどの

ような不安定化を起こしているかを調べてみよう。

まず、式 (37)の定常解をある ηに対して数値的に求める。この状態からの時開発展をシミュレー

ションするのであるが、式 (37)の解は何も摂動を加えないままでは(数値的には)定常なままなの

で、適当な摂動をパルス的に加えて渦の変化を調べることにするoここでは lv回対称な摂動によ

り外部ポテンシャルを、短時間6

V川 =jT2M叫 0)] (78) 

と変形することにする。このように摂動の対称性を決めることによって、 l= lvのモードが選択的

に励起される o また 6は十分小さくとり、摂動を切った直後では渦構造に明確な変化は現れない

ように注意した。得られた秩序変数の時間変化から、 4.2節で述べた方法により各励起モードの割

合γふを求め、その時間変化を調べた。

図9には図 4(a)の0::;η三1000の領域を拡大してプロットしである。この中で、複素固有値

の存在しない場合(η=500)、l= 2，3，4の複素固有値が単独で存在する場合(η=200， 730， 590)、

および3種類の複素固有値が共存する場合(η=340)について、それぞれ時間発展の様子を調べ

た。 l= 5，6の複素固有値モードについては、複素固有値の虚部が非常に小さく存在領域も狭いた

め現実には非常に起こりにくいと考え、こここでは l= 2，3，4のモードのみ考えることにする o

まず、 η=500にとり複素固有値が存在しない場合、つまりすべての励起モードが実固有値を持

つ場合について調べた結果、渦芯の構造には変化がみられず、 "~I も定常なままであることが確

認できた。これは線形近似の結果とよく一致する。この結果は摂動の対称性lvを変えても同じで

あったo

6ここでは 1/ωHO程度にとった。
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図 9:図4(a)の拡大図。複素固有値の存在しない場合(η=500)、1= 2，3，4の複素固有値が単独
で存在する場合(η=200， 730， 590)、および3種類の複素固有値が共存する場合(η=340)につ
いて、それぞれ数値シミュレーションにより時開発展の様子を調べた。

次に、複素固有値モードが単独で存在する領域で、渦構造の時間変化を調べた。その典型例と

して、ここでは η=730の結果を示す。 η=730では1=3の複素固有値モードが存在し、図 6(c) 

から長3=方(w!h+ iW30)と表されることがわかる。この複素固有値モードに合わせて lv= 3の
摂動を加えた後のγふの変化を図 10に示す。 (η=730で1vヂ3の場合には複素固有値モードが励

起されず、 η=500の場合と同様励起されたモードは定常なままであったo )図 10(a)には摂動を

加えた直後の様子をプロットしているが、すべての励起モードの振幅が小さい聞は時間変化は線

形近似で得られるものと一致することがわかる。つまり、複素固有値モードの割合|ず，BIはそれ

ぞれexp(士Imw3t)で変化し、一方、実固有値モードの振幅は一定になっている。さらに長時間発

展させた様子が図 10(b)であるo複素固有値モードの一方(1:r1Dが成長し線形近似の範囲を超え
ると成長は途中でとまり、代わりにこれと複素共役なモード (1守fl)が成長しはじめる o この 2つ
のモードは互いに相互作用しながら振動する o またこれらのモードが増加すると、非線形効果に

より他の励起モードも次第にふえてくる o このとき、複素固有値モードとの相関が強い 1= lvの

モードが選択的に増加する。(ただし、 1v= 2の場合は、非線形効果により 1=4の実固有値モー

ドも成長する。)

また、図 11(a)， (b)， (c)には図 10中の点A，B，Cでの凝縮体の様子を示した。摂動を加えた直

後は図 11(a)にあるように渦の汗タ伏にはほとんど変化が見られない。しかし、しばらく時間がたっ

て|ザ|が大きくなると、図 11(b)にみられるように渦は分裂して三回対称な配置をとる。 2つの

複素共役なモードの相互作用は、これらの分裂した渦間距離の振動という形で現れる。図 11(b) 

で分裂した渦は、|サBIの入れ替わる点Cでは図 11(c)でみられるように再び中心に集まりひと

つになろうとしている。その後は複素固有値モードの振幅の振動に対応して、図 11(b)， (c)の状

態を行き来する o しかし、この振動の中で、いったん 4つの渦に分裂した後は量子数4の渦に戻
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図 10:励起モードの割合の時間変化。 (a)は摂動を加えた直後の様子を示している。点 Aで摂

動を切ったo破線は複素固有値モードの割合(1ず ，BI)を表し、 exp(土Imw3t)をプロットした実線
と一致している o 実固有値モードについてはいくつか例として点線でプロットしており、摂動を

切った後は一定値になっていることがわかる o (b)はさらに時間のばして変化を追った様子を示

す。複素共役な 2つのモードの割合を表す|守引，WF|をそれぞれ実線と破線で示している o途中か
らexp(土Imw3t)の形をはずれて両者が振動を始める。点線は実固有値モードの割合で、|ず，BIが
大きくなり振動を始めるとその影響を受けて次第に増加する。点A，B，Cでの凝縮体の密度分布

は図 11に示す。
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原子気体BECにおける量子渦の分裂

図 11:図 10中の (a)点A，(b)点B，(c)点Cに対応する凝縮体の粒子数分布。白が粒子数密度の
大きい領域、黒が小さい領域を表す。摂動を切った直後の (a)では密度分布は定常な分布からほと

んど変化をうけていないが、複素固有値モードが成長した (b)では渦が4つに分裂して、三国対称、

な形に並んでいる o また複素固有値モードの振動にあわせて、 (c)のように渦が再び中心に集まろ

うとする様子が見られるo

図 12:l = 2，3，4の複素固有値が共存する η=340での分裂の様子。加えた摂動は (a)lv = 2、(b)
lv = 3、(c)lv = 4である o これより分裂パターンはんによって選択できることがわかる o

る事はない。さらに時間を進めると、非線形効果により励起された実固有値モードのために、分

裂した渦の平均的な渦間距離は次第に離れ、中心の渦は細かい振動を始めた。凝縮体の外形も次

第にひずんでいった。

さらに、我々は複数の複素固有値モードが共存する領域での振る舞いも調べた。図 12には l=

2，3，4の複素固有値モードが共存するη=340での結果を示す。 (a)，(b)， (c)は、それぞれん=2，3，4 

の摂動を加えた後の分裂の様子である。それぞれ、 lv回対称な形で渦が整列している。このことか

ら、複素固有値モードが共存している場合には、加える摂動の対称性によって分裂パターンを選

択できる事がわかる oただし、時開発展の時定数は複素固有値の虚部の逆数で決まっており、ラン

ダムなノイズが与えられたときには Imwzの大きい l=2の分裂がみられるであろう o また、 l=2

の場合については、中心に出来た量子数2の渦も不安定であるようで、密度分布からは量子数2の

渦は確認できず、分裂がはっきりみてとれる状況では図 12(a)のように量子数1の渦が直線上に

並ぶ様子がみられた。
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5 まとめ

本稿では、量子数4の渦の分裂過程について考察したo特に、エネルギ一散逸のない状況でも

不安定性を引き起こしうる複素固有値励起について調べた。

複素固有値を持つモードは、励起エネルギーとしてはゼロの状態であり、そのためにエネルギー

を保存したままでも成長することが可能となっている。複素固有値モードの出現には、全角運動

量と全エネルギーがともにゼロとなるような 2つの励起モードが必要で、これらが組み合わさっ

て、 2つの複素共役なモードとして現れることがわかった。このとき、 2つのモードの一方が負の

励起エネルギーを持つモードでなくてはならない。負の励起エネルギーの η依存性を定性的に説

明し、複素固有値の現れ方が励起の角運動量lによって異なることを示した。

また、複素固有値モードにより凝縮体の分布がどのような変形を受けるかを考察した。分裂の

形状を分類すると、図 8のようになる o さらに、 GP方程式の数値シミュレーションにより、実際

に微少な摂動を加えた後の凝縮体の時間変化を調べた。その結果、時間変化は線形近似から得ら

れるものとよく一致し、励起モードがすべて実固有値を持つ場合は、凝縮体はほとんど変化を受

けないままであった。しかし複素固有値モードが存在すればそれが指数関数的に成長して渦は分

裂した。また、線形近似の範囲内では、成長の時定数は複素固有値の虚部で決まるものであるが、

非線形効果により他のモードも増幅されて、次第に複雑な渦の運動に変わっていった。

本研究で特に注目したいのが、複素固有値モードが現れるかどうかはトラップされている原子

の数に依存しているため、それを変えることで、様々な(量子数4の渦の場合は主に 3通り)の分

裂パターンが観測されるという点である。また、複数の複素国有値モードが共存している場合に

は、加える摂動によって起こりうる不安定化を制御できる。渦の分裂を実験的に制御できるとい

う非常に興味深い結果である。
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