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1 はじめに

様々な自然現象の出現メカニズムを理解するために，反応拡散方程式

(ut=ε…(U) 
Ux = 0， x = 0，π， 

Z ε(0，π)， 
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を用い，定常解の存在およびその安定性が調べられてきている.ここで， U ERN，ε>0で

あり ，Dはすべての要素が正である対角行列，f:RN →RN は滑らかな関数である.本報

告では，N>2をみたす反応拡散方程式の中で最も単純な非線形項をもっ Lotka-Volterra 

競争系を扱い， εに関する定常解の大域的な分岐構造について考察する.

2 単独の反応拡散方程式

(1.1)において

N=l， f(u)=u(l-u)(uー α)， 0 <α く 1

とし，まず最初に， εに関する定常解の大域的な分岐構造について考えよう.このとき，

u=Oおよび u=lは常微分方程式町二 f(u)の安定な平衡点であり u αは不安定な

平衡点である. (1.1)の定常問題

(o=ε…1一山)
u' = 0， x = 0，π 

Z ε(0，π)， 
(2.1) 

の解 u(x)は，すべての Z εRに対して u(x)= u( -x)をみたす周期 2π の周期関数とみ

なすことができる.ここで， F=£である.変数変換 x= y'cとを行うと， (2.1)は

Ut; =町内=-D-1 f(u)， とε R (2.2) 

u 

図 1:f(u) 図 2:0 <α< 1/2のときの F(u)
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α< 1/2 α= 1/2 α> 1/2 

図 3:流れ

と表せる.

π D 
内)= fou川 s

'-' - ~' H(u， v) = ; V2 + F(u)， 

とおくと， (2.2)の任意の解 u(ご)， v(ご)に対して

委[H(u(ご)グ(ご))]=(Dvc(と)+ f(吋)))吋)= 0 

が成り立つので，点 (u(と)，v(ご))(ご ε[0，3])は曲線 H(u，v)= F(u(O))上を動くことがわ

かる.図 3に示されるように，H(uヲり)の等高線を描くことにより， (2.2)によって生成

される流れを理解できる.また，境界条件 υ(0)= 0， v(三)= 0より ，(u， v)平面で見ると，

~=O のとき U 軸上を出発して，ご=三のとき U 軸に再び戻ってくる軌道を見つければ

よいことカfわかる.

Oく α<1/2のとき，図 2に示されるように，

F(u) = -土u2{3u2-4(1+α)u + 6α} 
12 

は零点 0ヲp-，p+ (α< p_ < 1 < p+)をもっ.図 3からわかるように，各pε(0，α)u(α，p-)
に対し，初期条件 u(O)= pうり(0)= 0のもとでの (2.2)の解 u(と)うり(と)に対して，再び U

軸に戻ってくる最初のとをと=三(p)とし， ε(p)= π2/三(p)2とおくと ，u(x/ V'E(P))は

ε=ε(p)に対する (2.1)の解である.また，すべての kεNに対して，

(εヲu(x))が (2.1)をみたす C=}- (k2ε，u(x/k))が (2.1)をみたす

が成り立つので， (2.1)の解の大域的な分岐構造は図 4(b)のようになることが示唆され

る(例えば，詳しくは Chafee-Infante[1]を参照せよ)• 

次に，t →+∞における(1.1)の解の漸近挙動について考えよう .u(x)に対して

引い(.))= f {事件仰い))}dx 

とおくと， (1.1)の任意の解 u(x，t)に対して

最が冗卯例(ι，t刈tの引)け)=fπ 山 Zバμ仇(い仇川Z民?

二一一fπ 山 Z口刈山Zバμ(μ川Z
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u(O) 

E 

E 

(a)相空間と分岐構造

図 4:分岐構造

がみたされ， (1.1)は勾配系である.Hale [2ヲ第 4章]より， (1.1)の大域的アトラクタ A

はA=UeεEWU(ε)と表現でき， (1.1)のすべての解は t→+∞のとき Aに漸近するこ

とが知られている.ここで，Eは定常解の集合であり ，WU(e)は u=eにおける不安定

多様体である.以上のことから，

/ 
t →+∞における反応拡散方程式(1.1)の解の詳細な漸近挙動を理解するためには，

すべての定常解を見つけ，それらの安定性を調べることが重要な問題の一つである.

3 Lotka-Volterra競争系

N 三2をみたす反応拡散方程式(1.1)の中で最も単純な非線形項をもっ Lotka-Volterra 

競争系について考察しよう.ここで，

N=2ぅ D= diag(du，dv)， u = t(u，v)， f(u) = t(f，g)(u)ぅ

f(u) = fO(u) u， g(u) = gO(u)叫rD(u)= t(fO，go)(u)， 

fO(u) = 1 -♂ -cvn， gO(u) = 1 -bun 
-vn 

、/
0ψP 、 M守、~1

‘一ー

¥凶↑

図 5:大域的アトラクタ A 図 6:ε0/4<ε<εo 
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とし※ 1 すべてのパラメータは正数である.また，変数 U は個体群密度を意味するので，

すべての Z ε[0， π] に対して U(x) ε R~ がみたされる正値解に制限して議論を行なうこ

とにする.ただし ，R+=(O，+∞)である.

順序関係〈を

(u1，vd ざ(U2うり2) 牛=今 U1 :::; U2， V1どり2

で定義し，上の定義において，三を<で置き換えたものを〈と表すことにする.Uj(Xヲt)= 

t(Uj， Vj)(Xぅt)(jニ 1，2)を(1.1)の正値解とすると，

ω(X， t) = U1 (X， t) -U2(Xぅt)， z(xぅt)= V2(X， t) -Vl(X， t) 

lま

ω=edω+ 叶 α2(X，t) 

Zt =εdv Zxx一 α21(X， t)ω+α22(Xぅt)引 XE (0，7仏 t> 0， 

の解である.ここで，
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である. f(u)の非線形性より，すべての (X，t)に対して α12(X，t) < 0，α21 (X， t) < 0が成

り立つので， Protter-Weinberger [6，第 3章第 8節]より，すべての Z ε[0ぅπ]に対して

ω(X，O)三0，z(x，O)三0であるなら，すべての Z ε[0ヲπ]， t三0に対して ω(x，t)三0，

Z(x， t)さOが成り立つ.これを}I頂序関係ござを用いて表すと，

すべての xE [0，π]に対して U1(x， 0)とU2(X，0)ならば，すべての Z ε[0，π]， t三0

に対して U1(x， t)とU2(X，t)が成り立つ.

つまり，順序関係さに関して(1.1)には比較定理が成り立つことがわかる.

また，n= 2のときには，u(x) = t(u，v)(x)に対して

引(U(.))= fo
1f 

[~{bdu ux(x)2 + cdv vx(x)2)} -F(u叫 dx，

b_4 bC_.2_.2 c_4 
F(u)=-u+-u--u--Uり一 -V2 . 2 - 4 - 2 

とおくと， (1.1)の任意の解 u(xヲt)= t(仏り)(x，t)に対して

rπ 

長冗(U(.，t)) =-I ( b Ut ( x， t) 2 + c Vt ( x， t) 2) dx :::; 0 

※ 11979年に Shigesaga-Kawasaki-Teramoto [8]によって，個体群密度に依存する(非線形な)拡散効果と，

2次の非線形性をもっ反応項からなる競争系が提案されている.ある変数変換により，この競争系の拡散項を

線形拡散に変換すると，それに伴って，反応項が非常に複雑なものになる.筆者は，その競争系の定常解の

分岐構造や時間大域的な解の漸近挙動を研究するための最初の段階として，ここでの非線形性を扱い，定常

解の大域的な分岐構造を調べようとしている.
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が成り立つので，n 2のときには(1.1)は勾配系となる.しかしながら，それ以外の

η>0に対しては， (1.1)が勾配系かどうかは不明である.

本報告での目的を， (1.1)のすべての正値定常解を見つけることとし， εに関する(1.1)

の定常問題

(o=εD u" + f(u) 
u' = 0ぅ x=0，π 

の正値解の大域的な分岐構造について考察する.

x E (0，π)， 
(3.1) 

3.1 評価

非線形項 f(u)は，図 7に示されるように， 4つの場合に分類される.ただし，矢印は

Ut = f(u)で生成される流れを意味している.また， (3.1)の定数解としては， 0， el = t(1， 0)ヲ

e2 = t(O， 1)および， max(b， c) < 1または min(b，c) > 1のとき正値解となる

tu (= (ル))= ((引く叫)
がある.まず， (3.1)に非定数正値解が存在する可能性がある (b，c)の範囲を特定しよう.

U u 

(1) b < 1 :::; c (II) cく 1:::; b 

u U 

(1II) maxゅうc)く 1 (1V) min(b， c) > 1 

図 7:非線形項の分類

u(x) = t(u，υ)(x)を (3.1)の任意の正値解とし，
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a

，，、、‘.，，，

z

z

 

，，E
E

‘
、
〆
，
E
E

‘、

u

u

 

x
-
x
f刊

a
o
a
o
 

m
州

m
利

一
一
一
一

、‘.，ノ、、，，ノ

u
+
u
+
 

z

z

 

，，g
，
‘
、
，
，
E

目、、

N

U

U

 

、‘E
，，，、、，，，ム

z

z

 

，，，
E

‘
、
，
，
，
a
‘、

川

u

un-n-

-
-
E
A
内

E
J

・'
E
A
吋
E
J

m
，叫

m
叫

2

2

 

一
一
一
一

、‘E
E

，，，、、‘，，
F

U

一

U
-

z

z

 

，，，.‘、

J'a
目、、

川

u

u

-41-



講義ノート

とおくと，

ペz竺 _.I_u¥n
O三一 εdu一一一 =1 -u(x~t -cv(とt~ 1-u(と)n_ C 巾~)ぺ

(と)一ー

ペバ 1.._.I_V¥n O三一 εdv一一一一 1-bu(x~t -v(x~)n ::; 1 -bu(x~t -v(x~)n 
(咋)一+ー

が得られる.同様に

1-u(x~t -cり(にt三0三1-bu(x~)η 一り(と)π

も示せ，すべての Z ε[0，π]に対して

u(x)ε冗三 (0，1)x (0，1) 

が成り立つ.c<l::;bのときには，

0三(b-1)匂(x士)n三(c-l)v(x~t < 0 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

となり，矛盾である.同様に，b < 1三Cのときにも矛盾が導かれる.また， min(b， c)く 1

のときには，

り(x~t -v(x~t 三 b (u(x~t -u(と )η)三bc(v(x~)η - v(x~t) 

であるから ，u(x~t) = u(x竺)および υ (x~J =り(と)が得られる.つまり ，u(x)は定数関

数である.以上のことから，すべての n，du， dv，εに対して，

(i) b < 1 ::; cまたは c<l三bのとき， (3.1)は正値解をもたない，

(ii) max(b， c)く 1のとき， (3.1)の正値解は aのみである，

ことカfわかる.このことから，

(3.1)に非定数正値解が存在する可能性があるのは， min(b， c)三1のときである.

以下では， ρ=(η，b，c， du， dv)とおき， μ= (b， c)εM三 {(bヲc)I min(b， c) > 1}の場合

について考察する.このとき uε R~ であることに注意したい.

3.2 空間的な様相

各pに対して，u(x)が ε>0に対する (3.1)の正値解である (ε，u(.))ε R+ X X の集

合を E(ρ)とする.ここで，X = {u(.)ε C2([0，π]， R 2) I u' (0) = 0 = u' (π) }である.さ

らに，ある tε{Oヲ1}が存在し，すべての jε{O，L---，k-1}ぅ Z ε(πjjk，π(j + l)jk) 
に対して (-l)j+fu'(x) >-0が成り立つ (ε，u(.))ε E(ρ)の集合を Ek(ρ)(kεN)とする

(Ek(ρ)に属する解の空間的な様相については図 8を参照せよ).定義から，すべての ρ

に対して Uk>OEk(ρ) c E(ρ)であり，さらに，各 ρ，kに対して

(ε， u(.))ε Ek(ρ) や===? (k2
ε， u(.jk))εE1(ρ) 
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o x 

図 8:空間的な様相

が成り立つ.

u(x) = t(u，v)(x)を ε>0に対する (3.1)の任意の非定数正値解とする.境界条件より，

u(x)は，すべての Z εRに対して u(x)= u( -x)をみたす周期 2π の周期関数とみなす

ことができる.また，u'(x)は

0:=訂二ε::U +ごrんμ:rγ(::了:!f(いZ刈刈勺)リ仰叫)U肝:Uれ:+;:何0=ε v V"十 9u(U(X))U + 9v(U(X)) V， Z ε(0，π)， (3.5) 

の非自明な解であるから， u" (0) =1-0， u竹0)= 0である .uペ0)v勺0)= 0のとき

£(uF州 0)= 0ぅ 五長~(いu山F切γυd州f

εed仇ω包udv 若品~(μu' v'州)(0)ド=一4“d仇ωvf.以'v(何u(州0的州)リ)v'♂川'(附0的ザ)戸2一 4“du9仇似uバ(何u(卯例附0的刊)リ)u"吋'(げ0的吋)戸2> 0 

となるので，すべての Z ε(0， xo)に対して u'(x)v' (x)ヂOであり ，u' (xo) v' (xo) = 0が

成り立つ Xoε(0，π]が存在する.

すべての XE (0， xo)に対して u'(x)v'(x) > 0と仮定する .u'(xo) = 0のとき，

o=f。(εい 111仲ん(u(x))州 +fv(u(x))げ(x))仰 )dx 

=εdu (u" (xo) u(xo) -u吋0)u(O)) 

+ {O (刀(u(x))u'(x) 十d刀川d州内削(い例Z刈)川

となり，矛盾である.同様にげ(xo)= 0のときにも矛盾を導くことができるので，すべて

の Zε(0， xo)に対して u'(x)げ(x)く Oが成り立つ.

ぜい0)ヂ0を仮定する.このとき，

u(x) (= t(U， V)(x)) = u(x) -u(2 Xo -x) 
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は U(xo)= 0， U'(xo) V'(xo) = 0， U勺xo)= 0をみたす周期 2π の周期関数である.簡単

な計算から，

差(UV)(xo) = 0，る(UV)(xo)ニ 2U' (xo) V' (xo) = 0，る(UV)(xo) = 0， 

edudvt(UV)(xo) = -4dvfv(u(xo))V'(xO)2 -4dugu(u(xo))U'(xO)2 >。
を確認できるので，すべての Z ε(xo， xdに対して U(x)V(x) > 0であり ，U(xd V(xd = 

0となる XlE (xo， Xo + 2π]が存在する .U(xd = 0のとき，

o=C(εい "(x)+ f(u(x)))山 -x) dx =εdu (u(xd u'川-仰0)U'(xo)) 

+ 1:' (Jo(u(x))一州

となり札，矛盾である.同様に V(Xl)= 0のときにも矛盾を導くことができるので，u'(xo) = 

0が成り立つ.解の一意性より，すべての Z ξRに対して u(x)= u(2xo -x)がみたさ

れる.また，すべての Z ε(0， xo)に対して u'(x)v'(x) < 0であることと境界条件により，

f=π/xoεNとなるので， (ε， u(.))ε El(ρ)である.ゆえに，各 ρに対して

E(ρ) = U Ek(ρ) 

が成り立つ.このことは，各 ρに対して，E1(ρ)の構造を調べるだけで，E(ρ)の構造全

体が理解できることを示している.また，証明を見直すと，すべての U ξ R~ に対して

f~(u) < 0， f~(u) < 0， g~(u) く 0 ， g~(u) < 0 (3.6) 

がみたされる f(u)であれば，上の結果は成り立つことがわかる.以下では，非定数正値

解 u(x)に対して，上の証明によって定められる tεNを f(u)と表すことにする.

次に， ε(p)および u(x，q) = t(仏 υ)(x， q)は区間 (qーヲ q十)上で定義された連続関数で

あり，各 qに対して u(x，p)は ε=ε(q)に対する (3.1)の非定数正値解である場合に，

u(x，q)の空間的な様相について考えよう.

fo = f(u(.，qo)) = inf{f(u(.，q)) Iq E (qーヲ q+)} 

となるん εN，qoε(qーヲ q+)をとることができる.すべての Z ξ(0ぅπjfo)に対して

u' (x， qo) v' (x， qo) < 0がみたされることと， u(.， q)の連続性より ，qoεInt Qであり，す

べての qεQに対して f(u(.，q))=んをみたす最大に延長された区間 Qが存在する.こ

こで，qーく d一三 infQと仮定する .u(xぅq-)は非定数であるから， f1 == f(u(.，q_)) > fo 
でなければならない.このとき，

πjf1ε(0，πjfo)， u' (π/f1， q-)ニ O

である.各 qεQに対して， (0，πj fo)上で u'(x，q) >-0または， (0，πjfo)上でぜいうq)-< 0 

が成り立つので， u勺π/f1，q_) = 0でなければならない.また，u'(x， q_)はぜい/f1，q_)= 

0をみたす

0=ε(iI-) D u"十九(u(x，q_)) u， Z ε(0，π) 
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の非自明な解であるから， dF(Z?d-)ヂ0でなければならない.これは矛盾である.ゆえ

に，q_ = infQである.同様に q+= sup Q も示せるので，次が成り立つ.

ε(q)および u(.，q)を区間 (q-，q+)上で定義された連続関数とし，各 qに対して，

u{x，q)が ε=ε(q)に対する (3.1)の非定数正値解であるとする.このとき ，f(u(.，q)) 

は区間 (q-，q+)上で定数関数である.

これは， (3.1)の非定数正値解の連続的な枝に対して， f(u)の値は一定であることを示し

ている.

εおよび u(x)= t(uうり)(x)は (ε，u(.))ε E1(ρ)をみたすとする. (3.4)が成り立ち，す

べての U ε冗に対して

ん(u) -gu ( u) = 1 -(n + 1)♂ -cvn +η b un-1 
V ::; 1 + n b， 

gv(u) -fv(u) = 1ー (n+ 1)♂ -bun十 ncuvn-1
三1+nc 

であることに注意する.ここで，

a.xll十 nO.l十 ηCIM(ρ)= ーい・.--， -・ / 
min(du， dv) 

とおく .u'(x)はすべての Zεゅうπ)に対して u'( x) v' ( x) < 0をみたす (3.5)の非自明な

解であるから， ε>M(p)のときには，

o = fo
1f 

(ε仰 lII(x)+fu川州+fv(u(x)) v'(x))山 z

-fo
1f 

(εdv v
lll 
(x)協同))内)+ gv(u(x))内))山Z

= fo
1f 

Uu(u(x))一弘(u附-e du) u'(x)山 Z

-fo
1f 

(gv(u附ーん(u附 -εdv)v'(x) sinx dx =1=-0 

となり，矛盾である.ゆえに，各 ρに対して，

(ε， u(.))ε El(ρ) =ニヰ〉 ε壬M(ρ)

が成り立つ.

3.3 u(O)に関する一意性

横軸を εの値，縦軸を u(O)juの値として，E1(ρ)の構造を数値的に求めたものが図 9

である.これにより， εに対しては複数の u(O)が対応するが，u(O) (ヂ u)に対しては唯

一つの εが対応すること，つまり ，u(O)に関する (3.1)の正値解の一意性が期待できる.

ここでは，このような性質が成り立っかどうか調べてみよう.

(εj， Uj (.))ε E1(ρ) (j = 1， 2)を任意とする.境界条件より ，Uj(x) = t(Uj，り)(x)(jニ 1，

2)は周期 2π の周期関数とみなせる.ここでは，ul (0) =句(0)またはり1(0)= V2(0)が

F
h
u
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E . e 
E 

一一一ーコニプ一一一一

。 0 
o銭謁 O縦訓 o.曲後訓鋭掲 1.001 似l2鋭説 0.9師 。田袋抱

笥諸島伺 ..，...，.， 

b = c = 200.0 b = c = 2000.0 

図 9:η=1.1， du = dvの場合の分岐図

みたされるときに，elε2および U1(.)= U2(.)が成り立つことを示そう .U とりの役

割を入れ替えることにより ，V1 (0) = V2 ( 0)の場合にも同様に示せるので，U1 (0) =句(0)

の場合のみを証明することにする.このとき，一般性を失うことなく ，V1 (0)どり2(0)を

仮定してよい.

り1(0)>句(0)を仮定する.Uj(ご)(= t(巧，Vj)(と))= Uj(.flj C) (j = 1， 2)は，境界条件

U~(O) = 0のもとでの

o = DU~~ + f(U)，と ε R

の有界な正値解である.

(α!142)(ご)= l' f~(IIU1(Ç) + (1 -11) U2(と))dO 
α21α22 ー

とおくと， fO(u)の非線形性より，すべての i，]，とに対して αむ(と)< 0である.

U1(と T̂ TI r¥ V1 (ご)
U(と)=一一一 V(と)=--

U2(り らは)

とおくと，

du£(U1一的)(0)= -a~2(0) Ul(O) > 0 

より，

ご1三 sup{T > 0 I区間 [0ぅT]上で U(と)> 1， V(と)> 1が成り立つ}> 0 

(3.7) 

をとることができる .Uc(O) = 0， l令(0)= 0であることと，すべてのご ε(0，とdに対して

du委[U2(と)2Uc(ご)]= du (U1cc(と)山(と)-U1(ご)U2cc(ご))

= - {a~l(州(と) -1) U2(と)十兆(と)(内)-1)乃(ご)}U1(仇(と)>。ヲ

吋[乃(ご)引(と)]= dv (V1cc(ご)巧(ご)-V1(ご)九日(と))

=一件(州(ご)-1)U2(ご)+山)(す(ご)-1)川 )}V1(C)乃は)>。
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X 
u(O) 

X 
u(O) 

ε1 ε2 ε ε 

(a)典型的な分岐 (b)サドル・ノード分岐

図 10:分岐の例

が成り立つことから，すべてのご ε(0，と1]に対して鳥(と)> 0， vdO > 0である.

1ニ U(O)< U(む)， 1く V(O)< V(む)

およびむの定義から， 6ニ+∞でなければならない.したがって，U1(と)/U2(ご)および

V1(ご)/乃(と)は狭義単調増加関数である =jπ/、/可とおくと ，Uj(ご)は周期 23jの周

期関数である.E1(ρ)に属する解の空間的な様相から ，U1(と)はと =6ε{O，三dで最大

値をとるので，

U1(6 +三2)/' U1(6) U1(6 + 32) U1(6 +三2)
く一一一一< ニ

U2(6) ....: U2(6) ~ U2(6十三2) U2(6) 

が得られ，これは矛盾である.ゆえに ，V1(0) = 句 (0)である.解の一意性より，すべ

てのご εRに対して U1(と)= U2(と)が成り立つ.各 jに対して区間ゅう 3j) 上で

Uj~(ご)巧~(ご) < 0であるから， e1ε2でなければならない.したがって，

pおよび (ε3ヲUj(.))εEl(ρ) (j = 1， 2)を任意とする. [U1 (O)h = [u2(0)hまたは

[U1(0)h = [u2(0)hがみたされるならば， ε1=ε2および U1(.)= U2(.)が成り立つ.

ここで， [U]jはベクトル Uの第 j要素を意味する.これにより， (3.1)の正値解からの二

次分岐は，図 10(a)に示されるような分岐は起きず，起こったとしても，図 10(b)に示

されるようなサドル・ノード型であることがわかる.また，上の議論を見直すと， (3.6)が

みたされる f(u)に対しては，上の結果が成り立つことがわかる.

3.4 u =白からの分岐

変数変換 u=色紙り =vzにより， (3.1)は

(。二εDw"+ f(w) 

w' =0ぅ Z ニ Oぅπ

x E (0，π) ， 
(3.8) 

円

i
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と表せ， e = t(l， 1)は (3.8)の定数解である.ここで，

ゆ un， 2=fl¥w  =t(d?2)， w=t(ω，z)， f(w) = t(λタ)(w)，

I(w) = IO(w)肌 g(w)= gO(w)引 fO(w)= t(Io，gO)(w)， 

IO(w) = 1 -wωn _ (1 -w) zn， gO(w) = 1 -(1 -2)ωn-szn 

である.また，

/ - M  n(w一川、
九(白)= l ~(2- 1) V _~ 2 ) 

(3.9) 

¥ U I 

より，

制 (-D+九州)=川-D十九(e))

が成り立つ.ここで，

ゴ=(0，1) x ゴ?ゴ ={wε R~I ω +z<l} ，

d = (du， dv)ヲ D(n，μ)={dε R~ I det(-D +九(白))= O} 

とおく wεjと (3.9)より， fw(e)の各要素は負であり， det fw( e) = _n2ωく Oであ

る.ただし， ω=l-w-乏とする.したがって，

det (γD十九(e))ニ O

は実数解 γー?γ+(γ= -1，γ+ > 0)をもち， νε{-，+}に対して，行列 γνD+ fw(e) 
の固有値 0に対応する固有ベクトルは，

Vv = t (n (1 -w)，川品/v叫ν

と表せる.また，簡単な計算から Vーと V十は一次独立であることがわかる.

定数解 w=eのまわりで線形化した (3.8)の線形化作用素を

κeW =εD w" + fw(e) w 

とする.境界条件 w'(O)= 0ぅw'(π)ニ Oをみたす実数の範囲での κeW 二Oの任意の解

w(x)は

w(x) = (C1 e-η+X +α♂+X) V+十 (C3e-1
η-X + C4 eiη-X) V_ 

= (C1 e-い +C2伊 X)V + + 2 Re ( C 4ρ-X) V_  

と表せる.ここで， η土=/i石日(>0)であり ，C1， C2 は実数，C3， C4は C4二 百を

みたす複素数である.境界条件より，

o =(C2 - C1)η+ V+ -21mC4η_Vーぅ

o = (C2 -C1 e-
2η+π)♂+πη+ V+一21m(C4 e

1ηー π)η_Vー
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Dv 

.... 
Du 

図 11:拡散係数 (Du=εdu， Dv =εdv)とD(η?μ)

が得られる .vーと v+は一次独立であるから，

C1 = 0， C2 = 0ヲ ImC4 = 0， Re C4 sin(η-π)=0 

となる.争k(X) = V _ cos k Xとおくと，

I {α<Tk(.) IαεR} 
kerκE; = < 

I{O} 

(ε ニ 1/k2う kεNのとき)，

(その他)

が成り立つ.κEの随伴作用素を κ;とし，

v~ = t (η(1ー z)，-du-nw)う

とおくと，同様の議論から，

争k(x)= v~ coskx 

、t
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(ε = 1/k2ヲ kεNのとき)，

(その他)

が成り立ち，

(いjJ= fo7r (v_， v~) 山xdx 二 2(vi)

=2{η2(1-w)(1-z)+(dけ 刊)2}> 0 

がみたされる.ここで， (・ぅ・)は L2(0ぅπ)内積を意味する.

ε= 1/k2 (kεN)に対して，境界条件 w'(O)= 0ぅ w'(π)ニ Oをみたす κE;W 二 <Tk(X)

の解 W(x)が存在すると仮定すると，

o < (<Tゎ叫)ニ (κE;W ，φk)= (wぅκ;φk)= 0 

となり，矛盾である.したがって，各 kξNに対して， ε= 1/k2のとき κEは単純な悶

有値 0をもち，その固有関数は φk(X)である.また，その他の ε>0に対しては κEは
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固有値 0をもたない.w = 0， t(O， 1j'U)および t(l/仏0)からは (3.8)の正値解は分岐しな

いので， Rabinowitz [7]と第 3.1節の評価より，各れ Nに対して， ε=1/k2で w=e

から次の性質をみたす (3.8)の正値解が分岐することがわかる.

(1/k2， e)ε Ck(ρ)であり ，{O}xXまたは R+X {e}に到達する (3.8)の正値解か

ら成る有界で連続的な枝 Ck(ρ)(c R+ X X)が存在する.

P(p) = { [w(O)h I (ε， u(.))εC1(ρ) }とおくと ，u(O)に関する一意性より，すべての pε

P(p)に対して [w(O，p，ρ)h=pをみたす連続関数 t(p，ρ)，w(.，p， p)を用いて，

C1(ρ) = {(t(P，p)， w(.，p，p)) Ipε P(ρ) } 

と表すことができる.

3.5 分岐方向の計算

この節では， (ε，u) = (1， e)のまわりでの分岐方向について，さらに詳しく調べよう.

f(e)二 Oであるから， f(w)をw ニ eのまわりで展開すると，

f(e + h) = fw(e) h +色(h，h) +ち(h)

と表せる.ここで， f2(hlヲh2)は h1および h2に関して線形な関数であり ，Ihl→0のと

きら(h)= O(lhI3
)がみたされる.変数 νを導入して，

ε戸=ゴε仇( 、vd必2十 d
w=古(X，円 ρ)=e十 ν<Tl(X)+ν2 W2(X，p) +ν3W3(Xヲ円ρ)

とおき，これらを (3.8)に代入する.このとき， κ1争l(X)= 0であることと， (3.8)は

κ1 (w -e) = -(ε-1) D w" -f ( w )十九(e)(w-e)

二一 (ε-1) Dw"ーら(w-e， w -e)ーら(w-e) 

と表せることに注意すると v→0のとき上の両辺ともに O(ν2)であり， ν2の項は

ε1 (ρ) 
二一六「で丈 D針(X)-f2(<T1(X)， <Tl(X)) 

、!d~ + d~ 一

εdρ) 
rf づ Dv_ cosx一色(vーバ_)cos2 

X 三 h3(x)
、/《 +d3

(3.10) 

である.κ;の国有値 0に対応する固有空間は<Ti(x)で張られているので，

εl(ρ{T'I. * ¥ r 
0山=斗=(h似h31刈刈φ到町i)=冴 τ可考(Dv_，v一

f π 3 π ε 1  (ωω p刈) 
一位(v ぅv_)，v~) I cosJ 

X dx = π-，，---丈 (Dvースと)
ん 2、/d2+d3

ハ
U
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となり， e1 (ρ)=0が得られる.分岐方向を決定するためには， ε2(p)の値を調べる必要が

あるが， νに関する 3次項を計算するのはかなり困難で、ある.

ここで，分岐方向を調べるパラメータの範囲を明確にしておこう.パラメータ pの集合

N および N2を

N = U { (n， Jt) } x D(η?μ) ，ん ={pεNIη 三2}

(nμ)は +xM

で定義すると，すべての ρεMに対して，これまで述べてきた結果は成り立つことに注

意したい.また，すべての pεMに対して，

Wε ゴ， Oく ω く 1， d.， = n{ηω -zdu) -
du+nw 

Oく d
u
< nw 

Z 

であるから，すべての ρεMに対して (y，w)εゴがみたされる.ただし，y=duz/{nω) 

である.1imlμ|→+∞w=Oより ，N および必は R5の非有界な領域であるが，:7は

R3の有界な領域であることに注意したい.

数式処理ソフト，例えば，Mαthemαticαを利用して計算すると，

41){叫払前)
ε2(ρ)= 三(2)

ε~"} (仏前)

lま

41)(η y， w) =6ε計%，W)+341
，hル)(η-2) +εド)(y，w)(ηー2)2，

é~2)(y ， W) =山2(似 +2ωy-仰 2)(似 +5ωy-4ωy2)

と表される.ここで， é~l ，j)(y ， w) は非常に複雑であり，その詳細は付録に示す. (ε川)=

(1， e)のまわりでの分岐構造を理解するためには，与えられた pεN に対して， ε2(ρ)の

正確な値は求められなくても その符号を知ることが重要である.

3.6 分岐方向の数値的検証

ここでは，コンピュータを用いて， ρε N2に対して ε2(p)の符号を数値的に検証する

方法について考えよう.

コンピュータ内部では，数値は有限桁の 2進数として表現されているため，例えば， 10 

進数 0.1の 2進数表現は循環小数 0.0001100(2)であるから，コンビュータではその値を

正確に表現することができない.そこで，

0.0001100(2) ~ 0.0001100(2) ~ 0.0001101(2) 

であるから，実数 0.0001100(2)を，それを含む区間 [0.0001100(2)ヲ0.0001101(2)]で扱うと，

区間から実数を特定することはできないが，実数の値の評価は可能となる.

1
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よ
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実数 αおよび区間 [α1，b1]， [α2， O:2]が与えられたとき，区間演算

差

積

和

差

積

和

の
の

間

と

区
一

と

ラ

間

カ

区
ス α土 [α1，b1] =[α 土 α1，α::!::b1]， 

α・[α1ヲb1]=[min(αα1， abd，max(αα1， a bd]' 

[α1， b1] + [α2， O:2] =[α1+α2， b1 + O:2]， 

[α1， b1] -[α2， O:2] =[α1 -b2， b1一α2]，

[α1， b1] . [α2， O:2] =[α3， b3]， 

α3 = min(α1α2，α1 O:2， blα2， b1 b2)， 

b3 = max(α1α2ヲα1b2， b1α2， b1 b2) 

を定義すると，演算子 O ε{+，一，・}に対して，

αεR， c ε[α， b] 

C1ξ[α1， bI]う C2ε[αおら]

=今 αocEαo[αル]

=キ Cl0 C2ε[α1， b1] 0 [α2， O:2] 

が成り立つ.区間演算を x= (Xl， X2，'・.， Xk)に関する多項式 P(x)の評価に用いると，

p([α1， b1]， [α2ヲ b2]， .. . ， [αk， bk]) < 0 ==::;. p(x) < 0 (xε R) 

となる. ここでt R= [α1， b1] x [α2必]x・・・ x[αk， bk]である.

例えば，p(X) = X2 -2 X + 1.1， 1 = [0.8，0.9]とする.明らかに，すべての Z εIに対

して p(X)> 0である. 1.1 = [0.64，0.81]， 2・1= [1.6， 1.8]であるから，

p(1) =1.1 -21+ 1.1 = [0.64，0.81] -[1.6，1.8] + 1.1 

= [-1.16， -0.79] + 1.1 = [-0.06，0.31] 

となる.これでは，すべての Z εIに対して p(X)> 0が成り立つことを示せていない.

そこで，J = [0.0，0.1]， X = 0.8 + Yとおくと， 1 = 0.8 + Jであり，

p(0.8 + y) = y2 -0.4 y + 0.14， 

となるので，

J. J = [0.0ぅ0.01]， 0.4・ J= [0.0ヲ0.04]

p(I) = J . J -0.4・ J+ 0.14 = [0.0，0.01] -[0.0，0.04] + 0.14 = [0.10，0.15] 

が得られ，すべての Z εIに対して p(X)> 0であることが示せる.このことは，区間演

算で多項式を評価する際には，評価する区間の両端点が原点に近い方が評価がよくなるこ

とを示している.

Mαthemαticαに組み込まれている区間演算機能を用いて，(y， w)ε ゴに対して

εf'勺，w)<O (j=0ぅ 1，2)ぅ

が成り立つことを数値的に検証できる.したがって，

[~2)(y ， W)> 。
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すべての pε N2に対して ε2(p)< 0である.

分岐理論から，各 ρε N2に対して，分岐点 (ε，w)= (1/k2， e)の近傍で，分岐解は

w(x) = e十 ν争k(X)+ O(ν2)ν→0) 

と表され，連続的な枝に関して f(u)は定数であるから，すべての k，j (k :/= j)に対して

ら(ρ)n Cj(ρ) =日である.つまり，各 ρι 入(2，k εNに対してら(ρ)は {O}x X に到

達しなければならないことになる.したがって.p-(ρ) = inf P(ρ)， p+(ρ) = sup P(ρ)と

おくと，すべての ρε N2に対して，

1im. . t(p， p) = 0 
P→P:i:(p) 

が成り立つ.

3.7 

p = t(p，q) C 

(o=εDw" + f(w)， x > 0 

w(O) = pぅ w'(O)= 0 

ψ(x，p，ε，ρ) = t(ψ¥ψZ) (x， pぅムρ)Dψ(x， p， e， p) (x， p， e， p) ImiCHenry [2] Corol-

lary 3.4.6 Q)DCψ'(π，p，ムρ)= 0 (p，ムρ)Cψ(x，p，ムρ) (3.8) D 
w(x) = t(ω，z)(x)ε> 0 (3.8) lC 

w(x) =ψ(x， w(O)ヲムρ)

C2 x 2 s ψp(xヲw(O)ヲムρ)

(乙W 三 ε九九(w(x))W = 0 

W(O) = hぅ W'(O)= 0 

x > 0， 

DW(x)(= t(W， Z)(x)) =ψp(x， w(O)，ムρ)el D 

W(O) = el， W'(O) = 0， εdv Z"(O) = -9ω(w(O)) > 0 

C x E (0，X2) W(x) > 0， Z(x) > 0 X2 E (0，π] DW(X2) = 0 

o=fm(山 (x)dx =εdu W'(勾 )ω(X2)

十IoX2

(j~(w(x)) 附)十万(w(x)) Z(りいい)2dx <。

つd
F
h
u
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CZ(X2) = 0 

o=f2阿ル(x)dx =εぱdμ糾旬vZ

+ ['勾2(必伽州(同州w叫(川附¢仰(w州w

CDCx勾2=π7r， W(付川π付)> 0， Z(π) > 0 D X2 = πCW'(π) > 0ぅZ'(π)> ODC沿いうw(O)，ムρ)e1 

evfDl叫(π，w(O)，ムρ)e2 evfC 

ψ~(π， w(O)，ε，ρ) vfD 

Cψ~(7r， w(O)戸，ρ)LIO CPD 

3.8 E1 (ρ)の構造

ε= t(p， p)において w 命(x，p，p)のまわりで線形化した (3.8)の線形化作用素を

t(W，p，p) = t(p，p) DW" + fw(w(x，p，ρ))W 

とし，t(.，p， p)の固有値を入.j(p，ρ)(jεN)とする.一般性を失うことなく，各 jに対し

て Re入j(pヲρ)三Re入j+1(Pヲρ)がみたされるとしてよい.ここで，

宙(p.p)= ψ~(7r， w(O.p， p)， t(p， p)， p) 

とおくと，明らかに，各 ρε N2，PεP(ρ)に対して， det曲(p，p) = 0であることと，

入j(p，p)= 0をみたす jεNが存在することは同値である.次は， det宙(p，ρ)に関する結

果である ([3]). 

すべての pεNシ三 {ρε N21 n = 2， b = c， du =ゐ}， pモP(p)¥{1}に対して

det宙(p，ρ)ヂ0がみたされる.

以下では，E1(p)の構造について調べるが，概略しか述べていないので，その詳細につい

ては刊を参照してほしい.

分岐方向の計算と陰関数定理より，最大に拡張された集合

g= U (ε-(ρ)，1) x {ρ} 
pεM 

とg上で定義された c1級の関数有一(.， eぅρ)= t(wー，z_)(.，eぅp)が存在して， (i)すべて

の (ε，ρ)εGに対して，w_(xぅムρ)は R(w)= 1のもとでの (3.8)の正値解であり， (ii)各

ν<0ヲpεN2に対して w_(.，E(ν，p)ヲρ)=前(.，片付がみたされる.各 ρε N2に対して

W_(O， E(ν，ρ) ，ρ)ニ 1+n(1-w)ν+0(1ν12)く 1ν→0)
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であることと，評価式 (3.2)ぅ (3.3)より，

すべての (εぅp)εGに対して 合一(0，只p)-< e -<合一(πヲムp)，

すべての (x，ムρ)ε(0ぅπ)x 9に対して 合一(xヲ町ρ)ε 冗， WL(z，ε，ρ)>-0 

が得られる.

pε ぬのとき ε-(ρ)> 0が成り立っと仮定する.比較定理とアスコリ・アルツェラの

定理より，ある合o(x)が存在し，wo(x)は ε=ε-(p)に対する (3.8)の解であり，区間

[0川上で

lim， ， w_(x，町 p)=命。(x)ε冗
E→Eー (ρ)

をみたす.

合。(x)=合(x，[合o(O)h，p)， εー(p)= t([wo(O)h， p) 

であることと，陰関数定理より， (ε-(p)， p)εInt9となり，矛盾である.ゆえに， ρεN2な

らば ε_(p)= 0である.上の議論を見直すと，各ρεN2に対して，すべての PE (p-(ρ)ヲ1)

に対して det宙(p，p)ヂ0が成り立てば， ε_(p)= 0がみたされることになる.ここで，

εー(ρ)=0をみたす ρε 必の集合を 0 とし，Nを含む Cの最大に延長された連結集合

を 00とすると ，N c 00 c 0 cN2である.

pεo。を任意にとる.すべての εε (0，1)に対して

'lIL(O，ε，ρ)ε (p-(ρ)，1)ヲ t( w_ (0， E，ρ) ，ρ) =ε 

が成り立つ.また，u(O)に関する一意性より ，w_(O，ムρ)はεに関して単射である.ぎ(p，p) 

はすべての pε P(ρ)に対して正であり，

lim， ，t(p， p) = 0， li叫 t(p，p) = 1 
p→p-(p) ，- " p→i 

をみたすので，

!!呉w-(O，ムρ)= p-(ρ)， li叫 w_(0，ムρ)= 1 
Eー今i

が得られる，つまり ，w_(O下町ρ):(0，1)→(p-(ρ)，1)は εに関して全単射である .t(pぅρ): 

(p-(ρ)， 1)→(0，1)はpに関して連続な全単射であるから，

/ 
各 ρεc。に対して，t(p， p)は pに関して狭義の単調増加である.

θoonN2ヲ三日と仮定し ，poεδoonN2を任意にとる.t(p，ρ0) : (p-(ρ0)，1)→(0， 1) 

は pに関して非減少であり，分岐方向の計算から ，p=lの近傍で狭義単調増加である.

t(p，ρ0)はpに関して連続であるから，

P(ε) = {pε(p-(ρ0)，1) I t(pぅρ0)=ε} 

は，すべての εε(0ぅ1)に対して区間 (p-(po)ヲ1)の閉部分集合であり， ε=1の近傍で

合(ε)は唯一つの要素からなることがわかる. inf合(ε3)< sup合(ε3)をみたす ε3ξ(0ぅ1)

が存在する場合を考えよう.宙(p，ρ)のすべての要素が正であることと， ψ(x，pぅ町 ρ)の解
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析性より，台(ε3)= (p-(ρ0)，1)となる.limp→1 t(p，ρ0) = 1より， ε3= 1となり，矛盾で

ある.したがって，すべての εε(0，1)に対して P(ε)は唯一つの要素からなるので，

liII! p(ε) = p-(po)， li叫。(ε)= 1 
E~U Eー-H

をみたす t(pヲpo)の逆関数。(ε):(0，1)→(p-(ρ'0)， 1)が存在する.合(x，ε)= w(x，p(ε) ，ρ0)， 

8={εε(0，1) I det宙(民(ε)，po)= O}とおく.Rabinowitz [7]の Theorem1.3と，すべ

ての εに対して守(戸(ε)，ρ0)の各要素が正であることから， 8ヲ五日であるならば，すべて

の εεSに対して (3.8)の非定数正値解が w=ゃい?ε)から分岐することになり，これは，

u(O)に関する一意性に矛盾する.したがって， 8=日でなければならないので， e-(PO) = 0 

である.以上の議論を見直すと，すべての (ε，ρ)εGに対して det宙([合(0ぅムρ)h，p) # 0 

である.陰関数定理より， ρ。εIntOoとなり， ρoの取り方に矛盾する.ゆえに，00 =N2 

であり ，9 = (0， 1) X N2が成り立つ.

合+(x，ε，p)=合一(π -X，e，ρ)とおくと ，W+(X，e，p)は (ε，p)εgに対する (3.8)の正

値解であり，

すべての (ε，p)εGに対して

すべての (X，ムρ)ε(0，π)x cに対して

をみたす.定義より，すべての ρε N2に対して

w+(O，ε，p) >-e >-w+(π?町p)う

命~(X ， ε ， ρ) ベ O

{ (ε，w土(・ぅムρ))Iε ε (0，1)}CE1(ρ) 三 { (ε，w(.))I(ε，Tw(.)) ε E1(ρ) } 

である.ここで， T=diag(仏心)である.

ρεN2および (εoぅwo(.))ε E1(ρ)を任意にとる.明らかに，wo(x) = w(x， [wo(O)h，ρ)， 

εo = t([wo(O)h， p)であり， [wo(O)h E (P_(p)， 1)または [wo(π)hε (P_(p)，l)がみたされ

る.最初に， [wo(O)hε (p-(ρ)，1)の場合を考える.すべての εε(0，1)に対して，区間 [0ヲπ]

上で w(x，(t(.，ρ))-1 (ε)，ρ)二台_(x，ε，ρ)が成り立つので， wo(.) =合一(.，eOヲρ)である.

ただし， (三(.，ρ))一1(ε)はpに関する t(pヲp)の逆関数である.次に， [wo(π)hε (p_(p)，l) 
の場合を考えよう.wo(π -x)は f(w)= 1をみたす ε=ε0>0に対する (3.8)の正値解

であるから，すべての Z ε[0ヲπ]に対して wo(π-.)= w_(・?ε0，ρ)である.したがって，

lボ叶.，eOヲρ([wo(O)h< 1)ヲ

wo(.) = < 
I w+(.， eO，ρ([wo(O)h > 1) 

であり ，E1(ρ) = {(ε?命土(.， e，ρ)) Iεε(0，1) }となる.したがって，各 ρεN与に対して，

E1(ρ) = {(ε，U土(・?ムρ))Iεε(0ぅ1)} 

と表現される.ここで u土(.バ，ρ)=Tw土(.， e， p)である.

4 いくつかの課題

これまでの議論をまとめると， εに関する (3.1)の正値解の大域的な分岐構造は， (2.1) 

の解のそれと類似していることがわかる(図 12).各 ρε N2に対して (3.1)の正値解の
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図 12:ρε 必に対する大域的な分岐構造
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ε 

二次分岐は起きないことを示したが， ρεMかつ 1<n<2の場合には，図 9に示され

るように，数値計算ではサドル・ノード型の二次分岐が起こっている.このような二次分

岐がどのような場合に起こる可能性があるのかを理論的に特定する必要がある.

また， Kishimoto-Weinberger [5]の結果から，ここで得られた (3.1)のすべての非定数

正値解は(1.1)の不安定な定常解であることがわかる.これまでの議論では， (1.1)の定

常解に関する分岐構造を調べているだけであり， Hopf分岐に関する情報は得られていな

い.このため，t →+∞のとき(1.1)の解の時間大域的な漸近挙動については未解決の部

分が多くある.

生物は 2次元平面上または 3次元空間内で生活を営んでいることを考えると，生物の

住処を 1次元の区間 (0，π)から高次元空間内の有界な領域へと一般化する必要がある.こ

のような一般化に関して，例えば，領域を円盤とし，軸対称、性をもっ解に制限をした最も

単純な場合でも，どのような種類の正値解が存在するのかがわかっていないので，未解決

問題として残されている.

定数解 u=uから分岐する分岐解の分岐方向の決定が，大域的な分岐構造を理解する

上で重要で、ある.ここでは，分岐方向を決定するために，数値的な検証方法を用いている

が，検証のために，現在の標準的なパソコンで 1日程度の時間が必要である.Shigesada-

Kawasaki-Teramotoによって提案された競争系の解析が目標であるから，ここで用いた

f(u)よりもさらに複雑な非線形性を扱う必要があり，分岐方向の検証に現在以上の計算時

間が必要となることが予想される.このことから，数値的な検証方法の開発・改善も今後

の課題となる.
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