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N 個の点渦を無限平面、或いは、円周境界内に配置した時、「どのような運動をするのかj、ま

た、「その統計的な性質は何かJ、について調べた結果を報告する。特に、 Onsager理論の検証、大

正準集団による特徴付けとその破綻、および、エネルギースペクトルの挙動について紹介する。
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1 はじめに

まず、著者の紹介をしておく。佐野は非線形動力学・非平衡統計力学が専門、八柳はプラズマ物

理学が専門、吉田は現在博士課程3回生の大学院生である。いずれも、流体力学のプロパーな専

門家ではない。我々は、点渦系(或いは、二次元渦系)に関しての最近の発展についてのレビュー

と、この三人が日頃議論して研究してきた成果を以下紹介していく [1-3]0したがって、流体力学

の専門家からすると、首を傾げたくなるようなこともあるかもしれないし、また、流体力学の専

門家には考えつかないことを我々がやっている可能性もある。何かお気づきの点があったならば、

ご指摘頂ければ幸いである。我々の扱いは全般的に学部レベル程度の統計力学の応用である。ラ

ンダム行列論との関係に関する部分以外は難しいと感ずることなく読み進めると思う。

我々が点渦系を扱うに至った経緯は以下のようなものである。 UCSDのグループによる非中性

プラズマの実験 [4-11]と、我々のいる人間・環境学研究科内の際本研究室で行われている非中性

プラズマの実験 [12-16]で出た結果をどのように理論的に解析したらよいのであろうかという問題

を提起されたことに始まる。ちなみに、八柳は際本研究室の所属である。以下、この実験につい

て説明する。

Malmbergトラップpと呼ばれる閉じこめ方法によって円筒容器に閉じこめられた電子プラズマの

運動が二次元Euler流体の渦運動と等価になることを示す。円筒軸方向に一様な強磁場がかかって

おり、円筒軸方向(z方向)に一様な電荷密度分布が与えられているとき、電子の運動は円筒軸に

垂直な断面内の運動のみによって特徴づけられる。一様磁場Boの中で運動する粒子はサイクロト

ロン運動をする。今、電子の分布によって静電場Eが発生しているとすると、このサイクロト口

ン運動の中心はドリフト速度と呼ばれる速度 Vd
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で運動する。磁場が十分強くて、電荷密度分布に比べてサイクロトロン運動の半径が十分小さい

と、電子の運動はドリフト速度で与えられるとしてよい。このとき、案内中心で代表される速度

をスカラーポテンシャルの(x:y)で書き直す (E= -¥7ゆ)と、

E x Bo 1 (θゆ θゆ¥ゆ
d二一一一二一(一--;:;-ex十一ev) = ez x マ~ : (2) 
B;5 Bo ¥δuozuj-B07  

となる。一方、二次元非圧縮性流体は流れ関数によってその運動を記述できることから、

V = ez xマι(3)
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となり、 。(x，y) 
骨(川)=-E7う (4) 

の対応がつく。このことから、ドリフト速度の発散はゼロとなり、非圧縮流となっていることが

分かる(非圧縮性:V.Vdニ 0)。こうして、電子の流れ (Vd)が流れ関数(世)で書けると読み替え

ができるのである。速度の回転をとって渦度を求めると、

(= (ez = V X vdニ♂2Ji
υo 

電荷密度を η(xぅy)、電荷を eとすると、 Poisson方程式

(5) 

マ2o=竺?
ε。 (6) 

により、渦度と電荷密度との関係は、

((川)=三与
ιoυo 

となる。電荷密度については連続の式が成り立つ。

(7) 

2E+v町二 O
θt 

これから、渦度の連続の式が求まる。つまり、式(7)により、

θ〈六
一一十 V.V( = o. 
θt 、

まとめると、渦度((民y)の従う方程式は、

θ〈六
一一+V. V( = 0、δt . ." -， 

(8) 

(9) 
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となる。二次元電磁気学と二次元Euler流体との関係を表にすると以下のようになる。

(12) 

非圧縮性

速度

渦度

連続の式

二次元電磁気学

V. Vd = 0 

Vd =-Vゆxez/ Bo 

( = V X Vd二 ezV
2ゆ/Bo

者十 Vd. Vnご O

二次元Euler流体

V.Vニ O

V = -VW X ez 
(=VXVニ ezV

2，主

主十 V.V( = 0 

この非中性プラズマの実験では、初期に比較的渦度の強い分布から出発すると、平衡状態へ緩和す

る過程で、渦度の強い部分(クランプと呼ぶ)が結晶構造を作る渦結品などが見られている [6-11]0

この渦結晶は準安定状態としてかなり長い時間スケールでその構造を保ちながら、しかし、その
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構造は少しずつ変化し、クランプが合体して最終的に大きな渦になる o この現象はこの非中性プ

ラズマの問題で最も面白い現象の一つである。

上で見たように、非中性プラズマの挙動は二次元Euler流体として記述できる。逆に言うと、非

中性プラズマの実験は二次元Euler流体のアナログ・シミュレーションと言えないでもない。当然、

理論的に解析するためにも、二次元Euler流体を数値的にシミュレートすることが求められる。し

かし、我々は流体力学の専門家ではないので、二次元Euler流体を数値的に解くだけの計算機資

源および技量もない。そもそも、 Euler流体の数値計算は大変な作業である。だが、二次元Euler

流体を離散近似で解くことは何とか我々にもできる。二次元Euler流体の離散近似として点渦系

を考えるのである。幸い八柳は MDGRAPE-2を使用できる環境にあり、点渦系を高速に数値計算

することができる。 MDGRAPE-2については後述する。点渦系は二次元Euler方程式と Poisson

方程式を満たしている。したがって、一つの解になっているが、点渦系が連続場をどれだけ近似

しているかは数学的によく分かっていないようである。つまり、連続極限(流体力学極限?)で

Euler方程式の解になっているか?ということである。この基礎的な問題を頭の隅に置きながら、

この研究の動機を述べていこう。

1.まず第ーに、点渦系としてのどのような運動形態が可能であるのかに興味がある。これが

我々の研究の最も根幹となる動機である。

2.しかし、闇雲にシミュレーションをして運動形態を枚挙するだけでは芸がない。そこで、統

計理論としての Onsager理論 (1949)[27]に注目した。 Onsager理論は論文にして 3ページ

ぐらいの記述であって、二次元渦系の本質をついているが現象論の域を出ていない。実際に、

Onsager理論を検証してみる必要があると思われる。これが第二の動機である。

3.そして、点渦系に対してはエネルギースペクトルの陽な表式が無限平面系 [49]と円周境界

系 [1]について得られている。この式を使って統計力学的にエネルギースペクトルのべき則

を求めることができる。これが第三の動機である。

4.さらに、点渦系に統計力学を応用する際、(大)正準集団を扱うときに問題があることが

Kraichnanによって 1975年に指摘されているが [32]、その問題が実際にどのようなもので

あるのか確かめておきたい。また、できればその問題を克服する手段を開発したい。そして、

さらに、二次元渦の統計力学と共通した問題があるはずである (BECの量子渦やKosterlitz-

Thouless転移など)。二次元渦の研究は一つの分野にとどまらず、いろいろな分野につなが

る可能性がある。これが第四の動機である。

以下、タイトルの副題にあるように、少数自由度系(少数点渦系)の振る舞いから、大自由度

系(多点渦系)の振る舞い・統計力学的振る舞いへという順序でこの小文を書き進めていくこと

にする。

なお我々は点渦系を、網羅的に研究を進めるために、次のように分類した。まず、境界条件に

関しては、無限平面系と円周境界系の二つの系を考える。さらに、点渦の循環の値を同符号で同
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じ値にした系と、異符号で大きさを同じにした系を考える o したがって、次の四つの異なる系を

扱うことにする。

(無同系 l⑧(同符吋の場合)
円周境界系| 異符号点渦の場合

(13) 

2 ハミルトン系としての点渦系

それでは、まず、点渦系の紹介から始めていくことにする。点渦系の研究の始まりは非常に古

い。 19世紀に Helmholtz[17卜Kirchho百[18]によってハミルトン形式で無限平面での運動方程

式が書かれることが示されてから、点渦系の安定性解析を実現できる実験が Kelvin[19]によって

提案された。その提案は、磁化した針を正 η角形配置に水槽に浮かべて、上から電磁コイルで磁

場をかけて浮かべた針が動くかどうかで安定性を調べるというものであった [22]。その後、 Mayer

が実際に実験を行い、正 η角形配置の安定性を調べ、 17三5は安定、 n三6は不安定であると結

論づけたが、安定性の解析は後に Havelockによって線形解析がなされた [20]0しかし、どの ηが

安定・不安定の境になるのかは諸説があり、暖味だ、った。その後も Morikawaand Swenson [21]、

Kurakin and Yudovich [22]らにより解析が続けられた。その結果、 Kurakin and Yudovichによっ

て、 Kelvinの問題はn:;7で安定、 11ど8で不安定という結論が得られている。

次に、無限平面の場合における、点渦系のハミルトニアンと運動方程式を見ていこう o

2.1 無限平面の場合

無限平面上におかれた点渦系を考えることにする。点渦の位置を r= (x，y)で表すとして、

z=x+ゆと複素数表示を用いると、系のハミルトニアンは、無限大に発散する自己エネルギー

を除いて、
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で与えられる。入η はη番目の点渦の循環である o 運動方程式は、

入f三2-〉iZE
n dt ーθ乙11-

(15) 

或いは、
d.Tn eJH ， dν凡 δH
入一一= ~ --• A 一一二一一一 (16) 
日 dt θYn; "n dt θ.1、九う

と与えられる o Xが座標、 υが運動量と見ると、左辺に循環があるため、厳密な意味でのハミルト

ンの運動方程式ではないが、その点を除けばハミルトンの運動方程式と見なせる。例えば、ポア

ソン括弧を書くと、以下のようになる。

ぶ 1(δfθ9 8f 8g¥ 
{.f':g} =、、一(一一一一一)
f=1入η¥δ:rneJYn θYn 8xn) 

無限平面点渦系の保存量は、運動に直接関係して独立なものとして、

(17) 
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図1:バイナリーの形成:(a)並進型バイナリ一、 (b)回転型バイナリー

1.ハミルトニアン H、

2.重心 (linearimpulse)、

M=乞んら/乞入ηぅ (18) 
n n 

ただし、 2二1-Anヂ0とする。この条件がない場合は保存量ではない。

3.慣性モーメント (angularimpulse)、

1=乞んIZnl2 (19) 
n 

以上が独立な保存量である。独立ではないが保存量となっているものに、全循環乞nん、角運動

量むん(:rn争 -Yn令)がある。
境界のない無限平面上におかれた場合の二つの点渦の運動は可積分であり、その挙動は境界があ

る場合においても基本となる運動である。(1 )二つの点渦の循環が入と一入と異符号の場合。こ

の場合、二つの点渦はバイナリーを形成し併走する o 図1(a)を参照。そこで、このような状態を

並進型バイナリー (translationalbinary)と呼ぶことにする o (2)二つの点渦の循環が入>O(或

いは入<0)と同符号である場合。この場合も、二つの点渦はバイナリーを形成するが、図 1(b)の

ようにお互い回転しあう。そこで、このような状態を回転型バイナリー (rotationalbinary)と呼

ぶことにする。

保存量の数と可積分性:保存量はハミルトニアン (1個)、 linearimpulse(2個)， angular impulse(1 

個)で合計4である。 2-点渦系、 3-点渦系は可積分であることが知られている o 保存量の値の取り

方によっては、 4-点渦系からカオス的な振る舞いをするとともあり、また、可積分である場合もあ

ることが分かっている。無限平面上の点渦系の可積分性については、 Novikov，Arefう Ziglinらの

仕事があり、 Newtonの本に参考文献が挙げられている [23]0
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N-点渦系のダイナミクスと統計力学

2.2 円周境界の場合

円周境界内の点渦系を考えることにする o 円周の半径を Rとする。点渦の位置を r= (ιy)と

して、 z二 x+iyと複素数表示すると、系のHamiltonian(系のエネルギー)は、無限平面系の場合

と同様に、無限大に発散してしまう自己エネルギーを除いて、

N 唱 N N 噌 N N 

H = -4~(乞入nflogR一本LL 入山 logIZn -zrnl十会LL入n入rnlog IR2 -znzム1，(初)
時間ヂη

で与えられる。最初の定数は不必要に思われるかもしれないが、流れ関数を円周境界上でゼロに

するために必要である。また、この項は体積に依存しているため、後節で統計力学を考える場合、

重要なファクターとなる。第三項は境界の効果、つまり境界の外にある鏡像点渦との相互作用を

表している。鏡像の位置どは、 Zを境界内の点渦の位置とすると、 zfニ R2/z*である。 fはZの

複素共役である。運動方程式は、
dz~ θH 
入刊ーヱ=2i一一‘
川 dt θZn

(21) 

或いは、
dXn θH ¥ dYn θH 
入一一二一一入一一一一一一ぅ (22) 
η dt aYnう ndt a.Tn 

と与えられる。この系の保存量は、運動に関係して独立なものとして、 (1 )ハミルトニアン H、

( 2 )慣性モーメント (angularimpulse) 1がある。ほかに、独立ではないが、全循環玄ηんも保

存量である。

保存量の数と可積分性:保存量はハミルトニアンと angularimpulseがあるので、 1-点渦系、 2-

点渦系は可積分系であると考えられ、 3-点渦系から非可積分性の可能性が出てくる o 円周境界系

に関しては、八T三3についての可積分性・非可積分性に関する証明は無いようである。 3-点渦系

(入'/1，二入>0)については、小節3.1において、ポアンカレ断面の様子を調べることで、非可積分

系であることが確認される o

3 負温度の導入

3.1 3点渦系

次の小節でOnsager理論を紹介し負温度の導入をする前に、少数自由度系である円周境界の場合

の3-点渦系において、どのような運動形態があるのか調べておく。少数自由度ではあるが、 Onsager

理論の統計力学的扱いと直接関係している点に注目してもらいたい。キーとなるのは、点渦の運

動する領域は有限であること、運動の形態が大別して二通りのパターンに分かれることである。

我々 は、 3-点渦系に対して、 Arefand Pomphrey [26]の方法を用いてポアンカレ断面を調べ、ど

のような運動形態があるのか調べてみたいl。使った正準変換の詳細は [1]に譲って、以下にその
結果を示す。簡単のために、同符号点渦系を考え、んこ 1(η ニ 1，2，3)、R= 10とした。

次の小節の Onsager理論にとって重要となる状態密度をパラメータ空間(エネルギーと angular

impulse)でプロットした図が図2(a)、その一部を拡大したのが、図2(b)である。一目して分かる
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ように、状態密度には尾根がある。つまり、ある Iで状態密度の断面をとった際に Eに対して、

状態密度の勾配が正の部分と負の部分とがある。勾配が正負となるそれぞれの領域での運動の様

子を知るために、図3に図2(b)において印を付けた点に対応するポアンカレ断面が示されている。

プロットした点の散らばり具合から分かるように点渦はカオス的な運動をしていることが分かる O

L点渦系が非可積分系であろうことが、これから推測される。図3(a)は状態密度の尾根の下側の

点、つまり、勾配が正の側にある。このとき、ポアンカレ断面は 2重リングのようなプロットと

なる。ところが、状態密度の尾根の近傍 (c)では、その 2重リングが合体している。また、状態

密度の尾根の向こう側、つまり勾配が負の側でのプロット (b)、(d)は、 51と同相なプロットが得

られている。明らかに、状態密度の勾配によって運動の形態が異なっており、勾配の符号に応じ

て二通りの運動形態があることが分かる。この運動形態の違いは、次小節に述べる Onsager理論

における「温度jの符号と関係していることが理解される。

3.2 Onsager理論 (1949)

Onsager理論を紹介しよう [27]0Onsagerの論文では、たったの 3ページの記述にすぎないが、

二次元渦系の性質を見事に言い当てている。

今、点渦系は有限領域に閉じこめられているとする。ハミルトニアンは、

句 N N 

H二一元2二:乞入η入mlog IZn -zml + (mirror terms)， 
n m戸z

(23) 

となる。 Onsagerは保存量のことも考えて、正方形の領域を思い浮かべていたようである。この

とき回転対称性は破れているため、 angularimpluseとlinearimpulseは保存量にならず、ハミル

トニアンだけが保存量になる。この点渦系の状態密度を lV(E)とおくことにする。点渦の座標z

とUが正準共役な変数と見なされ、系の配位空間は位相空間と考えることができる。そして、そ

の領域は有限である o このとき、

I lV(E)dE = I ... I d.T1dY1 ・d.TNdYN= AN， (24) 
J-∞ JD JD 

である。ただし、 Dは点渦の動ける領域であり、 AはDの面積である。通常の統計力学における

小正準集団の考え方を応用するならば、エントロビーSは次のように与えられる。

S = log lV(E). (25) 

ただし、 Boltzmann定数は kB= 1とした。これから「形式的にJ温度を定義することができる o

つまり、
1 d5 

β 二一二)~， (26) 
T dE 

である。この温度はもちろん流体の熱力学的な温度ではない。上式を認めることにすると、 lF(E)

は先の積分が有限であることから、

!.im lV(E) = 0， 
IEI→∞ 

(27) 
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図 2:円周境界 (R= 10)内3点渦系の状態密度:(a)状態密度、 (b)拡大図。 (b)において示した
点 (a)と(c)付近が状態密度が高く、尾根になっている。
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(a) (I，E)=(50，2.4) 

(c) (I，E)=(100，2.25) 

(b) (I，E)=(50，2.8) 

(d) (I，E)=(150，2.5) 

図 3:ポアンカレ断面:(a)1= 50ぅE= 2 .4 ~(b)1 二 50~E = 2.8~ (c)1 = 100， E = 2.25，(d)1二
150. E = 2.5 
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N-点渦系のダイナミクスと統計力学

とならなければならず、 lV(E)はどこかで最大値を持つ。今、最大値をもっエネルギーは一つだ、

と仮定して、それを Ecとおくことにする。このとき、 lV(E)はE>Ecにおいて減少関数となる

と考えられる。もし系が平衡状態に落ち着くならば、平衡状態は式 (26)の温度Tによって特徴

づけられることになる。特に、 E> Ecにおいて、温度は

F 1dSldHY(E) 
二一=一一二一一一一一一一一一<O. 
T dE lV(E) dE 

(28) 

とエネルギーの増加に伴って負になる。ここで、 Boltzmann因子eβHによってどのような状態

が平衡状態として実現されるか考えてみると、負温度状態 (E> Ec)では Eが大きい状態が実現

しやすく、点渦は互いに合体して凝集した状態になり、また、正温度状態 (E< Ec)の時、循環

が正の点渦と循環が負の点渦とが近づき、全体として点渦は領域の境界間際まで広がり、エネル

ギーを減らそうとすることになる。

Onsager理論は地球表面(擬二次元系)でなぜハリケーンや台風といった大きな渦(コヒーレ

ントな構造)が成長するのかという疑問に対して最も簡単な説明となるかもしれない。もちろん、

実際の気象現象では大気の厚さやコリオリ力なども重要であるので、目安にすぎないことは事実

であるが、最も本質的なところをついていると言えるだろう o

前小節で円周境界3-点渦系で調べたポアンカレ断面の様子から分かるように、既に 3-点渦系か

ら温度の違いによって運動の形態(凝集しようとするか、広がろうとするか?)が異なることが

理解される o

Onsagerの乱流に関する仕事は数編の論文しか発表されていないが、未発表の仕事はいくつか

あったようである o Onsagerの遺稿を調べ、その辺りの歴史的背景を含めたレビューが [28]にま

とめられているが、まだ出版されていないようである。

3.3 Direct simulationによる検証

Onsager理論の検証を行うため、半径 Rの円周境界内に閉じ込められた循環がん(>0)の点渦

N/2個と、一入。の点渦N/2個から成る異符号点渦系の状態密度lV(EJ)を、系の保存量であるエ

ネルギー(式 (20))と、慣性モーメント(式(19))をパラメータとした大規模ランダムサンプリン

グによって求めた [2]0

まず初めに、合計N個の点渦を乱数を用いて、円周境界内にランダムに配置する。この配置に

対するエネルギーEと慣性ぞーメント Iを求めると、 (E、/)平面上の 1点が定まる o この 1点が、

E、Iを一定とするミクロカノニカルアンサンプルでの 1つの状態に対応する。この作業を合計

10I回繰り返すことにより得た (E:/)平面上の点のヒストグラムが、すなわち状態数の分布とな

る。ここでのポイントは、いかに多くの状態をサンプリングするか、ということに尽きる。しか

し、エネルギーの計算は総点渦数の 2乗に比例する“重たい"計算のため、 Nが 103を超えたあた

りから徐々に待ち時間が気になり始め、 104を超えると、タイムステッフ数にも依存するが、 VIC

やツリーコードのような、なんらかの高速アルコ§リズムを用いない限り、高速なワークステーショ

ンといえども耐え難い計算時間となってしまう。そこで、我々はこの問題をクリアするため、分子
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図4:MDGRAPE-2 (PCI)ボードの様子。プログラムからは、ポアソン方程式を解くサブルーチ

ンを呼び出す感覚で使用できる。

動力学専用計算機MDGRAPE-2(図4)を用いた [29，30]0同様の専用計算機に重力多体専用計算機

GRAPE-6 [31]があるが、 MDGRAPE-2はGRAPE-6と異なり、ポアソン方程式に対するグリー

ン関数を自由に書き換えられるという特徴を持つ。すなわち、一般に、 2体問の距離の関数の和

F(r)ニ乞F(lr-ril)ぅ (29) 

を、高速化することが可能である。我々はこの機能を用い、グリーン関数を 2次元ポアソン方程式

に対するー1/{2π)log rに書き換え、ハミルトニアンの計算を行った。このため、たとえば 3GHz

クラスの Pentium4で1週間の計算であれば、数時間で終了させることが可能となった。

図5に、 N 二 6724、入。=0.15の系に対して、 107回サンプリングを行った後の状態数の分布を

示す。図5が示すとおり、状態数は、ある値 Eo臼 28.0、ん向 0.0でピークを示し、予想通り一山

分布となった。状態数は、正負点渦の数の対称性から、 1=0の面に関して対称である。この断面

内では、系のエネルギーが E>Eoとなるところで、式 (28)が示すとおり、系の温度は負とな

る。また、系の粒子数を変化させて同様のサンフリングを行うと、粒子数が増大すると共に、 E。

の値、及び 1=0の面内での Eoでのピークに対する半値幅は減少することが確認できた [2]。す

なわち、粒子数が無限大の極限で、状態密度は E= 1 = 0にピークを持つデルタ関数になると予

想、できる。

理想気体(正温度)では、よく知られているように、 EχTである。一方、この系の負温度側

(E> Eo、I二 0)における状態数のE依存性を調べたところ、図6に示すとおり、 lnTV{E; 1)矢 _E2

より、 EIX -l/Tとなることがわかった [37:39]0すなわち、正温度側と負温度側で、状態密度は

エネルギーに対して異なる依存性を示す。

次に、我々は、温度をパラメータとした漸近的平衡分布を、時間発展シミュレーションから得

た。時開発展の結果を図7に示す。正の点渦は黒い点、負の点渦は灰色の点で表現されている。図

7(a)では、半径0.07Rで同一符号の点渦346個から構成される塊(クランフ)を正 10個、負 10個

用意し、それらの中心が境界の中心から 0.2Rの円周上に正負交互かつ等間隔に並ぶように配置

した。クランプの一部は相互に重なっているため、初期時刻の分布は、ドーナツ状に見える。ま
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τ=0 

" ・0

τ=0 

64 

16 

128 

32 

図 7:点渦群の時開発展の様子。 (a)T > 00 E = 24.1，1向。，R = 50.0ぅ入=土0.15，Ntot = 6920. 
(b) T < 0に対応。 E2N= 2.69 X 104ぅhN勾 0，R = 50.0，入二土0.15，Ntot二6724 正の点渦は
黒、負の点渦は灰色で表現した。アニOの円は、境界の位置を示す。

た、 (b)では、半径0.2Rで同一符号の点渦1681個から構成されるクランプを正2個、負2個用意

し、正2個は (0.5Rぅ0)、(0，0.5R)に、負2個は (-0.5R，0)、(0:-0.5R)に配置した。各クランプ

内での点渦の配置は、 (a)、(b)共に一様である。今考えている系は、エネルギー保存系のため、点

渦群の初期分布を決めると系のエネルギーが決まり、結果として系の温度が決まる。図 7(a)の場

合のエネルギーは、 E= 24.1 < Eoなので、温度は正である。一方、 (b)の場合のエネルギーは、

E = 2.69 X 104 > Eoなので、温度は負である。

温度が正であるい)の場合、正の点渦と負の点渦は、互いに混ざり合い、一様に分布し、中性

化しようとする傾向がある。各点渦位置での速度は、全体の点渦分布が中性化するほど小さくな

るので、時開発展のタイムスケールは、 (b)の場合に比べて長い。一方、温度が負である (b)の場

合、同符号の点渦同士が凝集し、正は正、負は負で大きなクランプをそれぞれ lつず、つ作ってい

るo この同符号点渦の凝集が、負温度における特徴的振る舞いである o (b)の時開発展シミュレー

ションはァ=200まで続けても、この 2クランプの配位は、基本的に変化しないので、平衡状態

にあるものと考えられる。

ここで、 s<Oの場合の平衡状態(図 7(b)アニ 32)での2つのクランプの位置関係について、簡

単なモデルを用い、考察する。二つのクランプをそれぞれ 1個の点渦に見たて、背景は一様に分布

しており、中性化しているものとする。すなわち、半径Rの円周境界内に、正の点渦 1個が (γぅ0)

に、負の点渦 1個が(-r，O)に置かれていると考える o この場合、ド(必-2)1/2 Rで2点渦系

のエネルギーは最大となる。この値は、シミュレーシヨンで観測した図 7(b)T二32でのクランプ

重心間の距離と近い値であり、最終時刻におけるこつのクランプは、エネルギーがより高い状態

を目指して、このような位置に落ち着いたものと考えることができる。系の全エネルギーは保存

されなくてはいけないため、よりエネルギー状態の高いクランフが生成されるためには、系内に
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N点渦系のダイナミクスと統計力学

エネルギーが下がった点渦群が存在しなければならない。この役割を果たすのが、背景渦である o

すなわち、同符号の点渦が凝集してエネルギーが高くなった点渦が増えるともに、一部の点渦は

クランフ。外へ行き、よりエネルギーが低い一様な背景分布を構成する o 逆に、背景渦がなければ、

このようなクランフは生成されない。これは、非中性プラズマを用いた渦実験において、クラン

プ群が対称な配位へ導かれる「結晶化jでの背景渦の役割と共通したものであると、我々は考え

ている [15，16]0

点渦系の数値計算についての注意:ハミルトニアンがH=T+Vの形になっていないことから、

時開発展作用素を構成しようとするとき、 Baker-Campbe11-Hausdorf公式による展開ができない

ため、陽的なシンフレティック積分法 [24]は使えない。そのため、シンプレティック積分法を使う

とすると、陰的なシンフレティック積分法を使うことが求められる。そのような計算例は [25]に

ある。しかし、陰的なシンプレティック積分法は、各時間ステッフ。で連立非線形方程式をニュート

ン法のようなもので数値的に解かなければならず数値誤差、計算機時間の問題であまりメリット

がない。そのため、我々は Runge-Kutta法 (4次)、或いは、 Runge-Kutta-Feh1berg法(5次)

を使うことにした。

上に書いたとおり、特に同符号系の場合、回転型バイナリーを作ると、全体で回転する時間ス

ケールとバイナリーの持つ回転時間スケールとがかけ離れてしまい、数値的に誤差が溜まりやす

い。高精度な計算を行うためには、時間刻みを十分小さくする必要がある。

また、特に円周境界系の場合には、円周上は流線に一致し、流れ関数がゼロになっており、円周

上で法線方向の速度成分は無いはず、で、あるが、数値誤差によってこれが破れて、点渦が境界の外

に出てしまうことがある。円周境界上では速度場が無限になっていることにも注意。そのような

ことが起こらないようにするためにも、十分に時間刻みを小さくして数値計算を行う必要がある。

4 大正準集団による点渦系の統計力学

Onsager以後、点渦系の統計力学的考察によるいくつかの成果がある。(大)正準集団を使うと

問題が生じることが Kraichnan[32]によって指摘された。この問題点はこの節で述べる o その後、

円周境界に関しては平衡状態として軸対称解を平均場近似で求めたものとして木田 [33]の仕事があ

る。同じように平均場近似で平衡状態を扱ったもの(正方形の領域で周期境界条件)として Jovce

and Montgomery [34]; Pointin and Lundgren [35; 36]がある。また、正方形領域で周期境界条件

の場合に、状態密度を解析的に見積もることも成功している (Sey1er[37])。木田の仕事で見つかっ

ていなかった非軸対称解を求めたものとして、 Smithand O'Nei1 [38]がある。また、二種類の点

渦を入れた系を扱ったものとして Buh1er[39]がある。

総じて、平衡状態を求めるには平均場近似がうまく働き、最終的に次の Poisson-Bo1 tzmann方

程式(申は流れ関数)

ム¥t二 Ae-βF(守)‘ (30) 

を解けば良いことになる。しかし、解析的に解ける場合はかなり限られた場合だけであり、平衡
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状態の全体像が見渡せる(相図が書けるという意味の)モデルは少ない。解析的に解ける場合は、

Joyce and Montgomeryによって調べられた正方形周期境界条件の場合である [40]。この場合は、

sinh-Poisson方程式を

ム曾=-dsinh(β曹)， (31) 

sine-Gordon方程式

世u一世xx+ sin(世)= 0， (32) 

に帰着して解く。

4.1 無限平面の場合

この小節と次の小節および次節の結果は、 [3]によっている。まず初めに、この系は無限系で

あるため、 Onsager理論の適用例にはならない。そのため、温度領域は負温度の領域があるか確

かではない。この点は、次に述べる(正・負温度がある)円周境界内の場合とは大きく異なる。

小正準集団の議論が正当化されるならば、状態密度の畳み込みの議論から大正準集団が構成で

きることが分かる。ただし、この小正準集団から大正準集団への移行は形式的であり、実際に等

価であるかは怪しい。そもそも、熱浴を点渦系につけるとはどういうことなのか分からない。ま

た、以下に見るように、大正準集団が破綻する場合があることがある。

系の分配関数を評価することを考える。今、 N点渦がある場合を考え、保存量H，I，M を考える

と、 Boltzmann因子は、

e一βH-νI-qIb(M)-q2Im(M)， (33) 

で与えられる。重心をゼロに固定して考えることにするならば、 Boltzmann因子は、

eβH-vI (34) 

を考えれば良いことになる。点渦の循環が同符号の場合を考える。入n 入(n= 1，2，・・.，N)。この・

とき、分配関数は、

川=市け-yN(子ニ吐(竿)立|ゐ_ZmI2'Ye-L::=1IZnI2 

となる。ただし、

i=竺E 一一一--4π? 

である。結局、次の積分が評価できればよいことになる。

川 )=fi(22521)立IZn-Zml2γe-L::=1IZnI2 

一 580-

(35) 

(36) 

(37) 
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式 (37) に現れる n~<mIZn -Zml2は、次の Vandermonde行列式の積(ム(z)ム(z)*)で書くこと
ができる。 Vandermonde行列式を以下のように定義する。

s(z) == det(a.ij) 

日(ゐ -Zm)
ηく打Z

玄(-1)一?イ1-7-1...4-1
? 

(38) 

(39) 

ただし、 αり=z{-1(i，j = 1，2，...， N)である。?は置換を表している。また、 P1，P2，• ・ .， PN は 1

から Nまでの数字を置換?によってあてがうことにする。 I(N" = 1)の場合は、ちょうどラン

ダム行列論における Ginibreアンサンブル [41]と等価であって、積分値は、

N 

I(N" = 1) = rrN IT j!， (40) 

である。これは、先のVandermonde行列式を使うと示すことができる。我々の問題ではγが実

数値をもつようにして考察を進めたいのであるから、より一般的な定式化が必要となる。

詳細は [3]に譲って、結果だけを書くと、積分I(N，γ)は調和振動子の量子力学に出てくる昇降

演算子を使って、以下のように書くことができる。

(00...01 {ム(α)}マ{ム(a.t)ド100...0)

( ~~::J e-zjzj lIs(z)121 f立す;; ) ( 41) 

=π-NI(N，，). (42) 

ただし、

N 

s(α) =日(向一α'j)， (43) 
i<j 

N 

s(at) = IT(α.r -a})， (44) 
Zく3

さらに、

100...0)三 10)110)2・・・ 10)N' (45) 

である。 10)は調和振動子の固有状態を表すケットである。したがって、単純に期待値

(00...01 {s(α)}1{s(at)}γ100...0)， (46) 

を評価すれば良いことが分かる。つまり、積分は実行できており、この期待値の評価さえできれ

ば、分配関数の値が分かることになる。ただし、 γは一般には実数であるので評価は面倒である。

この評価をするために、以下の展開に注目する。

zγ=  (1ー (1-x))γ 

ぶ r(γ+1) ふ(n ¥ I ~ ¥k..k Y (-1)nyi  l(-1)V， 
おr(n十l)r(γ一川1) 白い/

581 -

(47) 
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ただし、 O~ Ixl三1である。この式のzにs(α)、或いは、 s(αt)を入れれば、

ぶ r(γ 十1)ηふ(n ¥ I ，¥k 
{s(α)}γ=ヤ (ー1)、‘ I'，v )(ー1yc{ム(α)}k，お r(n+ l)r(γ-n + 1)' -， ~ ¥ k ) (48) 

となり、 Vandermonde行列式の整数べきで書くことができる。したがって、求める積分、式 (46)

を評価するためには、

(00...01 {s(α)}η{s(at)}m 100...0)， (49) 

を評価できればよいことになる。ただし、 n，m.は正の整数である。ちなみに、昇降演算子の数を

考えれば、

(00...01 {s(α) }n{s(at)}m 100...0) = dnm (00...01 {s(α)γ{s(at)}n 100...0) ， (50) 

であろう。

(00...01 {ム(α)}吋ム(at)}n100.. . 0) ， (51) 

の値を計算するには、正直に Vandermonde行列式の展開式を代入していけばよい。昇降演算子

が掛け合わされて、ブラとケットのインデックスが変わり、ブラとケットのインデックスがあった

もの同士の内積が値を持つことになる。結局、次に述べる組み合わせ論の問題が解ければよいこ

とになる。

解かなければならない問題:ある組み合わせ論の問題N枚のカードに 1から Nまでの数字が書

かれている。このカードが η組あるとしよう。 N個の箱がー列に左から右に並べられており、こ

れらの箱にそれぞれの組のカードをシャツフルして一枚ずつ 1番目から N番目の箱へ入れていく。

このとき、それぞれの箱の中に入ったカードに書かれている数の和を箱にあてがうれ1，らい.，iN)。

ランダムにシャツフルしたカードの場合、 il，i2，・・・，iNはどのような分布をするであろうか?これ
が我々の知りたい問題(組み合わせ論)である。もちろん、場合の数は、 (N!)nである。問題は

il，i2γ ・.，iNの分布である。この分布について知見が得られれば、求める積分I(N，γ)の値の表式
を少しでも簡単なものにできるはずである。分配関数を計算しているのであるから、これは状態

数の計算であって、組み合わせ論的な計算が出てくるのは至極当然である。問題は、 I(N，γ)の表

式を如何に我々の使い勝手の良い形に書き直すことができるかである。現時点では、それに成功

していない。漸近的にでも評価ができれば十分であるが残念である。

数理的な側面での面白いところとして、直交多項式(我々の場合Hermite多項式)が出てくる

辺りは、数理的な奥深さを感じさせる。ランダム行列論では、直交多項式の種類によって色々な

アンサンブルが構成できたのを思い起こしておこう。また、積分I(N，γ)はある意味でSelberg積

分と似ている。 Selberg積分は次の積分である [43]0

rl ・ N

恥 s，i，N) fo '''fo Iム(Z)1212?叩一句)川Xl 伽N

日r(1+γ+jγ)r(α+jγ)r(β+れ)
(52) 出 r(l竹 )r(α+β+(N+jー 1)γ)

つん】OO
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U
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ただし、ム(x)= nl::;i<必N(的 -Xj)である。この積分はランダム行列論に現れる分配関数の計算

と関係している [42].

もし、我々の求めたい分配関数と対応させるならば、複素化されたある種の Selberg積分が必

要である。実際、複素Selberg積分は青本によって考察されており、その論文の最後に我々の知り

たいI(N，γ)に関するコメントが述べられている [44]。青本による複素Selberg積分は次の積分で

ある。

WAN)=f fli内ーにLlzj-dt)N-2dZ3〈dz;〈 d川崎

この積分は少なくとも次の領域で定義されている。

-1 < Rea， -1 < Reβ， Re(α+β) < -1 and (N -3)Reγ+Re(α+s) <ー1. (54) 

その値は、

nとかn(π(α十字γ))sin (π(s+与す)叫午)
一 (Nー 2)!日とμn(π(α+β十吟三)サ州乎)

XI(α+ψlpj，N-2)2? 

となる。青本は次の積分を評価するのは興味深いと述べている。

Ic(α，s，γ，N) 

(55) 

f LJIll一川Iz.ヘ
ただし、積分領域DFはD1= {Z IIzl2 < 1}で定められる。この積分は無限平面の場合の点渦系
の分配関数の計算と関係している。しかし、複素Selberg積分のようにガンマ関数の積で書くこと

はできないであろうと予想が述べられているにとどまり、実際の計算は行われていない。彼のコ

メントの通り、特別な場合(γ=1)を除いて、我々の計算が確かにガンマ関数の積には書けないだ

ろうことは先に見た式面から想像できる。

ランダム行列論に現れる G凶 reアンサンブル [41]はγ=守 =1と特殊であるが、無限平面
点渦系のある特殊な温度の場合の振る舞いに示唆的である。ランダム行列論で、よく使われる結

合確率分布とル点相関関数について解析的に計算ができている。 Ginibreアンサンブルの場合、結

合確率分布は、
N N 

P( Z}， Z21 . . . 1 Z N) =日IZn- Zrnl2仰 (-乞|ゐ 12)/ZNl (57) 
n<m n=1 

である。 η~点相関関数は以下のように定義される。

弘(Z11ω-(よ!n)!ffI1伴)山 (58) 

円べ
Uoo 
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Ginibreアンサンプルに対しては 1-点相関関数が

11|2L11421 
R1(z) =π-le-I

Z
I合 l!' (59) 

と与えれられている。近似的に、

N

N
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(60) 

である。つまり、この温度においては点渦は一様分布しようとする [45]02-点相関関数は

2 1 ~ 12¥ f ~ 一~ 1μz勾刈1リ121~ 一~ 1μz勾2|P2 l N 一~ (ZIZ弓;)y l N 一~ (Z2Z勾i)11
ん山(μ(ZI，Z2) 

と与えられている。一般の ηに対する n-点相関関数の解析表現も与えられている。

ん(Z}， Z2 ゐ)= ，，-2exp (ーさ|小叫ん川

(61) 

ただし、
~1 (μ;)1 

KN(九勺)=E7 (63) 

4.2 円周境界の場合

円周境界の場合の分配関数は、式 (34)でHに式(20)を用いて、以下のように与えられる。

Z(β?円V) = ーと一π--/;<乞nん
)2_Nー£乞吋m ん入m+，!Ln，m入n入m

N!hN 

×V£(玄nん )2+N+£乞吋m入n入m-432:n，m入間入m

×ムムdx1dYl ω YN
× dlh-zm|半世11一川|-zhxp(-吋入IZnl2ト
nヲ正m n，m ¥ 口 =1 ノ

(64) 

となる。ただし、 V=πR2である。

4.2.1 問符号点渦の場合

んこ入(η=1:2:・・・ ，N)の場合、分配関数は、

Z(β?民 V) 二 IT-N十4EvN-4主
N!hN " 

×ムムdXldYl 川 YN
N .>，2 N .，，2 .f "li¥ N ¥ 
x II IZn - Zml分rr11 -ZnZム|一分 exp 卜ろ~~二 I Zn I 2 ) ， 
九f.m n，m ¥口ノ

(65) 
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となり、自由エネルギーは

F = -TlnZ(β7久V)， (66) 

であるので、形式的に圧力は、

θF 
p 

=芋(1一等)+寸川久V)， (67) 

で与えられる。この圧力は流体の圧力ではない3 ここで、

Y(s， v， V) 1. .. I dXldYl・・ .dXNdYN 
JD1 JD1 

N
必 N-E三 /νV入N¥×日 IZn-Zml 初日 11 ー乙nZm|4πexp 卜て~2二 I Zn l 2 ト

凡手正m η，m ¥日 ノ

(68) 

である。従って、 ν=0の場合は、一見すると圧力の符号が変わる転移温度は

¥2 

Trol = よ二一.
87r' 

(69) 

である。しかし、実際にはY(s，民V)の積分の発散する項による効果も見積もらなければならない。

非積分関数中の|乙ゐn一Zm刈|αへつ，11一z弘ηzムIbの形のべきによつて分配関数が収束する領域はβ二 1ν/Tε

(←一茄品?禁約)である l伊仰ぬ紙州9仏，6ω叫5
ν=0の場合の圧力は、分配関数が発散しない領域内 (T>Tc2)では、

p=予(T一子)， (70) 

であり、それ以下(0< T < Tc2)では同符号渦は鏡像点渦とのバイナリーを形成すると考えられ、

圧力
NT  

p=一一一
2V' 

(71) 

の理想気体となり、圧力は T=九2において連続につながると考えられる。この転移は、正の高

温度側で点渦が一様に分布する状態から、正の低温度側で境界に近づ、いて鏡像点渦とバイナリー

を形成する状態への転移と考えられる。

分配関数の発散の仕方は Y(s，v， V)によっているが、基本的に IZn-zml， 11 -ZnZム|のべき指
数によっているので、 ν=0での転移点と ν;;i0での転移点は同じかもしれない。しかし、状態方

程式は異なるであろうと思われる。これ以上解析が進められないので、モンテカルロ法などで相

図などを調べる必要があるだろう。

分配関数が発散する領域は大正準集団での記述が危うくなる領域である。この危うい領域には

負温度領域が含まれている。実際、我々は大正準モンテカルロ法で平衡状態を求めようと試みた

が、 Kraichnan[32]によって指摘されている超凝縮(supercondensation)がこの危うい領域で起こ

3この圧力は運動エネルギーも考慮して、 2次元クーロン系にした場合の圧力になっている c
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ることを確認している。超凝集とは点渦が凝集して一点につぶれてしまうことである。もちろん、

普通に時間発展をした場合はこれはエネルギーと angularimpulseの制約で起こり得ないが、大正

準集団を基にした理論では起こり得る。エネルギーが底なし・天井なしであるために Boltzmann

因子に従った最大確率を取る状態を目指そうとすると超凝縮が自然に起こってしまうのである。同

符号点渦の場合は、この超凝縮が起こる領域と現象は、以下の通りである。(1 )負温度領域で同

符号点渦が超凝縮する場合がある。(2 )正温度領域で実点渦と鏡像点渦の間での超凝縮が起こり

うる。

4.2.2 異符号点渦の場合

N個の点渦入と N個の点渦一入があることにすると、分配関数は、

Z(U，V)=  1 F-2N十場立V2N-4立
(N!)2h2N 

x I ... I dXldYl... dX2NdY2N 
JDl JD1 

2N 2N / TT  2N ¥ 

x rr 1ゐ -zml時1!l.rr 11ー叫|一呼旦exp(ーさ玄入IZnI2)， 
nヂm η，m ¥n=l / 

(72) 

となる。圧力は、

p 
δF 

竿(1一等)+晴山川V)， (73) 

となる。ただし、

I ... I dXldYl... dX2NdY2N 
JDl JDl 

2N 2N / TT  2N ¥ 

x iI IZn -Zm l~主r;mrr 11一川1-勾旦exp(ーヰ玄んIZnI2)， 
n手正m n，m ¥ H ノ

である。同符号系に行ったのと同じように、 3(βp円V)の発散を調べなければならない。分配関数

が収束している領域はβε(一品約である。 ν=0の条件のもとでの正の温度領域では、分配
関数が正温度で、かつ、発散しない領域 (T>九2こが/(4π))までは、

三(β，v，V) = 

(74) 

p=手(T一号)， (75) 

であり、 O<T<丸2では、異符号点渦は並進型バイナリー(図1)を形成して、理想気体となり、

T=丸2で連続でつながり、
町一

v
n
y
 

(76) 

となる。この転移はKosterlitz-Thouless(KT)転移 [47，48]と同じであると考えられる。九2の転
移温度は KT転移の組い解析で求められるものと同じである o しかし、注意が必要である。(1 ) 

-586 
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今考えている系は有限系であるので、臨界現象ではない。 (2)KT転移のオリジナルの仕事でな

されているモデルは格予定数で logポテンシャルの発散が打ち切られている [47，48]0我々のモデ

ルではポテンシャルに特異点が入っているのでKT転移とは少し異なることがあるかもしれない。

異符号点渦の場合は、超凝縮が起こる領域と現象は、以下の通りである。(1 )負温度領域で同

符号点渦が超凝縮する。(2 )正温度領域で正点渦と負渦の対の間で超凝縮が起とる。(3 )正温

度領域で実点渦と鏡像点渦の間で超凝縮が起こる。

同符号系の場合と同様により詳細を調べるためには、三(β?円V)の振る舞いを特定しなければな

らないが、解析的にできることはここまでである。モンテカル口法などで相図を調べることが必

要であろう。点渦系にモンテカルロ法を応用するときは小正準モンテカルロ法 [46]を用いるのが

よいようである [38]。我々はモンテカルロ法のいくつかの結果を得ている o その結果(円周境界内

で同符号・異符号点渦系)は別の機会に論文として発表する予定である。

5 エネルギースペクトル

無限平面の場合の点渦系のエネルギースペクトルはNovikovによって求められている [49]。

時)=右(ゃい2主川ルZmll}
円周境界の場合は、吉田と佐野によって求められている問。

唱 rN N 

E印刷(伏刷kめ) = Z古÷示五{停z入花か:わ+2ζM問品ゐ(仇一づZm川m刈|
法入山2吾ε[(宝剖yみ川(伏仰k附R川
N ∞〆、 l 、
十五Mmpliみ(附)]2lす )cos(l(町内))~ • (78) 

(77) 

ただし、九二 rne1.'Pn とおいた。また、

(79) 

である。式(78)は見て分かるように、「無限平面として見た場合のエネルギーJ(式 (77))+ r境

界の効果Jという形になっている。

この節では、上のエネルギースペクトルの表式から平衡状態におけるエネルギースペクトルの

べき則を評価することを目標とする [3]。この時、前節で見たランダム行列論とのアナロジーから

2-点相関関数が平衡状態を特徴づけるにあたって非常に有用であることに注目する。エネルギー

スペクトルのべき則は、 2-点相関関数から評価することになる。 2-点相関関数は以下のようにして

定義される。

ん川_N(う-VfI(22322)eーβ I (80) 
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ただし、 Zは分配関数である。無限平面系では、 linearimpulseの影響が無いような場合を考えて

いる。そして、その場合では N→∞の時は、並進対称性があるため、例の特別な場合 (γ=1)

に対しては、この関数は2点間の距離γ=IZl -z21の関数になる。

R2(γ) = R2(ZI， Z2)， (81) 

しかし、無限平面系で γ#1の場合と円周境界内の場合は、そもそも式 (80)の積分を実行する

のは容易ではない。そこで、無限平面系で， #1の場合は、単純に点渦聞の距離のヒストグラム

を測って、 R2(r)とする。また、円周境界系では、鏡像点渦の効果は無視して、円周境界内の点渦

に関して距離を測り、数値的にヒストグラムを書いたものを R2(r)として扱うことにする。

5.1 無限平面の場合

無限平面の場合について、 Novikovのエネルギースペクトル [49]を用いて、高木らは数値的に

エネルギースペクトルのべき則を評価した [50]0我々は 2-点相関関数を使ってそのべき則を見積

もることにする。

5.1.1 同符号点渦の場合

問符号点禍の場合(入n 入?η=1γ ・・ぅ N)、エネルギースペクトルは、

噌 ( N 、
E(k) = A~L ~ N入2+2入2ヤJo(klzn一川)~ ， 
4πkl 兵二 j 

(82) 

となる。 kが大きい所では第二項の Bessel関数はゼロであるから E(k)'" k-1である。また、 kが

小さいところではBessel関数は定数であるから、同様に E(k)'" k-1となる。問題はkが中間領域

においてどのような振る舞いをするかである。 Nが大きな場合は、 2・点相関関数を使うと式(82)

における和の部分を以下のように

N 

I 2入2L Jo(klzη 一川)
η<m 

2 吋∞川川(叫 伶

と、評価できる。ここで問題になるのは、平衡状態における R2(r)の振る舞いである。数値計算

の結果、平衡状態における R2(r)は以下の関数型によくフィットされることが確認できた。

R2(γ)勾 CIraexp(-C2Td). (84) 

この関数型はラン夕、ム行列論に現れる実ランダム行列に対する最近接準位間隔分布に非常によく

似ている [42]0ちなみにランダム行列論で知られているアンサンブルに対応する最近接準位間隔

分布を以下に挙げておく。(ガウス直交アンサンプル(GOE，βニ 1)、ガウスユニタリーアンサンプ

-588-



N一点渦系のダイナミクスと統計力学

ル (GUEぅs= 2)、ガウスシンプレクティックアンサンブル (GSE，s=4))4 

Pβ=1 (8) (π2) (85) ~8 exp ~ -~8~ ) ， (GOE)， 

Pβ=2(8) ( _~S2) (86) 7r28-exp ープ;S<!)， (GUE)， 

(_ ::8
2
) Pβ=4(8) 367r守u84仰 9 82 ) ， (GSE) (87) 

もし、ランダム行列論との関係を考えるならば、複素数で書かれた点渦の位置を行列の固有値と

みるわけであるから、複素行列のアンサンプルを考えるべきである。それは Ginibreアンサンブ

ルであって、特別な温度の場合 (1=守=1)にのみ点渦系と対応することは先の節で述べたと

おりである。いずれにせよ、数値的な観測結果である、式(84)(ただし、 d= 2)を認めると、式

(83)を解析的に評価できる。

I ~ CIA2100 dr raほP(-C2r2)ゐ(kr)

次の積分の評価は [51]に載っている。

バ∞
2 州中~，/(ν+μ+1 つdxx均一αX-Jv(白)= 出主

/ 
( 2 ，ν+ 1;-;0)ぅ (89) 

2να-2 r(ν+ 1)¥/  

(88) 

ただし、 F(α，b;z)は合流型超幾何関数である (Rβ(α)> 0， Re(μ+ν) > -1)0 Izl→∞における、

F(α，b; z)の漸近形は、

r(b) ぶ (α)η(α-b+ 1)η 
F(a.， b; z) ，....， A一一一一(-z)一α、、(-1)η 

r(b -α) お
r(b) _z α-bぶ (1ー α)n(b-α)η +B一一-，:-e-z 、-
r(z) お n!zn

(90) 

である [52]。ただし、 (α)η=α(α 十 1). . . (α+η-1)であり、 AとBはStokes係数である。我々

はこの漸近展開において Stokes現象を考えなければならない。負の実数zについては、 A= 1か

つB二 Oと取るべきであることから、主要項の評価は

F(a.， b; z) rv (-z)ーへ (91) 

となる。従って、 Zの評価は、

I，，-， k一(a十1) (92) 

となる。それゆえ、エネルギースペクトルの漸近形は、

E(k) ，....， C2k一
(a十2)
十 C3k-

1， (93) 

4ここに現れる βは、我々が先に点渦系に定義した βと同じ温度の役割をしているが、ランダム行列論が扱ってい
ると見なせる系は我々のものとは異なるので別物だと思ってほしい。ただし、 Ginibreアンサンプルに関しては完全な

対応関係がつくのは先に見たの γ=守場合である。
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図8:平衡状態の例(無限平面系): (a)平衡状態での点渦の配置、 N = 10000.入=1.0. (b)(a)に

対応した R2(r)、実線は (a)から取ったデータ。残りの波線・点線はそれぞれ式(95)と式(94)に

よってフイッティングしたもの。

となる。もし、 α=1であると、べきはk-3となり、自由に緩和する二次元乱流のものと一致す

る [53-56]0実際に観測されるのは dヂ2であるが、 γが小さいところでの R2(γ)の振る舞いがエ

ネルギースペクトルの漸近形に効いていることは式 (82)から分かるので、エネルギースペクト

ルのべきは d-f-2での αの値によって決まっている。

次に、我々の理論から求まるべきが実際にあっているか確かめてみる。図8(a)に典型的な平衡状

態での点渦の分布を載せた (N= 1000， E = 1.854 X 105， 1 = 1.014 X 101， AI = -6.346 x 10-3 + 

i1.586 X 10-3)。この状態は乱数によって正規分布させた点渦系を時間発展し、平衡状態と思われ

る状態まで十分時開発展させて得たものである。この平衡状態における R2(r)を図8(b)に載せた。

まず、次の関数型でフイツティングをしてみた。

R2(r) = brαexp( -cr2). (94) 

その結果は、 α=0.5673、b= 42506、c= 40.17である。パラメータを増やして試した中で、最も

フィッティングが良かったのは、次の関数型である。

R2(r) = brαexp( -crd). (95) 

この場合、 α=0.6365、b= 55565、c= 31.81、d= 1.795であった。図9にこの分布に対するエ

ネルギースペクトルを載せてある。 kQ，(α田 -3)の振る舞いから k-1のテールの振る舞いに遷移

する点を勾 =1/γminとおく。ただし、 rminは二点渦間の最小間隔で、ある。一方で、 kが小さい領

域での k-1の振る舞いから kQ，(α均一3)の振る舞いに遷移する点を吋=l/rsizeと置くことにす

る。 rsizeは大体点渦の固まりの分散である。ここで、町三 k三時の領域を中間領域と呼ぶことに

する。式(94)による中間領域におけるべきの予想は式 (93)より -2.5673である。図9から観測

されたべきは -2.65である。もし、フィッティング関数型を式(95)にすると、べきは -2.6365と

なり、一致が少し良くなる。
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図 9:エネルギースペクトル E(k)(図8に対応)(無限平面系):N 二 1000，入=1.0.中間領域の

べきは -2.65である。 kが小さい所と大きな所のべきは -1である。

まとめると、いくつか数値計算を行ったところでは、無限平面の場合、問符号点渦系では、エ

ネルギースペクトルは、

( k-1， (k < ki)， 
E(k) rv { k-α， (ki < k < k2)う
l k -1， (k2 < k)， 

となることが分かった o ただし、 α=1.8 I"V 3.5である。 αは温度に依存している。つまり、エネ

(96) 

ルギー、 angularimpulseによっている。

5.1.2 異符号点渦の場合

異符号点渦の場合は、循環を入n 入(n= 1，...， A1)、ん=一入(η=A1十1γ ・，2N)とおいて

考える。この場合、条件乞どん#0は満たされていないといけない。エネルギースペクトルは、

E(k) --.!一<2N入2十入2 ~ Jo(klzη - zml) 4πk ) --.. ，.. ;ムd
t ηヲf:m，++

一入2 乞 Jo(klzn -zml) +入2 L Jo(klzη - Zml) } 
n戸m，+ー，ー+ nヂm，一一 j 

土 ~2N入2 + 1+十+1十一，ー十十I一一}. (97) 4πk l--'" '-，，' -，-，-， ' ---J 

である。ここで、和における nヂ111.，十十は、循環が正の点渦ペアだけについて和をとるという意

味である。残りの和も同様の定義である。点渦の符号毎に+十、+一、一十、 一一の場合を考え、そ

れに対応した2-点相関関数を考えなければならない。これらを時十+)(r)、込+ー，一+)(r)、時一一)(r) 
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と置こう。これから、以下の項を評価すれば良いことになる。

1+十二入2 L JO(klzn -Zml) 
ηヂm，+十

三吋∞drぜ+)川 (98) 

1十一，一十 ー一 一八¥2 乞 Jo(klzn -Zml) 
日子"m，十一，ー十

~ _，¥2 10∞叫←-+)川kr)

I一一二入2 三;Jo(klzn -zml) 
ザ m，一一

=叫∞drヰー)川kr)

(99) 

、.，
J

A
U
 

Q
U
 

唱
E
A
，，E
目、、

しかし、正と負の点渦が並進型バイナリーを作って、無限遠に飛んで行ってしまう可能性がある

ため、この無限平面の場合で異符号点渦系に対して実際に数値計算をすることはしないことにす

る。ここで定義した込+十)(r)品，+-'-+)(r)，込一一¥r)は、次に述べる円周境界内異符号点渦系の場
合に使うことになる。

5.2 円周境界の場合

5.2.1 問符号点渦の場合

負温度の場合、円周境界内の実点渦の平衡状態に対して測ったR2(γ)は、式 (84)に良く合う

ことを確認した。これについて以下に述べることにしよう。負温度の場合、凝集を起こして境界

から離れているために境界からの効果はあまり効かない、つまり、式(78)において第三、四項は

あまり大きな値を持たない。そのため、中間領域のエネルギースペクトルのべきは、ほとんど式

(78)における第一、二項で決まる。そのため、無限平面の場合で同符号の場合に考えたのと同じ

方法で、エネルギースペクトルのべきを評価できる。 R2(γ)の形が式 (84)であるならば、エネル

ギースペクトルの形は、 k> kiの部分で、

E(k) r-.J C2k一(α十2)+ C3k-¥ 、l
z
f

t

，i
 

A
u
 t--

，，l
‘、

となる。

図10(a)に平衡状態での分布をプロットした。それに対応したエネルギースペクトルは図 10(b)

になる。一目して分かることは、無限平面の場合と異なり、 kが小さいところでは kα1?α1>0と

なる点である。これは、有限系であるため低波数領域の振る舞いが異なるためである。フィッティ

ングの結果、この領域のべきはα1= 2.5である。エネルギースペクトルの中間領域のべきは -2.92

と、自由に緩和する二次元乱流のべき則一3に近い。
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図 10:平衡状態での分布(負温度状態)と対応したエネルギースペクトル:(a)負温度に対応し

た平衡状態での点渦の配置(円周境界)0 N = 240， E 二 8.58X 103， 1 = 5.74 X 102，入=1.0， 
R = 10.0. (b)(a)に対応したエネルギースペクトル中間領域のべきは -2.92である。

(a) 

正温度の場合に、平衡状態とエネルギースペクトルをプロットしたのが、図 11である。この場

合、境界からの効果が効いてくるので、エネルギースペクトルが式(78)の第一、二項で評価した

部分と全体の評価したスペクトルを比較すると、境界の効果でエネルギースペクトルが嵩上げさ

れていることが分かる。第一、二項からの寄与はほとんど k-1であって自己エネルギーの寄与と

同じだが、境界の効果で中間領域のべきが -1.96となっている。

円周境界で同符号点渦系の場合は、エネルギースペクトルは、

(102) 

kα1 (k < ki)， 
k-α2， (ki < k < k2)う
k-1， (k2 < k)， 
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、BEE
t

~
 

、、‘.，，
z'κ
 ，，
a
‘、E
 

となる。ただし、 α1= 2.5 .-v 2.9、α2= 1.8 .-v 3.5である。 α2は温度に依存している。つまり、エ

ネルギ一、 angularimpulseによっている。

異符号点渦の場合

まず、負温度の場合を紹介しよう。図7(b)ア二 32で示された負温度平衡状態について考える。図

叫a) にこの分布に対応した 2・点相関関数、循環の正負のペアごとに分けて、 R~++)(r) 、 R~+-)(r) 、

込-+)(γ)、 局一一)(r)、がプロットしである。この図を見て分かるように、母~++\γ) と吟一一)(r) 

は、ほとんど重なっており、式 (84)のフイツティング関数型に合っている。同様に、 RY一)(r)と
込一+)(r)はほとんど重なっているが、ピーク位置は先のものと大きく異なっている。そのピーク

位置は r= 45であり、これはちょうど正負クランプの間の距離となっている o この平衡状態に対

応したエネルギースペクトルを図 12(b)に載せている。中間領域のべきは -1.94であり、先の系

と比べると、このべきは -3よりも随分小さい。理由は、正負点渦であるため、エネルギースペク

5.2.2 

トルの表式の中で和を取るときにキャンセルが起こるためだと思われる。エネルギースペクトル

円
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図 11:平衡状態における点渦の配置(正温度状態)と対応したエネルギースペクトル:(a)平衡状態

における点渦の配置(正温度状態)N = 240， E = 1.71 X 103，1 = 9.94 x 103，入二 1.0，R = 10.0. 
(b)(a)に対応したエネルギースペクトル中間領域におけるべきはー1.96である。

(a) 

(103) 
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の形は、

である。ただし、 α1= 4.81、α2= 1.94である。このエネルギースペクトルの形は同符号点渦系

のエネルギースペクトルに近いが、中間領域のべきが少し異なり、 α1の値も異なる。

次に、異符号点渦系で正温度の場合を紹介する。図 13(a)に図 7(a)ア二 128で示された正温度

平衡状態に対応する 2-)点相関関数見十十)(r)、 R~+-)(γ)、弘一十)(r) 、 RY一)(r)をフ。ロットしであ
る。見て分かるとおり、 R~++\r)、込一)(r)、込++)(r)、込一一\r) が重なっている。図川b) に

は対応したエネルギースペクトルをプロットした。これを見ると我々が中間領域と呼んでいた、

k一α2，(α2ニ1.9f'V 3.5)の領域が存在しない。 Kが小さい領域 (kQ1，α1= 2.97)と自己エネルギー

の領域(k-1)しかない。つまり、エネルギースペクトルの表式、式(78)における第二、三、四項

における和がキャンセルしあって、自己エネルギーの依存性しか残らないことを示している。エ

(104) 

ネルギースペクトルの形をまとめると、

r kα1， (k < ki = k2)， E ( k) f'V < 
.，-_ 
1 

l k-11(k;=k;<k)? 

このように正温度の場合は、負温度の場合とは非常に異なるとなる。ただし、 α1勾 2.97である。

エネルギースペクトルを示す。

この節のまとめをしておく。点渦系の平衡状態は争点相関関数によって特徴づけるのが自然で

あることが分かった。特に、無限平面の場合については、点渦系のエネルギースペクトルはこの

2-点相関関数によって評価する事ができる。円周境界系では、温度の値(正負)によってエネル

ギースペクトルの中間領域のべきが異なり、このぺきに温度依存性(或いは、エネルギー・慣性

594 -
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図 12:2・点相関関数とエネルギースペクトル:(a)図7(b)の平衡状態に対応した2-点相関関数(負温
度状態)0R~++\r) 、 R~+-)(r)、弘一+)(γ) 、込一一)(r)o E二2.69xω，1局 00E2N = 2.69 x附 7
hN問 0，R = 50.0，入二士0.15，Ntot = 6724. (b)最終状態に対するエネルギースペクトル(図
7(b)ア二32に対応、負温度状態)。中間領域のべきはー1.94である。

モーメント依存性)が現れることが分かった。また、平衡状態の点渦系のエネルギースペクトル

のべき則は、連続場で得られている、逆カスケード領域の -5/3則や自由に緩和する乱流に見られ

る-3則 [53-56]にはならず、ユニバーサルでは無いことが分かった。おそらく、流体力学で普通

に扱われている連続場の実験・理論は、点渦系の高エネルギー状態に対応するのではないかと恩

われる。つまり、系の物理が変わらないように循環を入→入/Nとスケールして、点渦の数を無限

に飛ばす極限操作(連続極限)をする事で、エネルギースペクトルがユニバーサルになるのかも

しれない。これは確かめたことではないので、単なる予想、に過ぎず、間違っているかもしれない。

6 まとめ

この小文では、少数点渦系のダイナミクスから始めて、 Onsager理論とその数値的検証、さら

に、大正準集団による平衡統計力学、エネルギースペクトルの評価まで見てきた。普通の流体力

学の研究者から見ると少し風変わりな研究スタイルであったかもしれない。しかし、我々は点渦

の粒子描像に立つことで、統計力学的視点から理論を発展することができた。統計力学の専門家

からするとおそらく自然な扱いであると思われるだろう。

しかし、統計力学の問題としては大きな困難が存在した。つまり、点渦系の大正準集団による記

述がうまくいかなくなることである。それは分配関数の発散という形で現れた。これは一つには

我々の考えている系が有限系であって加法性を満たしていないことに起因する可能性がある。小

正準集団と大正準集団の等価性が、あるパラメータ領域(温度領域)において破れているのであ

ろう。小正準集団から大正準集団に移行する際に仮定する熱浴をつけるという操作にも問題があ

るのかもしれない。確かに、 Tsallis統計が使われている場合もあり [58卜大正準集団 (Boltzmann

統計)とは異なる統計が必要なのかもしれない。しかし、 Tsallis統計がうまくいくこともあるか
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図 13: 図7(a)7= 128に対応した正温度状態における 2-点相関関数とエネルギースペクトル:

(a)2・点相関関数、込+十)(r) 、 R~+-\r)、吟一+\r)、込一一)(小 E = 24.1、I向。、 R= 50.0、
入=士0.15、Ntot= 69200 (b)エネルギースペクトル。中間領域が無いのが特徴的である。

もしれないが、少なくとも小正準集団による記述はうまくいっているようである(正確には、小

正準集団プラス平均場近似)[33-36，38]0 Onsager理論も小正準集団を出発点にしている。点渦系

を統計力学的に扱うには小正準集団を使うのが、最も安全であるのであろう。また、二次元渦系

(連続系、 Euler流体)に統計力学を応用する際、正準集団を使うにしても少し工夫が必要である

ことが分かっている。詳しくは文献にあたって頂きたい [59-62]0

流体力学の専門家からすると、統計力学がうまく働くのであるから点禍系ではエルゴード性が

成り立っているのかと疑問に思われる方もいるかもしれない。残念ながら、点渦系ではエルゴー

ド性が成り立たないという論文がある [64]0別に驚くことは無い。普通に統計力学の研究対象と

されている系でもエルゴード性が破れている系はある。統計力学に仮定されるエルゴード性は非

常に強い数学的要請であり、実際には、もう少し弱い形でも良いのかもしれない。また、粒子数

を増やすことによって大数の法則が成り立つことが、エルゴード性の強い要請を打ち負かしてし

まうのかもしれない。実は、この辺りの問題は統計力学の基礎的な問題として、まだ解かれてい

ない問題であるように思う。しかし、その道の専門家を除いて、普通に統計力学を使う場合(大

自由度系を考える場合)には、特に過敏にエルゴード性を気にする必要は無いだろう。

統計理論を使う以前に、もっと根本的な問題もある。我々は点渦系を用いて二次元Euler流体

の挙動を知ろうとしている。しかし、点渦系はあくまで二次元Euler流体を近似するに過ぎない。

点渦系が流体極限で二次元Euler流体に向かうか?を議論することは難しい問題である。数理物理

学の結果として [65-68]があるが、特に、この問題については [67]に記述がある。この問題は避け

られない問題であるようにも思える。また、例えば、剛体球系の Boltzmann方程式から Navier-

Stokes方程式が導き出せるのはよく知られていることであるが、これと類似のことをしても、つ

まり、点渦系の運動論 [69]を発展させても、 Euler方程式は出てこないであろう。粗視化が入るか

らNavier-Stokes方程式が導かれるに過ぎないだろう o 実際、点渦系と Euler方程式との聞の違い

は、 Sommeria[63]によって指摘されているように、ある時間スケールまでは点渦系はEuler方程
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式系をよく近似するだろうが、それ以後は Iずれjが生じ、良い近似にはならないであろう。も

し、これが正しいとすると、我々が大正準・小正準モンテカルロ法で求める平衡状態は真の Euler

方程式系の平衡状態を近似していない可能性もあり得る。このように、実は、非常に微妙な問題

を含んでいるのかもしれない。 VIC(Vortexin Cell)法 [9]によるシミュレーションにも同じよう

な問題が潜んでいるように思われる。無限個の Casimir保存量を持つ Euler流体は数値的にも実

際の系としても、どれだけ実現可能であるのか非常に微妙な問題であるようである。

我々は点渦系のエネルギースペクトルの解析的な表式を与え、そのスケール則を求めた。平衡状

態における点渦系のエネルギースペクトルのべき則はユニバーサルではないことが分かった。当

然、このエネルギースペクトルは実際の系でどのようになっているか、比較が必要であると考え

られる。エネルギースペクトルを非中性プラズマの実験から求めることは比較的簡単ではないか

と思われる o 是非とも、点渦系として求められるエネルギースペクトルと実際の連続場でのエネ

ルギースペクトルの差異を明確にするためにも、実験データからエネルギースペクトルを求めて

頂きたい。

主に、平衡状態の研究を紹介したが、二次元渦系の非平衡過程の問題も面白い。いくつか例を

挙げる。

1. violent relaxation (初期の速い緩和)。

2.平衡状態へのゆっくりとした緩和。

3.渦の合体。

4.渦結品。

二次元渦系は三次元重力系と似ている点が多い。例えば、二次元Euler方程式は三次元無衝突

Boltzmann方程式 (Vlasov方程式)と形が似ているため、緩和の仕方が似ているという指摘があ

る。上に挙げた violentrelaxationという言葉は元々astrophysicsの分野で使われている言葉であ

る。このアナロジーに注目した研究もある [70]50渦結晶については、クランプを点渦と見なした

場合の扱いについては [71]にある。連続場で見られる渦結晶については、非中性プラズマの実験

などで現象として見えるもの関して [6，7，9，11]がある。理論といえるものは渦結品の状態をエン

トロビー法で捉えようという regionalmaximum entropy method [8]ぐらいしかない。唯一、渦

結晶のー側面を捉えているものとして、渦度の高いところは渦の合体が起こっても高さは変わら

ないとして(高エネルギー状態を保つわけであるから当たり前と言えば当たり前)、孤立渦の個数

の緩和のべき則を求めた [72]がある。渦結晶は非平衡系の問題として最も面白い問題と考えられ

るが、そのメカニズムについてはまだまだ分からないことが沢山ある。今後の理論の発展が注目

される問題である。また、量子渦における渦格子も我々の解析したい渦結晶と関係があるかもし

れない [73]0

5ただし、この文献の Chavanisによる扱いは非常に荒っぽく、間違った結果を出している点もあるので注意が必要c
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