
研究会報告

「自由エネルギーと自己相互作用粒子系」

鈴木貴(大阪大学大学院基礎工学研究科)

レクチャーノート作成:赤迫清司、伊賀達成、堀江将仁 (阪大院基工)

Absirαd 

多数の自己重力粒子系平均場の集中質量は、空間次元が 2の場合には 8π

に量子化する。この事実の証明には、その背景となるいくつかの数理原理か

ら自然に導出される数学的技法の適用と吟味が必要である。これらは統計力

学ヒエラルヒーにおける数学原理、非線形量子力学、量子化する爆発機構、

双対変分原理であり、これによって近年確立された非線形偏微分方程式論に

おける弱収束の方法が本質的に新しい思想のもとで展開されることが示され

た。本講演の目的は、この理論の背景となる、ヒエラルヒ一、創発性などの

統計力学、システムバイオロジーの原理を動機付けとして、その数学的な証

明のストーリーと方法を解説するとともに、関連する課題である場の形成、

凝縮など、数理医学、古典的場の理論、平均場理論における諸問題に対する

数学的研究の一端を紹介することである。
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n c ~2 有界領域 on:滑らか、 α1.0 定数

( j = -W H マv ... U……=一叫叫叩u叫仰山(μ川一Zμt
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「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう -J

u=u(x，t)ど0

~Lu=LUt=L- マ j = -f.n lJ. j = 0 

11 u(t) Ih= Iluolh三入

J=ーマ'u+'uマU

u = u(x， t):密度、 v=り(x，t):濃度、

細胞性粘菌

u =u(x， t)ど0 自己重力粒子の平均場(密度)

υ=υ(x， t) 粒子の作る場

山 )=ρ(x-y)匂(y，t)dy 

ただし、

r(z)=J37，同 1

〔会lOg向

(n = 3) 

(n = 2) 
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gr=OonθQ 

37=Oonθn， んv=o

輸送自己動粒子系(物理)、走化性(生物)、スモルコフスキー方程式(化

学)はそれぞれ相関性がある。
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場の形成

山)= L G(x， y)u(y， t)dy 物理的

一生ア叫=ムυー α叫 Ua(ァー勾)- "0  o
 

n
 

av . 
Oνv on δQ ア>0:緩和時間

自由エネルギー

Ut =マ・(マU-Uマり)=マ・ [Uマ(loguーり)] u = .u ( x ， t) > 0 

( れJnut(lo山(い仰陶l“切い…O句明叶一…g仰r一川u卜…川一→叫υり)=←づ叩引一北引州んωμu叫w州川川…|同附川叩マ引W叩(い(loωO

Jnu旬』々tlωogu= 差Jnu叫州(logu一1) 

Jn叫tl=t長んI(ーム+α)ーを1412=t差JnUV=委tJ Jn G(X，y)U(X， t)U(Y， t)dxdy 

内)=: L.U仰一 1)-~Jム。 G(x ， y)U(♂)仰)

かい(t))= -L Ulマ(logu-V)12 ~ 0 

この性質を持つように問題設定されている。
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「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう -J

Collαpseの形成

K ellen -Segα1970 生物モデル

Nanjundiαh 1973 ... u(x， t)dx 有限時間でふ関数を形成 •• .爆発

Childress -Percoss 1981 

係。

n=2 解の爆発、入=IIuolhと加との関

なぜ8πか...平衡状態の全体像

u = u(x)，" 1tF(u) = 0" 

作
V

へ
来
安

数

定

定

定
=
未

引

u。JO
 

/
E
E
I
F

、1
1
1
1

Ilulllニ入

=今 u=ff7 

(一一=か
c.f ームv=長

Q
 

n
 

4ι
山首 3t=Oon30 

Q
 

n
 

命

Lu' v = 0 on δQ 

( 

入川川=叶叶巾叩H伽川川川ル|仰凶川川包句州叫O川011
11ヨuolh> 8加π=斗今 Tmaα仰xく+∞ (~) 

Jαger -Luckhαus 1992 

(lMolll…μ 二十∞

11ヨuolh>> 1キ Tmaxく十∞

T.Nαgαi 1995 (~) O.K. if 'U二 u(x，i) 

n=2 non-radically symmetric 

Nagai-Senba-Yoshida 

Bilen 1998 

Gajewski-Zacharias 1998 

1997 

Iluolhく 4π 斗 Tmax= +∞ 
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主定理

η=  2 Tmaxく+∞ n c ?Jt2:有界，δn:滑らか

u(x， t)dx ーふt→Tmax LxoES m(xo)ん。(dx)+ f(x)dx 
S =: {xo E [21ヨXk→x0 ， 3t k T， u ( X k ， t k )→+∞} 爆発集合

Collαpseの形成

0三f= f(入)ε L1([2)ηC([2¥S)
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(xo Eδ[2) 7ηαss quαntizαtioη 

2U(S n n) + U(S nθn)三唱ι

爆発点の分類

Xo巴Sがtype1φVk  > 0， limt→r R(t)21Iu(・，t) 11L1(nnB(xo，bR(t))<+∞ 

i.e. Vb> 0， limt→rs叩 xEn，lx-xoISbR(t)R(t)2U(X，t)く+∞

"遅い concentr ation" 

そうでない時

Type II 

ヨb>O戸石 sup R(t)2，U(X， t) = +∞ 
~-r.l xεn，lx-xol三bR(t)

R Type IIのblowuppoint 

. "sub-collapse"を形成

y 

(T -t)'u(x， t)ーふ m*(xo)oo(dy) inlVI(R2) 

(x -xo) 

(T -t)1/2 

-log(T -t) 

z(y，s) 

S 

Type 1爆発点は創発的

印)= !nu(lOg u 
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•.• local free energy 

Vb〉 O， bh(仰

Herrero-Velazquey…Type II 

o < r(t) << R(t) 
n c R2有界領域 ?δQ滑らか
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叫h，e") 三長 11 れ II~ (v E H'仇

Chang-Yang(1987 ，1988) 

叫んev) ~去 "'Vv II~ +J( (v E H
1肌ト0)

h同凶g十
双対τU旨h切u凶ldinge白r-Moωse白r方程式

n c R2有界領域，δQ滑らか，G= G(x， x') 

=今

m叫仇匂十~fLxn山f同ω， I uど州 111=4π}>一∞

(2) 

(1)件 (2)

Legendre変換

"双対変分原理"

F(u) = Lρかμu叫州(l仲10

F(付u町川0ω ) 
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「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう -J

時間大域解の存在条件を空間的に局所化

Xo E S 

u(x，t)伊

nice cut-off function 

ヤフ = ψxo，R'.R(x) 

Formation of collapse 

u(り )dx→ Lm(xo)Jxo(dx) + f(x)dx inM(D) 
z。εS

m(xo)どm*(xo)

爆発点が全て孤立していればnicecut-off functionの導入によって解決

爆発点の孤立-nice cu t-off function 

↑ 

爆発点の有限性 local energy method 

Gagliando-Nirenkey 

ヨεo> 0 b ||吋)lIu(nn即日 ，R)) く εo 今必o~

Xo E S中出 11 u(t) IILl (nnB(川

空間局所 L1ノルムは時間について有界変動

爆発条件

XoεδD， 11 Uo Ih> 4π， I Ix -xoI
2
uo(x)dx << 1キ Tmaxく+∞

Jn 

O 巴Dstar-shaped 

Utニマ(マu-uマv)

δu δり

θν -u av ldn = u 

v(x， t) =か(x-y)u(y， t)dy 

f(x) =土[09土Ixl 

!ll叫2U(X，t)dx llxl2マ(マ1l- 'uVv) 
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dt Jn 

量子化とは爆発条件の量子イじで、 postblow up continuationから massquan-

tizationであるが、これでは示すことが出来なかった。

無限時間爆発 collapseの量子化は OK

back self-similar transformat.ion 

y = (x -xo)/(T -t)~ 

z(y，s) = (T-t)u(x，l) 
s = -log(T -t) 

Zs マ・(マz-zマω-yz/2) 

Oニムω+z-αe-Sw
az δω 

δv av 
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「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう -J

Sn→+∞ 

ヨs~ C Sn S， t， z(y， S + s~)dy ーム μ (dy ， s)εω(一∞7∞，M(R2)) 

μ(dy，s) = L m*(yo)dYo(dy) +g(y，s)dy 
yo=βs 

無限に大きい parabolicregionは爆発機構を包絡する。

I!fou(x，t)九九州)dxl三CR-
2

13L(り)仙)dxーかり)仰い)dxl:S CR叩 -t) 

R = b(T -t)を

b →∞ 

L L Illu(t)llu(nnb(九日(t)))-m(xo)1 = 0 
b→∞ t→T 

ζ 忍Lρかu叫(仇Z久り仰，t 

;ζ豆ζLレレu叫(川ゆ仇伽州bは例R刷(t)川 = m(xo) 

rescaled limit eq'nの弱解の存在から、

m(xo) =μ(R2， s) ~ mホ (xo)

九 (xo)三ん2(R2ー lyI2)+州 s)

礼 (R2ー lyI2)+I-l(

K urokiba-Ogawa 

forward self-similar transform抗lonから、 Oく Rく 2の条件をはずせるo
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