
研究会報告

統計力学におけるスケール極限

内山耕平(東京工大・理)

1 Brown運動と RandomWalk 

II 離散集合上の Markov過程

III ランダム系の流体力学極限

IV 古典的粒子系のスケール極限

1 Brown運動と Randon1Walk 

1.確率論の表現形式，基本事項

am 

1-1. (0， F， P)を確率空間とする:
Qは集合、 Fc20は σー代数、 PはF上の測度で P(O)= 1. 

rIf AjεF and Aj n Ak = o， then P(U江lAn)=乞之1P(Aη).J 
1-2. 0上の Rイ直可測関数を確率変数という.

X が P-可積な確率変数のとき E[X]= J XdPと表す.
E[X]をX の平均または期待値という.

1-3.事象 AEFが確率変数を用いて表わされるとき，例えば
確率変数X とRのBorel集合rとによって A= {ωε 0: X(ω)εf}と表され
るとき P(A)をP[XE r]のように書く:

P[Xεf] = P( {ωε 0: X(ω)εf}) = P(X-1(f)) = P 0 X-1(f) 

POX-lをXの ((R，B(R))上に誘導する)分布という.

例 (コイン投げの実験)X1，X2，X3，・・・

Xk = 1 (表)ぅ=0 (裏)

この実験を表現する確率空間 :O={O，l}N，ωニ (ω1ぅω2ぅ . )εQう

μを{Oぅ1}上の確率測度で μ({O})=μ({1}) =1/2とし、

P=μ×μ×μ. . .， (無限直積測度)
このとき Xn(ω)=ωη ととればよい.

あるいは:0 = [0，1)， Fは [0，1)のBorel集合全体、

Pは[0，1)のLebegue測度とする. ωε[0，1)の2進展開を

O.ω1ω2・・・とし、 Xn(ω)=凶ととればよい.

2. 大数の法則

X1，X2，・・・，を上の例の確率変数列とし、

Sn = X1 + X2十・・・十Xn

ヮ“Fhd
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とおく.

弱法則(確率収束):任意の ε>0に対し、

J込 P[I~Sn-~I <ε] = 1. (Bernoulli， 17ω 
強法則 (概収束)

p[J弘 I~叶
(ωE!lを与えるごとに無限列X(ω)，X2(ω)ぃ・が定まることに注意するJ

3.中心極限定理と Donskerの普遍原理
確率変数列

JL(Sn-n/2) 
"¥/n 

の ((R，B(R))上の)分布は N(O，l)(標準正規分布)に収束:

pl 与(Sn -n/2) ε [a，bll → ↓ (b e 一d印叫/β/2d匂d
l、ν1'，凡 ¥νIL，1πr J α 

Yを標準正規分布に従う確率変数とするとき、上の事実を

云(8η -n/2)はYに法則収束するという.
Oくt< 1を固定するごとに、

(α く b)

η 会倒的j-川/2)
の分布は N(O，t)に収束:

pll:n <α|→で1 rα e-X2/2tdx 
I "ー ¥/21了tJ-∞ 

2次元確率ベクト/レ(おうれ)の結合分布の収束:

~η と ~n_~'れは独立で、 Yt-~n の分布は N(O ， l -t)に収束するから、

P[山川<b]→f川 x)dxfb
oo 
p(l -t， Y -x胸

、，、..，.，. 
'-、_V'-

p(い)=よ♂2/2t
V'l，7rt 

一般に、 0=to くれくら<・・・くら三 1 に対し、増分~~ -~~-l は互いに独立、そ

の分布は川-tk-l)に収束するので結合分布関数P[mαじ な<αm]
は
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に収束する.

.確率過程 ~n(ω) はその有限次元分布が上式(*)で与えられる確率過程 (Brown 
運動)に法則収束することが予想される.

}?の代わりにp連続に補間したもの Wtnを考える:

tn ENのときは lVr=η=去(九 -tn/2) 
.その他の tでは線分でつなぐ.

(標準的酔歩 2Sn- η を折れ線でつないでスケール変換したもの.)

Co[O，l] :ω(0) = 0である [0，1]上の連続関数全体

とすると、 ωιQを止めるごとに wtn= 11fr(ω)はCo[O，l]の元である.Co[O，l]を一

様収束ノルムによる位相空間とみなし、その Borel-加法族を β(Co)とすると、写像

Wη:ωε [2 f-+ (vVt
n
(ω) )o~だlε Co[O ぅ 1]

は ([2，:F)から (Co[Oぅ1]，B(Co))への可測写像で、ある.従って

μη(A) = P[Wn E A] = P((Wn)-l(A)) (Aεβ(Co)) 

により([2う:F)上の確率測度向 (Wη の分布)が定義される.

室塑(Donsker'sinvariance principle) wnは[0，1]上のBrown運動に法則収束する、

すなわち、 μη はCo[O，l]上の Wiener測度μに弱収束する:すべての争 ιC(Co[Oぅ1])
に対し、

Am(wn)]ニム[0，1]争(ω)μ(伽)
丞 Acα[0ぅ1]が β(Co)-可測で、その境界 θAがWiener測度 μのゼロ集合であ
れば、 limn→∞P[W

nεA]=μ(A).

例:A = {ωε Co[O， 1] : maxosだ1Iω(t)1 <α} 

4. Brown運動

R. Brown 1828 花粉粉末のジグザグ運動の観測

L. Bachelier 1900株価の変動の問題に関連して、数量的解析

A. Einstein 1905 物理的量による拡散係数の表示

J. Perrin 1910 Avogadro数の算定

N. Wiener 1923 Brown運動を表現する確率測度の構成

室蓋確率空間 ([2，:F，P)上に定義された(実数値)確率過程 11ftは次の条件を満た

すとき Brown運動という:

(1)任意の tぅh>Oに対し、 I的+h-vVtはσ{Ws:0三S三t}と(確率論的に)独

立である.(Markov性+空間的一様性)

(2) Wt+h -1Vtの分布は hのみにより定まり、 tには依存しない.(時間的一様性)

(3) P[ lVtはtの連続関数]= 1. (道の連続性)

以下簡単のため E[IVr]= 0ぅElwll2= 1 (標準 BlvI)とする.
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定理連続な道をもっ確率過程Wtが標準 Brown運動であることは次の条件 1)，
2) ， 3)の各々と同値である (Wo=0とする.)

1) WtはGauss過程で E[WtWsJ= min{s， t} (sぅt> 0). 
2) Wtは時間的一様な Markov過程でその推移法則はp(t，x)を用いて次式により
与えられる oく s< tに対し，

P[Wt 三α | σ { 肌 :0 三γ 三t}] = ι p仰(収いt
3め)Wtは時空に関し一様な Markov過程で. E[W1] = 0ぅEIWl12= 1 

Brown運動は方物的スケール変換の下で、不変で、ある Wtが標準 Brown運動であ

れば、任意の入 >0に対し
¥、
l
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も標準 Brown運動である.

11離散集合上の Markov過程

1.推移確率

8:可算集合

L = (La，b)は8x8行列で次の条件を満たすとする.

Lα，b三o(αヂb); 0> La，a = -L Lω〉一∞
b:bi=α 

簡単のため、 Lαα は有界とする. このとき

P(t) := etL =討(tげ (t~ 0) 
によって定義される行列の族は任意に tをとめるごとに確率行列になっていて、半

群の性質:

P(t十s)= P(t)P(s)， P(O) = 1 

をもっ.P(t)をivlarkov生成作用素 Lにより生成される推移確率行列という.
入(α)=-Lα，aとし、

q(αJ)=-LLω (bヂα)ぅ q(αぅα)ニ O
入(α)

、‘‘.，，
J

寸

l
-

/
'
S
E
、、、

と置くと，Q = (q(α，b) )は S上の確率行列である.8上の関数fにLを作用させ
れば

Lf(α)=乞入(α)q(α，b)(f(b)-f(α)) 

となる.

2. Markov性
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一般に適当な確率空間(n，F，p)上に定義されたs-値確率過程Xtはその有限次元分
布が

P(Xoニ αo，.Xt1 α1ぅ・ ，Xtn=αn) 

=μo(Xo = αo)~αQ ， al (t1 -tO)・・・九πー1向(九一九一1) (2) 

で与えられるとき Lを生成作用素とする Markov連鎖(または Markov過程)である

という. ここに μ。は初期分布である.

条件 (2)はMarkov性の条件:すべての 0三S三t，b εSに対し

P[Xt = b I Xr， 0三r::; s] = PX(ゅ(t-s) 

(ここにX(s)= Xs )と同等である.

Ut(α) = P(t)f(α)二 E[j(Xt)IXo =α]は Kolmogorovの後退方程式

d 
dt Ut = 1.JU 

(3) 

を満たす.

条件XO=αの下でXtヂαとなる tの最小値を九で表せば，Markov'l生(3)から

P[アα>tlXo =α]=e t入(α)

P[Xァ(α)= blXo =α] = q(α， b) (bヂα)

が導かれる.ここで任意の時刻 Sに対し条件XO=αをXs=αで置き換えても同じ
議論ができる.さらに時刻 S として他の状態から αに遷移した時刻をとっても同じ

結論を得ることができる.

上の事実に基づいて，Lによって生成される Markov連鎖の時間発展は入と qを用い

て次のように直感的に記述されることが理解できょう:過程が他の状態から状態 α

に移ったのちランダムな時間九が経過すると状態bに確率q(αぅb)で移動する;この

とき待機時間九の分布は期待値1/入(α)の指数分布に従う，即ちP(T，α>t) = e一入(α)t

3.エルゴード分解

以下 Sは有限集合とする.

左差 GをSの部分集合とする.αεGぅcrj:.Gに対し常に q(α，c)= 0であるとき

Gは閉じているという.閉じた部分集合として極小であるとき，即ち G自身は閉じ

ているがGの真部分集合はすべて閉じていないとき， Gはエルゴード類(あるい

は既約類)であるといい，L はG上でエルゴード的であるという.

二つの閉じた部分集合の共通部分は閉じている.したがって二つの異なるエルゴー

ド類は共通部分をもたない.いかなるエルゴード類にも含まれない Sの元全体を T

で表せば，sは

s = T + Sl +・・・+Sm (互いに素な集合の和) (4) 

plo 
p
h
u
 



「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう -J

と分解される，但しあい・・，Smは相異なるエルゴード類を表す.

Gが閉じていればP(t)(t > 0)のGxGへの制限P(t)lc= (九，b(t))α，bECは確率
行列である.t > 0に対し Pa，b(t)> 0となるとき bはαから到達可能であるという.

状態αを含む最小の閉じた集合は αから到達可能な状態の全体である.これより S

自身エルゴード類であることはLが既約行列であること，即ち任意の2状態α，bが

互いに到達可能で、あること， と同値である.特に， Gがエルゴード類であることは

P(t)lc (t，O)が既約な確率行列であることと同値である.α がTの元であることは
ある CεSが在って αから Cには到達可能であるがそこから戻ってこれないこと

と同値である.一つのエルゴード類に含まれる状態は相互に到達でき，また相異な

るこつのエルゴード類ふうめは互いに行き来できない.Tに含まれる状態は通過的
transientであるという.

室墾 μ=(μ(α))αεsはS上の測度とする. 任意のt>Oに対し μP(t)=μである
とき μはP(t)の不変測度であるという.

4.対称性

状態空間S上に確率測度μが与えられているとする.3上の有限な台を持つ実数値

関数全体を Co(S)で表し， μを重みとする Co(S)の内積を (fg)μ と書く，即ち

(fg)μ-玄f(α)g(α)μ(α)， f， gεC(S). 

内積(fg)μ に関し作用素 L(及びP(t))が対称となる、すなわち

(fLg)μ= (gLf)μ 

となるための条件はμが

μ(α)Lα，b μ(b)Lb，ααぅbεS 

を満たすとことである。このとき， μは必然的に不変測度である.

上の条件を詳細釣り合い条件という.

111ランダム粒子系の流体力学極限

ミクロな系 一→ 偏微分方程式(マクロな描像)

時空のスケール変換(空間の粗視化、長時間平均)

(ランダム)粒子系、拡散現象のモデル (bulkdiffusion) 

(保存量があり、局所平衡が成立する系)

代表的なモデル

拡散型のスケール極限をとるもの:

1 相互作用する Brown粒子系 ([11])
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2 バイアスのない格子気体(排他過程， zero-range過程等)

3 Ginzburg-Landau lllodel 

双曲型 (Eulertype)のスケール極限をとるもの:

4 古典的 Hamilton(即ち Newton力学の)粒子系

5 バイアスのある格子気体 ([4]，[5])
(これらの粒子系の統計力学的扱いについては [6]に全般的な解説がにある)

格子気体の流体力学極限(拡散型スケールの場合). 

格子気体とはここでは時間発展する粒子系を指す そのもっとも単純な例として排

他過程をとりあげ，非勾配系についての S.R.S.Varadhan[10]による結果を紹介す

る. ([9]，[2]に詳しい解説がある.)

モデル

Z = {O，土1，土2...} 

Z上を N個の粒子がランダムに運動

排他条件を満たす(一つの格子点には高々一つの粒子しか存在し得ない)

粒子の配置をあらわす変数 η:

ηX: x εZに対し，値 1または Oをとる変数

ηX = 1: xに粒子が「在る」

りX = 0: xに粒子が「無い」

η=(恥)Xεzε{O，l}Z

個々の粒子はすぐ後に述べる確率法則に従って運動し，それに応じて配置 ηが変

化する.時刻 tでの配置を

η(t) = (恥(t))XEZ

で表す.拡散型スケールの下での粒子の経験分布 αtを

α州tバμ川川(μ仰州dB制9的)=よ乞η恥似zバ(川N附2匂切t
xEZ 

により定義する 但し，J J(帆 jN(dB)= J(xjN) 
lι::: Jm(伊9的伽伽州)川同α向州tバ(必刷ん)=古江乞むη恥似zバ(川附州N炉的州2勾勺切tのν州)μJ
、叫AJ 一Zεz

ここでの目標はこの系に対し流体力学極限の成立すること， 即ち

αt(dB)ー→p(tうB)dB (N→∞) 

及び p(tぅB)が次の型の非線形拡散方程式

jp=五(Dゆ (5) 

。。
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を満たすことを示すことである.粒子系の運動法則は Markov過程として，次に

より決定される :η(t)は{O，l}Z上の Markov過程で，その生成作用素L=LNは

Lf(η)=乞Cx，x+l(η)[f(η山

で与えられる.ここにが'叶1はηにおいて恥と恥+1を入れ替えて得られる配置

を表し Cx，x+lは{O，l}Z上の非負関数でその値

Cx，x+l (η)rv平均待ち時間の逆数.

Cx，x+l三 1であればこの確率過程は排他条件の下でランダムウオークする N個の

粒子のなす Markov過程に他ならない.

Cx，x+lは次の条件を満たすとする:

1. 非退化性 C01 (η) > O. 
2. 相互作用の局所性 C01 (η)は局所関数.

(つまり C01はηの有限個の座標にしか依存しない)

3. 空間的一様性 Cx，x+l (り)= C01(7xη) . 
4. 対称性 C01 (η01) = C01(η) . 

但し九ηはηを Zだけ平行移動した配置 (ην+X)YEZを表す.

室里 Cx，x+lが上の条件を満たし，初期値 αoが一つの確率分布に収束すればη(t)に
対し流体力学極限が成り立つ. (5)に現れる拡散係数 D(ρ)は以下に述べる Green-

Kubo公式で、与えられる:

Vp: {O，l}Z上の密度 PE [0，1]の Bernoulli分布 :vp(ηx = 1) =ρ. 

(・)p:νρ による積分.
eL : L2(り)tこおいて Lの生成する作用素の半群.
このとき

的)=去((170 -171)匂1)ρ-lfFmo乃内1)ρdt
χJO xEZ 

である.但し χ=~((ηo -171)2)ρ = p(l -p)ぅ

切01(η)=向1(η)(η。-171)' 

注意 1.ω01(η)は currentと呼ばれる関数である.ω01(η)が或る局所関数h(η)
の勾配、即ち

切01= h -h 0 71 

となっているとき，格子気体は勾配系であるという.勾配系であれば、 Green-Kubo

公式の最後の項は消えてしまう.

注意 2， 定理の証明では Dの変分公式による次の表現が重要な役割を果す.

7rolf(η) = f(η01) -f(η)と書き，

D(ρ;f)=lr(ρ) I ~ワ0-η1-E 7「01(ば)~匂11
2(p-p2)l lu=ー∞ J'-1)1 J 
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(7xf = f 07x)と置くとき，
D(ρ)=jdcD(p;f) 

中心極限定理の分散として定まる或る 2次形式 Vρ を用いて，D(ρ)は

(*)jdcvρ{D[ηo一η1卜 ω01-Lf} = 0 

を満たす定数 D=D(ρ)として特徴付けられる.

上の定理は S.R.S.Varadhan (1993)が非勾配系の Ginzburd-Landauモデ、ルにつ

いて証明したものを格子気体について述べ直したものである.

次のモデル i)，ii)についても上と類似の流体力学極限が示される.

i)非対称単純排他過程

確率p:p(x)三Oぅ乞p(x)= 1，乞p(x)x= 0とする. 生成作用素:

Lf(η)=乞l:Py-x'fJx[J(ηり)-f(η) 1 
x y 

により定まる格子気体は pが対称 (p(x)= p( -x))ならば実質的に勾配系になり
D(p)は定数である.Pが対称でなければ非勾配系になり、 D(p)>ド2(0く ρく 1)
である.その場合原点でのカレントを W =i εyωOyで与え、 D(p)をω01の代わ

りに W を用いて(*)により定義すれば定理lと同様な結果が得られる.

ii)ランダムなな媒質上の排他過程

αx (xεZ) を独立同分布で一様有界な確率変数列とする o< C1 :::; 9 < C2なる関
数 gにより

cg1 (η) = g(α0，η0，α1，η1) . 
但し，

g(α， S，α'，s') = g(α" S'，αぅs)， 

g(α， s，α'，s') = g(α， s'ぅα'，s)e一(8'-S)(αJーα)

特に対称な2変数関数 g(αぅα')= g(αα)をもって

cg1(η) = g(α0，αd 

αzは媒質のラン夕、ムな性質を表すものと理解される.

局所平衡の定式化

fを局所関数とし自然数 K に対し

-正τl: 7yf 
ν:lx-yl$K 

と置く.これは格子点 Z を中心とし，一辺の長さが2K+1のブロックにおける 7yf
の標本平均値 (sampleaverage)である. この式で f(η)=η。ととった特別な場合，
その標本平均値をら，K で表す:

一 古トu
y:lx-yl$K 
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また， η=ηN (t) としたものを fi~K(t) と書く:

奇心(りずっ乞 ηf(t)
日~ I ~ y:lx-yl:::;K 

(η(t) = {1]x(t); x εZ}は作用素 LNによって生成される Markov過程を表すJ
局所関数 fのりに関する期待値を f(ρ)と書く.即ち

f(p) = EVp U] 

盈墨(時空平均測度に対する局所エルゴード定理)任意の JεCo(R)に対し

段。hsl:1plim叫 EI.itεJ(xjN)IJx，K(η(N2s ))一j( fi~EN( s)) I州ニ O
E-->U 川→∞ L"V xξZ J 

この定理は局所平衡の一つの数学的表現で，密度パラメータ ρを保存量の標本平

均値 fiX，ENにとれば，ランダムな量 Tyf(η(N28))の局所的な算術平均 fx，K(η(N28))

が平衡状態りによる期待値j(p)(pニザe:N(8))で置き換えてよいことを意味して
し3る.

ここで、密度ノ《ラメータとして現われる句fEN(s)は，巨視的には幅が2Eと狭い区

間だが，微視的には幅 2εNの広い区間での標本平均値であることに注意する.従っ

てこれは巨視的量である.一般に f(p)は pの非線形な関数で，pとして微視的量

可:'K(S)でなく巨視的量句fEN(s)がとれることは N→∞の極限操作を行う上で本
質的である.

なお、上の式で句LN(s)を句:'K(8)で置き換えた関係

(~) )弘iirl叫 EIIt乞J(xjN)1ムK(η(N28))-j(ル(8))Ids I = 0 
lV→∞ L"V xεZ J 

も成立し、証明ははるかに簡単になる.区間 [-K，K]上の粒子数m(0三m三2K+1)

の配置空間を XK，mで表す，即ち XK，m:={ηε{0，1}卜K，K 乞zηx=m}. またそ

の上の一様確率分布を νK，m とする.このとき (U)は，部分系 {ηx+ν(t): Iyl s K} 
の分布の時空平均が，大きい Nに対しては， νK.mの重ね合わせで近似されること

( (弱い意味の)局所平衡の成立)と同義である. なぜなら mj(2K+ 1)→ pとな

るように K，m→∞ (0く p< 1)とするとき、 νK，m はpに関し一様にりに収束
し，従って次の大数の法則が成立するからである:任意の ε>0に対し，

Jim supν'K，m({ηε XK，m : Ifo，K(η) -f(句o，K)I>ε})= O. 
A →∞m<2K+l 

上にのべた局所平衡の成り立つことは、保存量句~K(S) がイ也の物理量に比べゆっく

り変化するからであると理解でき，証明も比較的容易である.

定理の証明について

非線形拡散方程式 (5)

会ρ=創的)会ρ)=義P(凡 P(p):= foP D(γ)d 
可
E
i
plO 
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の弱型

(b) 向トいoJ)イ(P(川 )ds (JεCgo(R)) 
(ただし、 ρt= p(t，・)， (J) = fご。J(x)dx)を考える.
αfの定義より

ザ(J)= J J(B)o:f (dB) =会三7lx(N2仰
ここで

F(η)=会ZMZ/N)
とおけば αf' (J) = F(η(N2t) ). 
Markov過程の一般論より

ザ(J) ニo:~(J) + fot N2川 (N2s))ds十 M

Mtは martingaleで N→∞のとき零に収束する E[SUPO<t<ll1¥ltll→o. 
ωx，x+1 ω0，1 0九と置くと、 L{ηx}=ωx-1，x一切x，x+lとなり、部分和をとれば，

N2LF(η = N'L(叫 -l，x一山口+dJ(xjN)
zεz 

=乞ωx，x+1マNJ(xjN)ぅ
zεz 

但し

¥1N J(xjN)ニ N[J((x十 l)jN)-J(xjN)] r--.; J'(xjN). 

切z♂+1ニ Cx，x+1(η)(ηz一ηx+1).

勾配系であるとする.局所関数h= h(可)が在って、同点+1=ん-hx+1 (ん=7xh) 
と書けるから，再び部分和がとれて

N2LF(η) r--.; ~r 'L hxJII(xjN) 
~， xEZ 

ゆえに

α~(J) =αC州日三ん(η州
先の補題(局所平衡)より?

日ει(η(め))内jN)dsrv lt ~ ~ h， (fj~EN(S))J"(xjN)ds 
V .L' XεZ xξZ 

ここで、もし、

αf(dB)→p(t， B)dB (6) 

つム
ハ
h
u
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であれば、右辺のん(ij~EN(S))は

h(ρ(tぅx/N))=: P(p(t， x/N)) 

で置き換えてよく、

ザ(J)=d(J)+14εP(ρ(い/N))J"(x/N)ds+ 0(1) 
vV .L' XεZ 

ここで N→∞とすれば(PtJ)= (PoJ) +必(P(ρs)J")dsが得られる.
上の議論では (6) を仮定したが，もちろんこのようなことは仮定できない.実

際の証明では， (αi")O::;t:S;l)が確率測度値関数の空間に誘導する確率分布の相対コン
パクト性を証明し， それに基づくある種の routineな議論を行う.

非勾配系の場合ははるかに深い内容のある議論を準備する必要がある.

IV 古典的粒子系のスケール極限.

古典的 Hamilton系.

微視的スケールの下での運動方程式

，J2 

おqi( T) = -L V U (qi ( T) -qj ( T ) )， iニ 1，2，・
j宇佐t

(7) 

Uは2体間の相互作用力を与える potential関数(近接作用(finiterange)とする).

Boltzmann方程式

希薄気体中の 1粒子の時刻 tでの位置 qと速度 υの分布密度関数を f(t，q，υ)で表

す.直感的考察により， L. Boltzmannは彼の名で呼ばれる次の方程式を導いた.

会f+りマf= Q(凡
ここに Qは衝突作用素と呼ばれる速度変数のみに関する非線形作用素で vの関

数g= g(υ)への作用はう次のような形である.

Q(g)(り)= j j[g(vf)g(VO)一仇)作)]K(川?のdVldB

粒子が剛体球のとき， O.E. Lanfordはごく短い時間に限ればル粒子の Hamilton

系から Boltzmann-Grad極限をとることにより Boltzmann方程式が導かれること

を示した ([1]，[8]参照). ここで Boltzmann-Grad極限とは剛体球半径を ε， 単位
体積内の粒子数を nとするとき条件

nE2 ~ 1 粒子密度 ~ε)

の下で、 n→∞ス↓ 0とする極限操作のことである. この極限では時間について

のスケールは変えず、に，

q
J
 

F
O
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典型的な l個の粒子の単位時間の衝突回数 rv 1 

となる. これに対し次に述べる流体力学極限では

ne
3 ~ 1 (粒子密度 rv1) 

であり典型的な粒子は数個の粒子と常時相互作用していることになる.

流体力学極限では

保存量(粒子数，運動量，エネルギー)を巨視的スケールで見るときの経験分布

を問題にする.

ε-粒子の巨視的スケールでの大きさ粒子数，粒子速度，エネルギーの経験分布

は各々的(t):=εqi(tjε)， 巨視的スケールで見た粒子の位置

αε3玄OXi(t)，sE =ε3乞qi(tjε)OXi(t)，γEニ e乞ei(tjε)OXi(t) 

但し ei(ァ):= ~Iq(ァ)1 2+ ~ Lj:pi U(qi(ァ)-qj(ァ))(第 t粒子のエネルギー).
局所平衡の成立を仮定 =今 Euler方程式:

11p+マ・ (pp)= 0 
θt 

三(pp)+ [マ・ (ρIPkP)]%=l十マP=uぅ
δt 

去(pe)+マ(ωp附e
ここに p，p，eは各々 ， α叫c'sc，γε の極限の密度関数である. また P= P(p，p，e)は

Uにより定まる圧力関数である.

Uが遠隔作用の potentialのときは Vlasov方程式と呼ばれる微積分方程式が現れ

る. この方程式は典型的な平均場近似の方程式で流体力学極限に特徴的な概念であ

る局所平衡とは無関係に理解される.このような事情は，あるいは抵抗のある 1次

元古典的粒子系に対しては数学的結果として定式化できる [7]. 

Hamilton系から直接Euler方程式を導く方法以外に， Boltzmann方程式から流体の

方程式を導く方法がありこれも流体力学極限と呼ばれることがある.先の Boltzmann

方程式で衝突項 Qをe-1Qで置き換えたときの解を fl(t，x，と)で表す:

tf川マfft=;μ伊伊QαWω州(げゲ例fl灼tり)
パラメ一夕 rは平均自由行程と呼ばれる量に相当し，ある意味で気体の希薄性を表
現している.速度変数について積分することにより密度場，速度場，エネルギーの

場を各々

/(t， x) = J fl(t， x， ~)d~ 
vt(い =J ~ft(t ， x，と)

e
t
(い) = J ~ほ 1 2fR(t， x， ~)d~ 
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によって定義すれば. 初期値 jf(O，X，と)についての適当な条件の下でr→ Oと
したとき，これらが前と同じ形の Euler方程式の解に近づき， jf(t， x，と)はその解

(p(t， X)，p(t， X)， e(t， x))をパラメーターとする局所Maxwell分布に近づくことが示さ

れる. 但し、ここに現れる圧力関数Pは

2 f 1" ¥ 
p=ρT = ;; I e - ~p"; I p 

3 ¥ . 2' } 

で与えられ，理想気体のそれと同じである.([1]参照)
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