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はじめに

この研究会は今回で 3回目を迎えた。これまで、生物学や物理化学の多くの専門家に

よって、非専門家向けに生物学における様々な現象についてレクチャーして頂いたこ

とに深く感謝したい。

そこにおいて、生体現象は実に様々で、それらを理解するために実に多様な数理的

手法が用いられていることが分かった。そこでは、様々な状況にあった個々の方法が

取られているが、それらは一つ一つがばらばらなのではない。その世界には確固とし

た共通の原理が存在することが、これまでのこの研究会での講演からも明らかになっ

ている。ここでは、その一つの「原理j を取り上げたい。

生体現象は多くの種類のパターンを持つ。例えば、魚やシマウマの縞模様のよう

な非常にマクロなものから、体内時計のようなミクロな相互作用システムの中に現れ

るものまで様々である。そのような現象はすべて、様々な種類のタンパク質どうしが

相互作用することで複雑にからみ合いながら形成されている、システムの中から現れ

る。一方で、タンパク質問の相互作用を化学反応としてみれば、それはお互いの分子

が持つ電子軌道を共有することで反応がおこる。電子の軌道を追跡することは不可能

であり、その意味で電子軌道は極めてランダムであるといえる。

まとめると、ミクロなスケールで、電子どうしのランダムなやり取りが積み重なっ

て、(電子のものに比べて)大きなスケールから見ると、パターンを形成するのである。

このような一般的な原理は生物の持つ特有の現象であり、それを理解したいこと

からここでの話しは始まっている o

1 ミクロなスケールにおける写像の繰り返しと合成

さて、 f: [O，lJ→ [O，lJを連続な写像とする。この時、その繰り返し:

{x， j(x)， j2(X)， j3(X)，・・・ ，jη(x)，・..} 

の軌道は nが十分大きい時に予測不可能という意味でランダムである一方で、その解

析的な研究は力学系の分野で深く成されている。ここでは、その軌道 {j凡(x)}η=0，1，.

を一つの分子の電子軌道に対応させて、それらの聞の相互作用を定め、それらをマク

ロな視点から見てみる o

ここで、二つの写像:

j，g: [O，lJ→ [O，lJ 
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をとり、それらの繰り返しを次のようにあらわす。

。l(X)= {fk(X)}たこ0，1，…，02(X) = {gk(X)}k=O，l，.... 

ここでは、それらを oscillatinsと呼ぶ ([K3])。

今、片側符号力学系を:

X2ニ {(α0，α1γ ・・):仇巴 {0，1}}

であらわす。その時、各元 kニ (ko，k1γ ・・)ε X2に対して、ファミリーの区間写像:

を次で定める。まず、

{hm(x) }m=O，lぃ， hm: [0，1] -→ [0，1] 

J f(x) i = 0， 
ぬ(x)= < 

Ig(x) i = 1. 

とおく。その時、 hkを次で、定める:

hm(x)三dkm0 dkm-1 0・・・ odko(x). 

hm は (k，f，g)で定まることに注意したい。

今、

π: [0，1]→ {O，l} 

を、 π([0，~))三 O、 π((~ ， 1])三1とおく。この時、各 Z ε[0，1]について πとがを合

成することで a.e.xに対して別の X2の元:

π((h1(x)， h1(x)，・・・))三 (πohO(x)，πo h1(x)，・・・)E X2 

を得る。則ち、 (x，j， g)を固定すると、 k ε X2 に対して、別の元

π((h1(x)，h1(x)，・・・))ε X2が定まった。これにより、次の写像:

φ(x，j，g):X2→ X2 

が <1>(♂，j，g)(k)-π((hO(x)， h1(x)，・・・))で定まるが、それをここでは interactionmap 

と呼ぶ。 Interactionmapは一般には連続な写像であるが同型ではない。そのような

性質は、点 Zε[0，1]の取り方に依存している。

さて、争(x)三φ(x，f， g)の繰り返し:

{争(x)t(k)h=o，l，… CX2

を考えてみよう o これにより、二つのパラメーターが現れたことになる o Oscillation 

{f九(x)}η=0，1，.・-の η と、上の tである。 φ(x)という写像は、 fや gのすべての η につ

いての値 {f(x)，gn(x)}がある程度分からないと定まらない。、ある程度'といったの

は、その πによる像が分かっていれば良いので、いってみれば、それらの間の相互作

用の、おおまかな形'が分かれば良いといえる o その意味で、 tのスケールは η のもの

より大きく、争(x)という写像から導かれる幾何学的な性質の中に、始めに述べた「マ

クロなパターンj を見つけることがその原理に対応するであろう。
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2 マクロなスケールにおける自己同型群と可積分系

今、 Zε[0，1]が正則 (regular)であるとは、争(x，j，g):X2竺 X2が同型写像を導くと

きをいう。 R(j，g) C [0，1]で正則な点全体をあらわす。この時、

G=  gen{it(x，J，g):x εR(j，g)} c A叫ん AutT; 

を正則な争(x，J，g)で生成される X2の自己同型部分群とする。 Gはファミリーの写

像 (j，g)のみにより定まる。 AutT;;は非常に大きい群であることが知られており、一

般には Gは非常に大きいか、または空集合かもしれない。

さて、 fとgの二つの元による相互作用は、よりたくさんの写像どうしの相互作

用に一般化することができる。その意味で、次のことがわかる o

Theorem 2.1 (K3) There isαfαmily {j，g，α?β}， jour mα，ps on the interval so 

thαt the corγesponding G is isomorphic to the so-cαlled lαmplighter group， the semi 
direct product 0 j EBz Z2 with Z. 

Lamplighter群は幾何学的群論で良く知られたもので、二元生成無限表示群である。

このことは、ミクロな相互作用に対応する写像達を選ぶことにより、それらの聞の相

互作用から定まる、マクロな対象である自己同型部分群がよい性質を持つことをいっ

ている。

次に、可積分系で良く知られている、 LotkaVolterra方程式:

d 、

n = Un¥Uη+1 - Uη-1J dt ~ICI -Il.，¥ ~/"T~ ~/"-..l l 

を扱う。これは生物どうしの補食の関係を記述したものである。これを離散化、さら

には超離散化することで、次の LotkaVolterra cell automaton: 

り;+1-uL=max(0?りし1-Lo) -max(O， V~~ll - Lo) 

を得ることができ、この解はソリトンを持つことが知られている。

さて上では、 π:[0，1]→ {0，1}を用いたが、もう少し細かく、 πL : [0，1]→ 

{0 ， 1 ，・・ • ，L -1}を全く同様に定めることができる o また、 XL= {(α0，α1γ ・・):向巴

{0，1ぃ .， L-1}}と置くことで、片側符号力学系のアルファベットの数を増やして

おく o

これにより、写像の有限個のファミリー {!i}iから次の interactionmap: 

φ(♂，{jdi) : XL → XL 

を同様に得ることができる。この時、その繰り返し:

{φ(x， {jih)t(長)}tニ0，1，...C XL 

を考える。
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Theorem 2.2 (K3) There isαfαmily {ji h so thαt the corresponding iteration 

{φ(x， {fih)t(長)h=O，l，… give solutions oJ the LotkαVolte作 αcellαutomαton.

In pαrticulαr they contαin solitons. 

エントロビー:このように、写像のファミリーを用いることで、可積分系や樹木

への作用などを構成することができる。生物学の見地からは、これらミクロシステム

に多少の揺らぎがあっても、マクロなシステムが安定でなければ長い時間生体を維持

することはできない。そこで、ファミリーの写像の構造安定性を研究することは自然

といえる。第一ステッフ。として、位相的エントロビーを考えよう。ここでは本質的に

二つのエントロビーを考える必要がある。則ち、ミクロにおいて、ファミリーの写像

の相互作用のエントロビー、そしてマクロにおいて、それらから構成された相互作用

写像争のエントロビーである。概念的には、ミクロにおけるエントロビーは値が高く

相対的にマクロなほうは低いことが、パターン形成を計るある程度の目安になるであ

ろう。

j， 9 : [0，1]→[0，1]とし、 φ(x): X2→X2を相互作用写像とする。今、ファミリー

の相互作用写像を

争 :X2 X [0，1]→X2 X [0，1] 

争(k，x)=(φ(x)(k)，x)で定める。

一般に、距離空間 (Y，d)とその上の連続写像f:Y→Yに対して、位相的エント

ロビーん((Y，d)， J)εRが定まる。マクロな相互作用写像とミクロなファミリーの写

像の両方の性質が反映するエントロビーをここでは定める。

Definition 2.1 The interaction entropy is given by the topological entoropy: 

ht(J， g) = ht(φ). 

j，9 二つの写像から作られる相互作用写像争(x)について、争(x)(長)
= (kふkiγ ・・)とおくと、叫が (ko，・・.，ki)で決まってしまうことから、単独の相互

作用写像の位相的エントロビーん(φ(x))は自明になることが分かっている。一方で、

Lotka Volterra cell automatonなどの場合は、 ki十1までの情報、つまり一つ先のこと

まで、分かっていないと叫が定まらない。このことによりその位相的エントロビーは自

明ではなくなる。このことと、ソリトン形成になにか関係があれば面白い。

ソリトンは数理物理の様々な場面で発見されている極めて重要な現象であり、そ

の形成のメカニズムを理解することは大問題であると思われる。ファミリーの写像か

ら作られた相互作用写像の「ソリトン具合J(つまりどのくらいソリトンの持つ性質

に近いか)を計るようなエントロビーを構成することが望まれるが、それはおそらく

は位相的エントロビーより細かい情報を必要とするように思える。
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3 空間の形成

DNAから構成される相互作用システムからタンパク質が作られる o タンパク質は何

か形を持った実体があり、タンパク質の機能は、本質的にその形で決定される。

そこで、上で行われているファミリーの写像聞の相互作用から、何か空間を構成

することが自然に考えられるが、これを

Space form problem 

とここでは呼ぶ ([K4])。ここでは、 spaceform problemの一つの定式化を述べる。

一般的に、ファミリーの写像を用いることで、相互作用のグラフとここで呼ぶ有

限グラフが以下のようにして構成される。それは初期条件x。を与えることで、自動

的に有限グラフの無限列:

XO，X1，X2，・

を成すことが示されるが、それは符号力学系の有限グラフ版と言える。幾何学的に符

号力学系は、マルコフ分割など空間上の写像から引き出される力学系の、大域的な性

質を記述するものとしてあらわることから、ここではその逆問題を考える。則ち、相

互作用のグラフの無限列から、ある空間 X とその上の(自己同型)写像Aと構成す

ることを考える。その時 (X，A)は上で述べた spaceform probelemにおける一つの定

式化を与え、イメージ的にはタンパク質X とその状態 {x，A(X)， A2(X)γ ・・}を与え

るようなものである。

そこで、まず相互作用グラフを構成する。 I，g:[0，1]→ [0，1]を取り、争(x，/，g):

X2→ X2を相互作用の写像、 π:[0，1]¥j→ {O，l}を射影とする。さらに別の連続写

像d:[0，1]→ [0，1]をとる。

今zε[0，1]とある kεX2について、次の等式:

<1>(♂， /，g)(長)=π((d(z)，d2(z)，...))三 (π(d(z))，π(d2(z))γ ・・ )ε X2

が成り立つとする。この時、 markedoriented edgeを

(/，x)包2(d?Z)

で書く。

分子間の相互作用は、それが行われる部位において近接することにより可能とな

る。そしてそれぞれの形がお互いに重なりあうことにより近接することができるので

ある。ここではその形を X2の元とみなすことで、上の等式は二つの分子が近接して

いる状態と見なす。よって上の矢印は相互作用している状態を現している。

これを一般化して、ファミリーの写像{ん?・・・うん}とファミリーの点 {XOγ ・ゥxz}
をとる。各 (i，j，x)ι{O，...，k}2 X {xo，・・.，xz}に対して、長(i，j，♂) E X2を与えよう。

po っ“
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このようにして、符号列のファミリー (k(i，j，ね)}万三iTcX2が与えられた。これ

らについて、頂点とエッジの集合を以下で定める:

V = {(h，xj) : 0三t三k，O三j三l}(the set of vertices)， 

(ん，k(久j，Xh))
E = {ei，j，k : (ムXh) → (fk，Xv):} (the制 ofedges). 

Definition 3.1 An inter，αction gr，α.ph isαmarked oriented grlα.ph，ωhere the set 01 
vertices Vαnd edges E αre givenαsαbove. We denote it by: 

G ( {fi} f; {x j };; {長(i，j，勾 )};:?23=l)

このようにして、写像、点、そして符号列のファミリーから相互作用のグラフ Xoが

与えられた。さて次にこれらのファミリーから相互作用のグラフの無限列を与えよう。

xfl三 X;2十l二 X2X X2 X ... X X2 

とおく。この時、ファミリーの相互作用写像から:

争:xfl→xfl

の写像が定まる。ここで、

争({長(i，j，x)))二{k' ( i， j， X) } ， 

長'(i，j，x)三 φ(ムん，x)(長(i，j，x)).

これにより、別の相互作用グラフ:

弘(G({fdf;{Xj};;{k(i，j，Xh)})) 
二 G({fdf; {Xj};;争({長(i，j，Xh)})).

が与えられる。これを繰り返すことにより、相互作用グラフの無限列:

(GO， G1，・・.)， 

Gi二 G({fi}f;{Xj};; (ti({k(i，j，九 )};32if=l))

が与えられた。この列は、有限グラフの有限集合の列として構成されている o

さて、組み合わせ論において、有限グラフから構成される多項式環のイデアル、

トーリックイデアルについて深い研究がある。ここではそれを用いて空間とその上の

写像についての定式化を以下で定める o (GO，G1，・・・)に対応して、トーリックイデア

ルの無限列:

(ん，/r，...) 

がとれる。
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今、 Vを代数多様体とし、アファインチャート{冗}とその定義イデアルみをとる。

V上の自己同型写像 Aが{(巧，Ji) }~1 について (stable)α1gebraíc Mαrkov partition 

を与えるとは、各 tについてある jがあって、

A(Vi) c vj 

を満たすこととする。

Spαce form problem:相互作用グラフの無限列から定まるトーリックイデアルの無限

列(ん，hγ ・・)に対して、それがいつある (V，A)の代数的マルコフ分割から定まるも

のになるか。

この構成には相互作用グラフの組み合わせ論的な性質を調べる必要があることが

分かる。

また、複素幾何学との関わりにおいて、トロピカル幾何学との関係から、射影幾

何学における双対性を用いて、オートマトンの問の双対性が存在することが分かって

いる ([K4])。

4 終わりに

最初に生体の数理現象には様々な原理が働いていることを述べたが、ここでは主にパ

ターン形成の現象、特に分子生物学の中心教義に関わることについて取り上げた。そ

の他のものとして少なくとも次の三つ、突然変異(比較的短い時間)、進化論(長い

時間)とそして免疫が挙げられる。

媛昧な言い方ではあるが、進化論についてはスケール変換に関わる数学、免疫に

ついてはなにか本質的に等式の解析ができる数学がそれぞれ有効であるように思われ

る。突然変異についてはまだよく分らない。等式の数学として特に作用素代数が可能

性があるように筆者には思える o
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