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大橋洋士

1 . はじめに:新しいフェルミ粒子系超流動の誕生

1 995年に希薄アルカリ原子ポーズガスでボーズ=アインシュタイン凝縮

(Bose-Einstein condensation: BEC)が実現して以来、物理学上の次なる大きな目標

となっていたものがフェルミ原子ガスの超流動化です。 これは、金属超伝導での電子

のクーパー対形成とその凝縮を原子によって実現させようとする、非常に野心的・挑戦

的な研究で、多大なる努力の結果、ついに 2004年、 40K，6Li (これらはフェル

ミ原子)に対し相次いで実現されました。

この新しい超流動は、単に、金属超伝導、液体ヘリウム 3(ヘリウム 3はフェルミ

粒子)に続く「第 3のフェルミ粒子系超流動」であるだけでなく、フェッシュバッハ

(Feshbach)共鳴と呼ばれる従来とは全く異なるクーパ一対形成機構で実現している

という点で非常に新規性に富んでいます。 また、この機構の持つ、「可変な対形成相

互作用」、という著しい特徴により、いわゆるBCS-BECクロスオーバー(粒子聞

の引力相互作用が強くなるにつれ、超流動の性質が超伝導でよく知られたBCS理論的

なものから、超流動転移温度以上で形成された分子ボソンのBECへと連続的に移行す

る現象)が実際に観測できるようになりました。 これにより、従来、別々に議論され

てきた、「超伝導に代表されるフェルミ粒子系のBCS超流動」と「ヘリウム4に代表

されるボーズ粒子系のBECJが統一的な視点、から理解できるようになりました。

フェルミ原子ガスの超流動転移温度 (Tc) は最高でフェルミ縮退温度 (TF) の

20%近くにも到達、これは TF = 10，OOo--100，OOO[K]の金属超伝導に対応させると、転

移温度がかるく室温 (30 0 K)を突破した超高温超伝導が実現したことに相当していま

す。 室温超伝導の実現は物性物理学の究極の目標の一つであり、産業界にとっても非常

に大きなインパクトをもたらすはずです。 しかし、現在、金属超伝導における Tcの最高

はまだ 150K程度です。 今回のフェルミ粒子系超流動の実現は、もしかしたらある

かもしれなかった「室温超伝導の壁」が実は存在しないことを明らかにしただけでなく、

いつの日か室温超伝導が実現した時に、それは一体どのような物性を示すであろうか、

という問題を今から研究できるという点で物性物理学にとっても非常に重要であると言え

ます。

この講義では、この新しいフェルミ粒子系超流動について、その理解の基本となるB

CS理論、 BEC，BCS-BECクロスオーバーを中心に解説したいと思います。 超

流動は量子多体効果が巨視的スケールで現れる現象であり、その理解には量子力学、統計

力学の助けがどうしても必要です。 この講義では、できるだけ基本的なところから説明

し、将来皆さんがこの研究分野に参入しやすいようにしたいと思います。 この講義をき

っかけに皆さんがこの新しい研究領域に興味を持ってくれることを期待します。
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

2 • 原子の統計性(ポーズ原子、フェルミ原子)と原子状態

原子は陽子+中性子+電子という 3種類のフェルミ粒子で構成されているおり、こ

の和が偶数の原子はボーズ粒子、奇数の原子はフェルミ粒子として振る舞います。 フ

ェルミ原子ガス超流動で使われている Li(原子番号 3)、K (原子番号 19)を例にと

ると、

6Li:陽子 (3)+中性子 (3)+電子 (3)= 9 フェルミ原子

7Li:陽子 (3)+中性子 (4)+電子 (3)=10:ボーズ原子

3 9K :陽子 (19) +中性子 (20)+電子 (19)=58 

4 oK:陽子 (19) +中性子 (21) +電子 (19)=59 

41 K:陽子 (19) +中性子 (22)+電子 (19)=60 

:ボーズ原子

:フェルミ原子

ボーズ原子

一般にアルカリ原子nA はnが偶数のものがフェルミ原子、奇数のものがボーズ原子にな

ります。

原子のスピン状態 (hyperfinestate) Fは核スピン(1)と外殻電子スピン (8)

の和で与えられます(内殻電子のスピンは全体として Oです)。 アルカリ原子の場合、

外殻電子は 1つなので 8=112となり、

F=1+8 

具体的には

6Li (1=1) 

40 K(I=4) 

F=3/2， 112 

F=9/2， 7/2 

金属超伝導では 8z=+112 (↑↓)電子間でクーパ一対が形成されますが、フェルミ原

子ガスの超流動では 2種類の原子スピン状態を擬スピン(↑↓)と見立てた時、その闘

でクーパ一対が形成されます。 上の 2つの超流動の場合は次の原子状態が用いられて

います。

6 Li 1 F， Fz) = 11/2， :t 1/2) 

40K IF，り=19/2， -9/2) ，19/2， -7 / 2) 

フェルミ原子、ポーズ原子の違いは2原子の交換性の違いとなって現れます。 今、
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大橋洋士

空間座標、スピン座標をまとめてxと書いて、量子数 nにある原子の波動関数をゆIn(Xう

とすると、フェルミ原子の波動関数は 2原子の入れ替えに対し反対称、ボーズ原子では

対称でなくてはなりません。

0フェルミ原子:W(Xl'X2) =仇(X1)丸(X2)ー仇(X2)丸(X1) : W(X2'~) = -W(Xl'X2) 

Oポーズ原子 W(Xl'X2)=仇(X1)丸(X2)+仇(X2)丸(X1) : W(X2，X1) = W(Xl'X2) 

この性質のため、フェルミ原子では、同じ量子状態を 2原子が占有することはできませ

ん。 この性質はパウリの排他原理と呼ばれます:

W(Xl'X2) =仇(有)仇(X2)一仇(X2)仇(有)=0. (2.1) 

つまり、 2種類の原子スピン状態(↑↓)のみを考えるならば、各エネルギー状態は最

大2原子までしか占有できません(量子数=エネルギー量子数+スピン)。 また、異

なる量子状態を占めていたとしても、 2つのフェルミ原子が同一地点(実空間+スピン

空間)に来ることはできません。

W (X1 = X2 = X) =仇(X1= X)丸(X2= X) 一世~(X2 = X)弘(X1= X) = O. (2.2) 

特に、原子スピン状態が同じ場合は、空間的に同一地点に来れないことにことになりま

す。 このように、相互作用がなくても「統計性によって互いに避けあう」性質はポー

ズ原子関にはなく、フェルミ原子聞には「統計的斥力」が働いている、と呼ぶことがあ

ります。 この排他的性質により、原子ガスのような多粒子系での基底状態はフェルミ

原子ガス、ポーズ原子ガスで全く異なったものになります。

自由ボーズガス
E 

自由フェルミガス

ε 
F 

↓ 

図2. 1 : 自由ボーズガスと自由フェルミガスの基底状態
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学一」

自由フェルミ原子の場合、エネルギー準位の下からパウリの原理に従って原子をつめて

いった場合の一番高いエネルギー準位をフェルミエネルギー町と呼びます。 これを温

度に換算したものがフェルミ(縮退)温度先で、

f F = kBTF， (2.3) 

の関係にあります。 ボルツマン定数を 1とするスケールでは両者は同じものです。

また、

ι-h2p;------
2m 

(2.4) 

と書いた際、 PFをフェルミ波数、 hPFをフェルミ運動量と呼びます。 h=1のスケー

ルでは両者は同じです。 以下では特に問題ない限り、 kB= h = 1とおくことにします。

有限温度の場合、各状態を占有する原子数はフェルミ分布関数 f(ε)、ポーズ分布

関数nB(ε)で与えられます:

f(εーμ)=1(2.5)
es(e-μ)+1' 

n山一μ)国 HfZ11; (2.6) 
er 、「ノ -1

ここでs=ljT、μは化学ポテンシャルです。 化学ポテンシャルはフェルミ原子の場

合、正負いずれの値をとる事もできますが、ポーズ原子の場合、分布関数が正であるこ

とから、最低エネルギー準位以下の値しかとれません。 例えば、自由ボーズガスの場

メ入
口、

ε=手注0:μ<O. (2.7) 
Lm  

化学ポテンシャルの値は粒子数の方程式から決定されます。 先ず、フェルミ原子

の場合を考えると、スピン状態が 2種類(↑↓)ある場合は(フェルミ原子ガス超流動

はこの場合に相当します)

N =2If(t:p一μ). (2.8) 
p 

この表式において、運動量の和をエネルギー積分に直すには、周期境界条件の下で、運

動量(波数) Px，Py，Pzが

27rn 
Pi =--;--1 

L 
(2.9) 
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図2.2 : フェルミ分布関数とボーズ、分布関数のエネルギー依存性

と温度依存性の模式図

と書けることに注意すれば良いでしょう o 離散的な波数の間隔がAp=勧/Lである

ことに注意して「区分求積法」を用いると、

~ _. L3 

N=2一一τ )~f(ε-μ)ð.p/1Py/lpz = 2一一.r dpxdpvdpzf(ε-μ). (2.10) (企.p)3~./ '-p .-，-rx-ry-rz -(2n')3J--rX--ry--rz./ '-p 

積分変数をエネルギーに変換して、

nf=ザ的)f (s -fl) . (2ω 

ここで、体積Q=lとして、

仰)=事J ω

は(1スピンあたりの)状態密度と呼ばれ、仏ε+dε]中の状態数を与えます。 作 O

の場合、フエルミ分布関数はステップ関数となりますが、これは前述した「基底状態=

フェルミエネルギーまで詰まった状態」を記述しています。 よって、

μ(T = 0) =εF. (2.13) 

これを利用して上の積分をT=Oで評価すると、粒子数とフェルミエネルギーの関係が

得られます。

コ (2mεFf/2p;
n=2rdsp(ε) '-"~-l'21 一τ-

432Z43z
一

(2.14) 
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

。

μ(T)/εF 
‘詰令

3̂ 

4̂ 

、3。 {}j i -柚3 守莞 3 

T/ヰ

図2.3 : 自由フェルミガスにおける化学ポテンシャルの温度変化

T=Oで階段関数の形をしていたフェルミ分布関数は有限温度になると、エッジ

付近が温度 Tにわたり崩れだします。 したがってフェルミ温度程度になると階段関数

が全域にわたって f<1となり崩れ、「 εF以下の量子状態が占有されている (f=1 )J 

という、 7とOでのフェルミ粒子独特の性質ははっきりしなくなってしまいます。 つま

り、フェルミ縮退温度 TFはフェルミ統計の効果が顕著になる特徴的な温度を表します。

温度の効果は化学ポテンシャルにも影響します。 十分低温ではゾンマーフェル

ト展開によって、

JZZ/TXZ 
μ(T) = t:F(1-

W 

.. 

U

，"" I ~ I )， (2.15) 
121 εF ) 

が得られ、より高温では上図のように負の値をとります。 このような状況ではフェル

ミ分布関数は古典統計のボルツマン因子に帰着します:

f(ε一μ)回 eβ|刈eβe (2.16) 

次にポーズ粒子の場合を考えます。 化学ポテンシャルはやはり粒子数の式

nすわ(ε ー μ)= J dt:p(t:)nB (
εー μ) 山)

から求まりますが(スピン自由度はないとしました)、 μ:s;Oでなくてはならないこと
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に注意すると、右辺はある温度以下になると、右辺を最大にする μ=0の値を代入しで

もNに届かなくなります。 これは、この温度以下で、最低エネルギー状態に巨視的な数

のポーズ粒子が凝縮するボーズアインシュタイン凝縮 (BE C)が起こったためで、こ

の状態ではμ=0、また、

no =n-fdeP(巾 B(ε)， (2.18) 

が凝縮した原子数密度を与えることになります。 T=Oではno=nとなりますo

BECの転移温度は、上式でno=0とおいた式から決定され、結果は

23ZW12/3 
(2.19) 

(と(3/2))2/3 m 

ここでと(3/2)= 2.612ツェータ関数です(導出は教科書を見てください)。

このように、

Oフェルミ原子ガス:フェルミ縮退温度

。ポーズ原子ガス :BEC転移温度

と、それぞれについて、「特徴的な温度」が出てきましたが、両者に共通点はあるので

しょうか? これを見るために、量子力学のキーワードである「粒子の波動性」という

観点からこれらの温度をながめてみます。

ドブロイの物質波の考えによれば、運動量pの粒子はP=h/λ程度の広がりを持っ

た波としての性質を有しています。 温度 Tにある系において、運動量と温度の関係は

T同五 (2.2ω 
2m 

ですからこれより熱的ドプロイ波長としてλ=h/.J2扇子が得られます。(熱的ドプロイ

波長のきちんとした定義はλ=h/.J五万で、すが数因子の差異はここでは重要ではあ

りません。) フェルミガスの場合、フェルミ温度近傍でこれを評価すると、

λ，.." 1/ PF. (2.21) 

これは先の粒子数密度の式から分かるように平均粒子間距離 (d~ 1/ n1/3 ~ 1/ PF )に

相当していることが分かります。 つまり、この程度の温度になると、フェルミ粒子の

量子力学は広がりが粒子間距離程度にまでなり、波動性が無視できなくなることが分か

ります。
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J
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図2.4 :理想、ポーズガスにおける化学ポテンシャルの温度変化

同様に、今度はポーズガスのBEC転移温度で評価すると数因子は除いて

λ....1/ n1/3 ....1/ d . (2.22) 

やはり、この温度程度になるとは粒子の波動性が重要になってきていることが分かりま

す。

このように、統計性の違いによって TF，TBECで、起こる現象は異なりますが、共に粒

子の量子力学的効果が顕著になる温度である、という共通の物理が潜んでいることが分

かるでしょう o

十分高温領域では図 2.4のようにボーズガスの化学ポテンシャルは負で大きくな

り、ポーズ分布関数はフェルミ分布関数同様、ボルツマン分布に近づきます。

n
B

(ε一μ)-f(ε一μ)回 eβ|μle-βc (2.23) 
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3 .フェルミ粒子の対形成(分子化)とフェルミ面効果

前章で見たように、自由ポーズガスはそれ自体でBEC状態になるのに対し、自由

フェルミガスはフェルミ温度という特徴的な温度はあるものの、相転移は示しませんで

した。 これは、パウリの原理により、最低エネルギー状態を巨視的な数の粒子が占有

できないことによるものです。 しかし、よくよく考えてみると、ボーズ原子も陽子、

中性子、電子というフェルミ粒子からなっており、それらがある意味、「分子化」して

ボーズ粒子になってBEC状態になるわけですから、フェルミ粒子系であっても分子化

してボソンになりさえすれば同様の相転移が期待できそうに思えます。 この場合、各

フェルミ原子自体は最低エネルギー状態(運動量0)を巨視的な数だけ占有することは

できませんが、分子の重心運動量KはK=Oの状態を(パウリの原理に抵触することな

く)たくさんの分子が占有することができ、 BECへの困難は回避できます。

このシナリオは実際に金属超伝導や液体ヘリウム 3の超流動、更にはフェルミ原子

ガス超流動で起こっており、クーパ一対が正にこの分子ボソンに相当しています。

フェルミ粒子の対形成を見るために、引力相互作用する 2つのフェルミ原子(原子

スピン状態は異なる(↑↓)とします)を考えます。 シユレーディンガ一方程式は、

一二~[V~ + V~]'V + V(円一九四=E'V. (3.1) 
L.m 

波動関数の空間成分は、簡単のため重心運動量Oの状態を考えて次のようにおきます:

lJf(rprz) =苧(ν(竹) ω

全体の波動関数はこれにスピン成分をカか斗けたものですが、今の場合、スピン波動関数は

2つのスピンを合成したシングレットかトリプレットに分類できます。 前者はスピン

の交換に対し反対称、後者は対称です。 フェルミ粒子の波動関数は全体として 2粒子

の入れ替えに対し反対称でなくてはならないので、

スピンシングレツト(↑↓一↓↑)の場合:'Vは対称 = > g(-k) = g(k) 
スピントリプレット(↑↑、↓↓、↑↓+↓↑)の場合:lJfは反対称=>g(-k) = -g(k) 

波動関数を方程式に代入すると gの方程式が得られます:

互g(k)+ ): Vkk，g(k') = Eg(k) 
m k 

九， = f d
3
rV(r)e

i
k-r 

(3.3) 

(3.4) 

特に、相互作用として接触型の引力 (V(r)= -VIδ(r) )を用いるとV枇 ，=-Vとなるので
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(ご-E)g(k)= V:L g(k') (3.5) 

2つの原子スピンがトリプレット状態の場合、 gの反対称性から右辺は Oになります。

結果、エネルギー固有値は単なる 2つの自由粒子の運動エネルギーの和

b
 

ν一
m

E
 

(3.6) 

になりますが、これは、トリプレット状態の場合、空間成分が反対称であるために 2つ

の粒子は空間上の同一地点、にくることができず、上で考えたような接触型の相互作用が

機能しないことに因ります。 シングレットの場合、 gはkに対し対称のため右辺はO

とはならず、この場合はエネルギーの方程式として

1=VL~=vfdερ(九 (3.7) 

が得られます。 引力によって 2つの粒子が分子化すれば、この方程式から E<Oの束

縛状態が得られるはずですが、実は右辺の積分は収束しません(紫外発散)。 これは、

デルタ関数型の相互作用を用いたことによるもので、とりあえずカットオフ (ωc)を

導入してこれを防ぐと(この問題は後で議論します)、 E<Oの方程式として

前~[1-~ゲ (3.8) 

l 

J l/Vp(ωJ ー-

IE 1/2ωc:E <0 

図3. 1 : 束縛状態の解

この結果から、 Vp(ωJ>lであれば束縛状態、つまり、 2つのフェルミ原子が分子化し

た状態が存在することが分かります。

上の議論で出てきたカットオフの実態はなんでしょうか? 何とか理屈をつけよ

うとすれば、これは、「核反応がおきて原子が分解してしまったりイオン化してしまう
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ような非常に高いエネルギー領域では、原子自体が存在できないはずなので、原子の核

分裂のエネルギー程度のカットオフ」と言えなくもありませんが、今考えている低エネ

ルギー (μK程度)の物理において、そのような非常に大きなエネルギースケールを持

ち込むのは便利とは言えません。 そこで、この「よく分からなしiJ量を持ち込むこと

なく、観測可能な物理量のみを用いてこの問題を記述する方法を考えます。

この処方筆は繰り込み理論と呼ばれるもので、そのアイデアは、観測可能量である

(低エネルギー極限の)原子の 2体散乱長&にカットオフを吸収させ、見かけ上カッ

トオフの効果を消去してしまう、というものです。 2体の散乱長は下図で与えられる

散乱行列 (t一行列)[iの長波長、低エネルギー極限と次のように関係しています。

f竺!...= r(O，O)・

m 
(3.9) 

p↑ 

lr 一円一
，..-+ 

:-v + 
'惨

h 

.r  

I...L ・..........
"1  ... 

r 

V
 

-p↓ 

図3. 2: t一行列rのダイヤグラム表現

具体的に計算すると、通常の散乱理論にしたがって

生=r(O，O) =ーV+(-吟」一(-V)+.....=ー〈
マヨ c

m 今"0-2e' __~ 
l-V、‘ーータ2e

(3.10) 

この式にもカットオフが現れていますが、散乱長をこの式で決定しようとは思わずに、

散乱長は「実験的に」決める、と「決心(! ) Jします。 すると、上の式は逆にカッ

トオフを観測量である散乱長から決めることができ、これを最初のエネルギー固有値の

カットオフに代入すれば、これを消去することが可能になります。 ただ、上の式から

カットオフを計算するのは面倒なので、同じ方法ですが、ちょっとしたトリックを行い

ます。 先ず、エネルギー固有値の方程式を次のように変形します:

ハU
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V強いV弱い

+∞ 
1/αs 

O 一-00

(3.11) 

3 :引力相互作用 Vと2体散乱長の関係

1づ[正E 去|づl去l

図3. 

(3.12) ー一
b一E一

ε
一
勺
釘

ωcyム
p

伽

S7
1
一μ一E一

ε
一
今
ん

ω
で
L
Pー一

b
ωcyム
p

v
 

V 

一-
t
E
A
 

右辺最終項にはまだカットオフが残っていますが、この和は収束するのでカットオフを

∞として構いません。 前の式でカットオフに依存していた部分は「実験で決める」と

した散乱長に完全に吸収されてしまいました。 かくして、束縛状態のエネルギーは

(3.13) 1=与 j仰斗

(3.14) 

(3.15) 

α5 > 0の場合に束縛状態が得られ、そのエネルギーは

E = _____1_-
ma-

束縛状態の波動関数は

g(k)=~ 
2Sk - E 

であることに注意すると、

これを解くと、

(3.16) 

R=r1-r2とおいて次のように求まります:

W(R = r
1ザ

可
E
ム

門

i
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つまり、分子の大きさは散乱長 as程度です。 こうして、処 >0の場合に、結合エネ

ルギーがE、広がりが散乱長程度の分子が形成されることが分かりました。

散乱長を導入すると実態が良く分からないカットオフの存在を気にしなくて良く

なる分、相互作用が最初に導入したVで記述されていないため、物理量の相互作用依存

性を考える際にちょっと不便です。 相互作用を散乱長で表す場合、散乱長の逆数で表

記することが多く、その場合のVとの対応関係は

ー竺ー=-Lρ(ω'J， (3.17) 
4JTas V 

となり、図示すると図 3.3のようになります。 2体散乱長が正であっても実際の相

互作用 Vは引力であることに注意して下さい。

以上は真空中の 2つのフェルミ原子の場合でしたが、実際のフェルミ原子ガスは多

くの粒子からなり、フェルミ面が形成されています。 そこで、今度はこのフェルミ面

の影響を調べるために、フェルミ面の外側に 2つのフェルミ原子をつける場合を考えま

す。 簡単のため、引力相互作用はこの 2つのフェルミ原子聞にのみ働いているとしま

しょう o 多粒子系のうち、特定の 2粒子のみに相互作用が働く、というのは非現実的

ですが、この問題は Cooper問題と呼ばれ、 BCS理論誕生に大きな影響を与えた、とい

う経緯があります。

ここでも 2原子の重心運動量はOとして、先と同じ波動関数を用います。 ただし、

今の場合、フェルミ準位までは粒子が詰まっているので

g(k < kF) =0， (3.18) 

という条件が課されます。 固有エネルギーをフェルミエネルギーとそこからのずれに

分けてE+2EFとかくと、シュレーディンガ一方程式は

一二~rv: + V~l'l' + V(円一ろ)'1'= (E + 28 F)'I' 
Lm 

gの方程式は先の2粒子の場合でE=令 E+2εFとしたものになり、

(ご-E)g(k

(3.19) 

(3.2ω 

回有値の方程式は

l=Vふ -LJVLdwki-E
>kF ""'Vk ""'VF e>e~ --'-'k ""'VF 

(3.21) 
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本¥¥¥ フエノレミ面

↓議

図3.4 :クーパー問題。 フェルミ面外側に相互作用する 2粒子

を付け加える。

和の制限はフェルミ面が存在することに起因する (gに課された制限)ことに注意して

ください。 この積分はやはり紫外発散するので、先ほどのように散乱長で処理するこ

とにします。 ただし、今の場合、フェルミ面以下の状態は実質使えない(既に詰まっ

ている)ので、フェルミ面まで繰り込んだ 2体の散乱長久(εF)を導入します:

4Jra s (εF) V 

1-V ¥' ~ 
pff

F 
2E 

先ほどの散乱長との関係は容易に得られて、

(3.22) 
m 

4mls(εF) V 

一
1
一
b

v
一ω

合
4JTa

s 

m (3.23) 
~ 1 吾、 1 V 品 1 ~ 4.mz 吾、 1

1-V ¥' --=-+ V、 1+ 、‘一一 、-
~æ ~2ε~ 1 ~2ε m ~æ 
p>u -- p>u -- 1-V、‘一一p>u --- p>u 

p>り 2ε

最後の式の分母の和は上限がフェルミエネルギーなので、先ほどの不明なカットオフを

含む和とは異なり、原理的には既知の量です。 これを用いて、カットオフに依存しな

m 

い固有値方程式を作ると

1=一寸F)計叩(ε)12JF-E4 (3.24) 

q
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洋士

ms(εF) _/_ '\~εF +E/2
1
__  Ji-; -~êF+E/2 1= -----n-r/ p(ε F ) l  

m zJ27 時 F;+JεF+E/2 

大橋

束縛状態のエネルギー (E<0)が小さい(弱結合)の場合は

IEIくく εFの条件より

E =-8εFekFQS(f:F) 

束縛状態のエネルギーの大きさがフェルミエネルギーよりも十分大きい強結合の場合

は

(3.26) 

1 
E=一-

mas(εFY 
となります。 強結合は引力相互作用が強い場合に得られるはずですから、散乱長の表

記ではas→ Oに対応します。 この場合、先の式から

(3.27) 

(3.28) 
4Jras 

~-ー一ーーーー・，

m 
1+サド

4Jras(εF) 
m 

となるので、強結合での分子の結合エネルギーは2原子で考えたものと一致します。

¥3粒子系の場合

2粒子+フェルミ面¥¥

l/(kFas) 

束縛状態のエネルギーE

束縛状態のエネルギー

4
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弱結合

x 

フェルミ対分子の大きさ (K)K-1e 2kFh 一一
k，. 

強結合

|…s 

O 1/(kFαJ 

図3.6 : 形成されたフェルミ対分子の大きさ

分子の大きさは上で求まったEをgに代入、束縛状態の波動関数を計算して

1 _-R/K 

W(R) =っー=ι一一、121rK R 

ここで弱結合では (1/kFasく 0)

(3.29) 

n 

K _.l._e 2kFa. 一-k F 

(3.30) 

強結合では (1/kFas > 0 ) 

K αs (3.31) 

平均原子間距離が11kFであることに注意すると、弱結合領域 (as→ -0 )では分子は

非常に大きく、他方強結合極限 (αs→ +0)では非常小さくなります。

フェルミ面がある場合の著しい特徴は、引力相互作用の大きさにかかわらず束縛状

態が存在する、という点です。 これは Cooperinstabilityと呼ばれ、フェルミ面が無

限小の引力に対し不安定であることを示しています。 また、この結果生じる分子はク

ーパ一対と呼ばれます。 1/(kFaJ< 0の領域での分子(クーパ一対)形成にはこのフ

エルミ面の不安定性が本質的に重要で、 2体レベルでは分子形成はできません。 これ

に対し、相互作用が強い場合は、フェルミ面がある場合でも、束縛状態は f2粒子+真

空」の場合と実質問じ束縛エネルギーを持ち、フェルミ面の効果は重要ではありません。
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この講義のテーマは「フェルミ原子ガス超流動におけるBCS-BECクロスオー

ノtー」ですが、その物理的なイメージはここまでの理解でも十分描くことができます。

ここまでの話で分かったことは

( 1 )各ボーズ粒子の持つ量子力学的波動関数の広がり(前章ではこれは熱的ドブロ

イ波長程度)が互いに重なり合うようになるとBECが起こる。

( 2 ) フェルミ面があると、引力相互作用があれば分子化(クーパ一対形成)が起こ

る。

有限温度を考えた場合、温度 Tが分子の結合エネルギーE程度になると、分子は熱的に

解離してしまうと考えられます。 したがって、上で求めた結合エネルギーはそのまま

「分子形成温度 (Tつ」を与えます。 弱結合領域の場合、温度を下げていき、 T'" I 
EI程度になり(クーパ一対)分子が形成が起こるようになると、この分子の大きさ(波

動関数の広がり:K)は平均原子間距離(d'" 11 n1l3~ 11 h )に比べ非常に大きいため、

上の(1 )の議論から形成と同時に直ちにボーズ凝縮してしてしまうでしょう o まさ

にこれが弱結合BCS理論における超流動転移に相当し、

n 

T_ -e -cekFD.(CF) ε..，e (3.32) 

また、クーパ一対は Tcで形成と同時に凝縮します。

この描像は分子の広がり Kが原子関距離程度まで正しく、その領域はKの式から

l/(kFαJ-l， (3.33) 

までとなります。 これよりも強結合領域に入ると分子形成が起こっても分子の広がり

が分子間隔程度になるまで温度を下げなくては凝縮は起こりません。 つまり、強結合

領域では分子生成温度 (T士"'IEI)とBECの相転移温度(1EEC)は一致しなくな

り、前者の方が高くなります。 相転移温度は nl2個の分子 (nはフェルミ原子数)に

対し、

h 1 
(3.34) 

~2JTJnTc (n/2)1/3 

これより強結合領域の Zは

1;~εF' (3.35) 

となります。これがフェルミ原子ガス超流動の分子BEC領域の超流動転移温度です。
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分子形成温度 (Tつ

分子の波動関数が

重なり合う温度

， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， 

一一一一一一一・

|日ス| 超流動状態

相転移温度 (Tc) 

。
l/(kFaJ 

図3. 7 : BCS"BECクロスオーバーの相図

上のイメージ図のうち、 BEC領域については、よくよく考えてみると、実は通常

のポーズ「原子」ガス BECとある意味同じ状況であることに注意しましょう: 非常

に高温では、原子は陽子、中性子、電子という 3種類のフェルミ粒子に分解しており、

ある種のフェルミガス状態です。 これがだんだ冷えてきてくっついたものがポーズ原

子、と考えると、これは今考えてきた分子に相当しています。 くっついてポーズ粒子

になった温度(=原子核、イオンの結合エネルギー)は非常に高いので、まだ分子の波

動関数の広がりは分子間距離ほどではなく、凝縮はしません。 そしてより温度を下げ

て重なりが無視できなくなったところで BECがおこるわけです。
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4.原子間引力相互作用とフェッシユバッハ共鳴

フェルミ原子がクーパ一対を形成するには引力相互作用は不可欠です。 もし、こ

れが原子聞の直接相互作用であれが話は簡単ですが、現在実現しているフェルミ粒子系

超流動は、いずれも何らかのボソンの手助けによって生じた相互作用によって対形成が

起こっています:

金属超伝導:フォノン(格子振動)、反強磁性的スピン揺らぎ等 (A型)

液体ヘリウム 3:強磁性的スピン揺らぎ (A型)

原子ガス超流動:フエツシユバッハ共鳴 (B型)

争 争 電器 o 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

⑪i分子

A型 B型

図4. 1 : ボソンによって媒介(伝達)されるフェルミ粒子間相互作用

このうち A型はフォノン等の揺らぎ(ボソン)によって媒介された相互作用で、原子

ガス超流動の発見以前のフェルミ粒子系超流動はいずれもこの機構に因っています。

B型はフェルミ原子ガス超流動に特有の機構で、フェッシュバッハ共鳴によって 2つの

原子が分子(ボソン)を形成、再び解離することを通じて 2原子聞に引力相互作用が発生

するものです。

A型の典型例としてフォノンを考えます。 電子と格子との衝突で格子がエネル

ギーωDの励起状態(光学フォノンを考えるとしてこれはデパイ周波数程度)になった

として、 t一行列を 2次摂動の範囲で求めると
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P"q p'+q p-q p+q' 

， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， 

、、、、、、、、、、、、

p p p p 

図4. 2 :フォノンで媒介される相互作用。 実線は電子、鎖線はフオノン。

r(p，p'→p_q，p'+q)=J2 ， 1 +J2 
、ノ

(εP+ & p.)一(&p-q+ &p' +ωID) (εp + &p.)一(εP+&P'+q +ω'D) 

=J2 1 +J2 

0p-Ep-q)一ωI
D (εp' -&p'+q)一ωD

ここで、 Jは電子一格子相互作用の結合定数です。 特に低エネルギー粒子:

1 

(4.1) 

|εp一εp-qIくく ωD、1& p 
-& p'+q Iくく ωD' (4.2) 

の場合は、この散乱過程から引力の有効相互作用が得られます。

ハU〈
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(4.3) 

次にフェッシュバッハ共鳴による有効相互作用 (B型)を考えます。 フェッシュ

バッハ共鳴とは、 2原子の散乱の際、共鳴束縛状態としての分子が形成される現象です

(始、終状態を openchannel、分子状態を closedchannelと呼ぶことがあります)。 原

子間の相互作用ポテンシャルは、電子間相互作用による近距離の斥力、ファンデルワー

ルス力による遠距離での引力(及び、 2つの原子の外殻電子が互いにシングレットであ

る場合は共有結合効果による引力が加わります)の結果、図のようなレナードジョーン

ズポテンシャルの形となり、共鳴束縛状態がこのポテンシャルのくぼみ部分に形成され

ます。 これに加え、フェッシュバッハ共鳴では、電子スピンと核スピン間の超微細構

造相互作用
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図4.3 : (a)フェツシユバッハ共鳴によって生じる引力相互作用

(b)共鳴束縛状態形成の模式図

品-IF=必~、 (4.4) 

外部磁場によるゼーマン効果、及び、電子と核とのボーア磁子大きさの違いが重要な役割

を果たします。 超微細構造相互作用には電子スピンと核スピンの大きさを片方を+1、

もう片方を-1だけ変化させる効果があり(ふよ+S1+)、これにより中間状態の原子状態

には散乱の始状態とは異なる原子スピン状態が含まれるようになります。

例えば、 40Kの超流動の場合、

open channel: 1 F，り=19/2， -9/2) + 19/2， -7/2) 

closed伽 nnelIF，Fz) = 19/2， -9/2)+ 17/2， -7/2) 

すると電子のボーア磁子は核のそれに比べはるかに大きいため、外部磁場によって始状態

と中間状態とではゼーマンエネルギーによるエネルギー差が生じ、中間状態での相互作用

ポテンシャルの「くぼみ」にできた共鴫準位のエネルギー2vが磁場に依存することになり
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ます。以上の点をおさえたうえで、 2つの原子が中間状態としてエネルギー2vの共鳴束縛

状態を形成、再び解離して 2原子状態にもどる過程を 2次摂動で評価してみます。 する

と、低エネルギーで考えるとして、

ル=イま

一一

2v 

(4.5) 

ここで gはフエツシユバッハ共鳴の結合定数(原子から分子状態への遷移振幅)です。

特に、共鳴準位 (=2v)と解離した原子状態でのエネルギー (=0)が一致するフェッシ

ユバッハ共鳴磁場島近傍では 2v=α(B-.昂)と書けることから、

g2 
Vff 
qα(B -Bo) 

(4.6) 

よって強い相互作用が共鳴磁場近傍で得られると共に、共鳴磁場を境に相互作用が引力

から斥力に反転します。 実際には、準位の線幅などにより、共鳴磁場(長島)で無

限大の相互作用が得られることはありませんが、例えば、 40Kでは、 1F，Fz>= 19/2， -9/2> 

と19/2，-5/2>において、フェシユバッハ共鳴磁場近傍で kFas
回 11>>1が得られています。

フェルミ原子ガスでは平均原子間隔は

1 
d....一-

k 
F 

(4.7) 

なので、 kFas~1が強相関領域、弱相関領域を分ける目安です。 したがって、この結

果はフェシュバッハ共鳴近傍で非常に相関の強い粒子系が実現していることになりま

す。 また、磁場によって相互作用が制御できることで、前章で見た、 BCS-BECクロ

スオーバーを観測することが可能になるのです。

一般には、フェッシュノtッハ共鳴以外にも弱い原子間散乱が存在し、それを加え

ると(そうした残留相互作用が引力だとして)

に =-u -f!2土 (4.8)
切~ 2γ 

この場合、 2つの項が相殺するように磁場を調整すると、相互作用がない自由フェルミガ
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スを実現することが可能です。

フェッシュバッハ共H烏による可変な相互作用が求まったところで、もう一度繰り込み

について触れておきます。 この相互作用に対する低エネルギー領域における散乱長は

V 
4 

1+ル紅 ー一
b

2
-
'

スヨ
p

亙
2
一2
、一〆

+
o
o
x
d
 

U

+

 U
 

1
i
 

(4.9) 

ここで共嶋磁場を考えると、 2v=Oとおいて

竺2L=Jァ(?)
m ~、 1

・ー

ケ2ε

(4.10) 

先ほどは発散していたのに今度は有限になってしまいました。 実はこの問題ははじめの

相互作用中のパラメータ ([1，、g、v)を直接観測量(磁場)と結びつけてしまったことに

因るもので、本当はこれらも「繰り込まれた」量であるとしなくてはなりません。 今の

場合、散乱長の式の右辺をちょっと変形すると、

2竺.!....=u十三一.
m 2γ 

(4.11) 

これは元々の相互作用と同じ形をしていますが、各パラメータは次式で与えられる「繰

り込まれた量」で置き換わっています:

U 
u= 
1-uz去 • (4.12) 

ー-

g= 4 

1-U~よ
(4.13) 

-
一
と
い
か
お
P

札前、ム
p

一
U

O
A
U
 

V
 

ウ
ム

~γ 
う
お (4.14) 

共鳴磁場はこの繰り込まれた共鳴準位が Oになるところで与えられ、その場合、散乱長

は確かに共鳴磁場で発散、符号が反転します。

q
L
 

0
0
 

唱
E
よ
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5 .第二量子化

前章では、フェルミ原子のクーパ一対形成を“フェルミ面+2原子"、として扱い

ましたが、実際は全ての原子聞に相互作用がはたらいています。 相互作用する沢山の

原子を取り扱い、またフェルミ粒子系超流動に必須である BCS理論を理解するには、

第二量子化について知っておく必要があります。 これにより、理論的扱いが容易にな

るだけでなくJ多粒子系=沢山の波動関数の集まり」、といった分かりにくい描象から、

「量子力学的粒子=量子の運動」、という直観的理解が可能になります。

0ステップ 1生成消滅演算子:波から粒(量)子ヘ

フェルミ原子ガスついて、 1粒子の完全規格化直交系{仇(x)}を考えます。 状態

1，2，3に原子がある場合、波動関数はフェルミ統計を考慮して

ー-仇(x1) 仇(x2) 仇(x3)

'p = )~ (一向(有)仇(x2)仇(有)=方l仇(有) 私的) 私的)1. (5.1) 

~ -i仇(x1) 仇(x2) 仇(x3)

「座標 XJは空間、スピン座標をまとめたものです。 pは粒子に関する置換を表し、

奇置換である時は(-I)P二・1(偶では 1)とします。 最後の式は Slater行列式と呼ばれ

ます。 この波動関数は、 2粒子の交換に対しマイナスが生じ反対称性を満たしますが、

具体的に書くと、座標を置換した項が 6個現われ、物理量の期待値計算などを考えると

ちょっと複雑な感じ(計算が面倒そう!)がします。

そこで、見方を変えます: あらかじめ、状態し 2，3…….の「箱」を用意し、

どの箱に粒子が入っているかいないかで状態を表しましょう(勿論 1つの箱には 1個ま

でしか入れることはできません。)。

円巴田口田口回

'P = I n1， n2， n3， n4， n5， n6， n7 •• ・ H ・.) = 10110101…) (5.2) 

この表記法はデジタル的でどの状態に電子がいるか即座に分かりますが、例えば 547

番目の状態に原子があると

lJf = 1000000.・… (546)= 0ム0000000......)， (5.3) 

となりちょっと不便です。 そこでもう一工夫して、生成消滅演算子を導入します: 系
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に状態 jの粒子を 1個つける生成演算子cjを考えます。 この演算子は Cjという消滅

演算子(こう呼ぶ理由は後に説明します。)のエルミート共役です。 これを用いて、

甲 =11110000) = ci clc1Io). (5.4) 

10>は原子が 1個もない真空状態を表します。 真空状態はそれ自体規格化 (<010>

=1)されているとします。 “粒子の入れ替えに対する反対称性"を演算子の入れ替

え操作で表現すると、次の「反交換関係」が満たされれば良いことが分かるでしょう:

Icj，dL=cjcJ+cjcj=O (5.5) 

複数のフェルミ粒子が同一状態を占めることができない、という性質もこの反交換関係

でi=jとおいたものが成立すれば自動的に満たされます (Ctct=0)。

ある 1粒子状態 11>を考えます。 この状態の規格化条件から

1 = (111) = (01c1 ci 10). (5.6) 

(<11=11>+=く01Cl)。 ここで IA>=c1c:10>という状態を考えると、真空と

の内積が 1であることから IA>=IO>が得られます。 dが粒子を 1つ付け加える演

算子ですから、 C1はcJで、作った粒子を消滅させる演算子である、と理解できます。消

滅演算子は生成演算子のエルミート共役なので、やはり反交換関係を満たします:

fcj，ci L = CjCi + CiCj = O. (5.7) 

消滅演算子を真空に作用させると、何もない状態からさらに粒子を消すので Oになりま

す:

A
U
 --

、1r
r

ハU.，，
d' 

C
 

(5.8) 

実際は、「全ての消滅演算子に対し cIO>=Oとなる状態」として真空を定義しますが、

今の場合は上の導入の仕方で十分です。 真空でなくとも、状態 jに粒子がいない状態

に対してはC
jIW(j = emp砂))= 0です。

次に、ある多粒子状態にcjci+cバ作用させたとします。 この場合、次の 2つの

場合が考えられます:

( 1 )多粒子状態は i状態を含まない: この時、作用させる 2つの演算子のうち 2項

目はOを与えます。 1項目は i状態を生成し、直後に消滅させるので、もとの状態に
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戻ります。

( 2 )多粒子状態は i状態を含む:今度は 2項目のみ寄与があります。 この時、

cj

t cj 1 ¥1') = (Cj

t cj )ci…ふ...10)= (-l)P (cj

t c;)cj

t ci…(i = x)…10) = (-l)P cjtCi....(i = x)…10) 

(5.9) 

よって、 dを元の位置に戻すことで最初の波動関数に戻ります。

結局(1 )、(2 )の場合ともに、この演算子は状態に 1を作用させたものと等価

となりました。 よって、この演算子は次のように考えて良いことがわかります:

[Ci ，cj l+=Ci c:+cJci=1. (5.10) 

同様に、 c九+CjCJにG，jは異なる)対しては、

fCi ，cjt = cicj +ψ=0 (5.11) 

以上がフェルミ粒子に対する生成消滅演算子の基本的な性質です。 まとめると、生成

消滅演算子は次の反交換関係を満たします。

f c j， cl L = f c 
j' 
ci L = 0 (5.12) 

[c iラc}Lδ ij • (5.13) 

波動関数は

V=cldd・-…・c!10). (5.14) 

この表記方法を用いると、量子力学を ri状態の原子が何個」、という粒子(正確には「量

子J)描象で捉えることができます。 また、フェルミ統計による波動関数の反対称性

が演算子の反奈換関係に吸収されているため、 Slater行列式で書くよりスマートです。

加えて、生成演算子を真空に作用させていくことで任意の粒子系を容易に作れる点も特

長です。

ボーズ粒子に対しても、同じように生成消滅演算子を導入し、多粒子系を記述する

ことができます。 違いはポーズ粒子の波動関数は粒子の入れ替えに対し対称である、

という点で、これを反映し、生成消滅演算子は以下の「交換J関係を満たします:

f b J ' bi
t L = f b j ，bi L = 0 ， (5.15) 

[bi，bjl-=δij • (5.16) 

F
「
U

0
0
 

噌

l
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特に一様な系では状態 Ii> として平面波がよく用いられます。この場合、状態

の指定は運動量p、スピンσで行われます:

Ipa)=マド|σ=↑↓)=仰) (5.17) 

0ステップ2生成消滅演算子による物理量の表現

次に、物理量(=演算子)を生成消滅演算子でどのように表現するか考えます。

A: 1粒子演算子

運動エネルギー、ポテンシャル等、各粒子個別に作用する 1粒子演算子を考えます:

F=l:九 (5.18) 

iはi番目の粒子に作用する演算子です。例えば、ポテンシャルであれば多粒子系では

rz v
 

マム
t

vz マム
t

v
 

(5.19) 

これを多粒子状態に作用させますが、

五|九(x;))=ヱ|仇(x;))(仇(xj)lfI仇(xJ)=玄ん|九(x;))， (5.20) 
v 、，

を用いると、次のようになることがわかります (ιはiに依存しないこと注意): 

FI吟
= F~ (-l)P[州)仇(机(x3)...]

=~げ[肋附附帆)...]+ ~(一川前1胤州仇ω]+

= ヱλmdd・-・・.C!_lC=C!+l.....IO)
mn 

= 2: fnmciCl.・-・・C!_lC=(CmC!)C!+l.....IO) 

=2Lm(cJcm)dd・-…c;-ιdr・..10)

=ヱムc=cmI'P). 

この結果から、演算子 Fは生成消滅演算子で次のように表現できます。

F = 2: fnmc:cm' (5.22) 
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例として、原点、にある不純物ポテンシャルを考えると

F=芝Vδ(町)~ f = V d (r) (5.23) 

〉
}る

σ

い

7
p

用

4dU 

#

)

↑

'p 

波

〈

σ

噛

℃

ム
μM'ぶ小

汀
寸

P

げロ…

V

一Q

〉

」

=

A

V

F

 
(5.24) 

これは、「不純物により p状態から p'に散乱された」、という粒子描象で解釈することが

できます。

p 

ノ

~8 

図5. 1 : 1粒子ポテンシャルの第二量子化での描像

運動エネルギーも 1粒子演算子で、その場合は

Ho=-2念特 f=一去 (5.25) 

p
 

c
 

f
a
p
 

c
 

P
 

E
 

Y
ム
μ

H
 

(5.26) 

この式に現れた n= ctcという演算子は、作用させる波動関数中にその状態が何個ある

かを与え、“数演算子へと呼ばれます。 実際、

C ;a c pa I p ) = 11 p ) . (5.27) 

従って、上の式は、「全エネルギー=(固有エネルギー)x (状態を占める粒子数)Jと

いうもっともらしい形になっています。 また、全粒子を与える演算子は

N 2: c;σcpσ (5.28) 

B :相互作用
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相互作用に代表される 2粒子演算子は次のような形をしています

G =士三j)gij G 

接触型相互作用の場合は、 gij= Vd(円一乃)です。 これに対しても一粒子演算子の場合

同様に、ある多粒子波動関数に作用さることで、生成消滅演算子での表式が得られます:

G==3 3jmnlg|似

ここで添え字の順番に注意してください。 相互作用として接触型のものを考えた場合、

フェルミ粒子でんは始状態のスピンが等しい場合の寄与は Oになります。 これはスピ

ンが同じ場合、 2粒子は同一地点に来られない(パウリの原理)ために、デルタ関数型

の相互作用は機能しないことに因ります。 スピンが反平行の場合は、

V T"'¥ ... 

G=一、.c1 .c1 

Q ム p+q↑ p'-q↓ p'!~p ↑・
p，p'，q 

(5.31) 

これは、「相互作用により (μpうの粒子が (pチ包p'・q)に散乱された」、という粒子描

像で捉えることができます。 また、散乱前後で、 2粒子の全運動量が保存しています

が、これは相互作用が 2粒子の相対座標にのみ依存していることの帰結です。

p+q P"q 

e
 ，

 
，
 

-F 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

，
 

p p' 

図5.2 : 相互作用の第二量子化での描像

0ステップ3多粒子系 Hamiltonianの生成消滅演算子による表現

以上の結果から、接触型の相互作用を有する多粒子系のハミルトニアンは、生成消

滅演算子の表記法で次のように表されます(以下では体積ρ=1ととります): 
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フエツシュバッハ共鳴分子

フェルミ原子

|2ν| 

図5.3 :フェッシュバッハ共鳴

H=LBpC!σCpσ+V2c;J;Lq↓Cp't cp↑ 

pC1 p，P'，q 

(5.32) 

ボーズ粒子系の場合も同様の議論で求めることができて、スピンがない場合、

HzpA+22qM-J (5.33) 

となります。

前章で考えたフェッシュバッハ共鳴も、生成消滅演算子を用いると非常に明快に記

述することができます。 共鳴による分子状態状態をボソン演算子 bで表現すると、分

子形成、解離は次のように書くことができます。

HF.R. = g L [月~州C山↑+心qfJ-M2汐 (5.34) 

p+q/2 

q 

--------ー-防砂 + 
q 

p+q/2 

-p+q/2 -p+q/2 

Q
d
 

口

δ
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現在、フェルミ原子ガス超流動の研究では、 2種類、のモデルが用いられていま

す。 一つは前章で求まった引力相互作用をその起源は問わずに有効相互作用 (-u)

として扱うもので、 single-channelmodel (BCS model)と呼ばれます。 グランドカノ

ニカルで考えて、

HzZ(εp一叫んJZqcLq↑CLq↓Cp↓Cp↑ 句

化学ポテンシャルは粒子数が Nである、という条件から決定します。

もう一つはフェッシュバッハ共鳴、また、それにより生じた分子ボソンを加味した

もので、 two-channelmodel (coupled fermion-boson model)と呼ばれます。

H=~勺
pσ p，p.，q 

+ g ~ [bJC_
P
+qI2↓Cp+州+九州九

+芝(εf+制収 (5.36) 
q 

フエツシュバッハ共鳴による分子のエネルギーは、原子の運動エネルギーに比べ関値2

νだけずれています。 この関値は先ほど述べたように磁場により制御できます。

ボソンはフェルミオン 2つ分で作られていることを反映し、

ε
P 長 ε;=長:M=初句37)

簡単のため、分子ボソン聞の相互作用は入れてありません。 また、このモデルにおけ

る「共鳴分子ボソン」は、フェッシユバッハ共鳴における共鳴束縛状態を表すもので、

前章の“クーパ一対分子"とは別物であることに注意して下さい。 このモデルを考え

る際、 1ボ一ズ分子=2フエルミ原子、という「全フエルミ原子数の保存則」課す必必、要

があります (N= NFen円問?

ンドカノニカル (H一μN)で考えることによりハミルトニアンに吸収できますo する

と

HZZ(εp一叫μ-uzq山

+g~[月ιp+q/2ん何十九qIJ-P+叫ん]

+芝(ぐ+2γ-2μ)bJbq (5.38) 
q 

1分子=原子2個を反映し、ボソンの化学ポテンシャルは μB=2μとなっています。
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6 .フェルミ粒子超流動の基底状態と BCS-BECクロスオーバー

Cooper instability一フェノレミ面上に付け加えられたフェルミ粒子間に引力が存在

すると分子化するーで考えた波動関数を第二量子化で表すと、

V川 )=2g門叶)IF)→2叫己k↓IF) (6.1) 

IF>はフェルミ面まで↑↓スピンの粒子が詰まった状態で、次のように、対の集まり

として書くことが出来ます。

IF)=(LgPl C~ ↑ C~p!~ )(L gパz↑ι↓)“(Lg PNI2 C;NI2↑ら12~)10). (6.2) 

gはkくkFで 1、それ以外で Oです。'p中のkの和の制限は、生成消滅演算子の性

質から、その制限をはずし、かわりに g(k<kF) =1としても同じです(フェルミ面以

下の既に詰まった状態に更に粒子を付け加えても、全て Oになります。)。 よって、

|吟=(~叫ふ)宇

(6.3) 

Cooperの議論は、 2粒子のみを特別扱いするものでした。 rすべての粒子聞に引力

が働いて Cooper対を作ったとしたらどうなるか」、と考えた時、次のような状態が類

推されるでしょう o

IW)=(LgP1 C~ ↑ cjm ↓ )(L g P2 C;2↑ι↓)....( L g PNI2 C;川 c!P川 )10). (6.4) 

g は Cooperの議論で求めたものと類似の構造(フェルミエネルギーより上でも有限)

をしていると期待されます。 この式は N/2個の Cooper対の集合体という意味では分

かりやすい構造をしていますが、実際に使用するにはちょっと複雑です。 実際、規格

化定数を計算するのも容易ではありません。

Bardeen， Cooper， Schriefferはこの波動関数より扱い安い、超伝導状態を記述する

状態として次のものを提案しました(BCS波動関数)。

|叫=CIJ[l+叫 ι↓]10) (6.5) 
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これは粒子Oから無限個までが混じった状態ですが、その中から N粒子数の部分を抜

き出すと|甲>となります。

C =IkluKLPK (6.6) 

gk Vk/Uk. (6.7) 

とおくと、

、、E''
ハUL

E防
C
 

品

1

k
C
 

Lκ ν
 

+
 

L
z
h
 u

 
n
u
k
 

、1E''
cd c
 

B
 

(6.8) 

規格化条件くBCSI BCS>=lから

u;+ν;E1. (6.9) 

ここでは、暗に(，-， 坊は実数としていますが、そうして良いことは後で分かります。

いろいろな粒子数が混じった状態、というのはちょっと気味の悪いものです。 し

かし、 BCS波動関数を展開した際、ほとんどが N個の状態であるならば、そのまわ

りの「揺らいでいる」項はあまり問題とはならないと期待できます。 後述するように、

粒子数期待値 Nとその揺らぎの比は

δN J(N)2 -(N2) 1 
・ - ~OC 一一一

N N --.JN' (6.10) 

となり、多粒子系(原子ガスでは N=1 06
......， 1 08程度)では、ほとんど粒子数は確定

しているとみなせます。

IBCS>の (u，v)は粒子数期待値一定のもと、エネルギー期待値最小の条件から決

定されます。 この、条件付き極小問題は Lagrangeの未定乗数法を用いて H-μN

を最小にすることで実行出来ます。 これはまさに前章の BCSモデル

H= L(εp一μ)c;σcpσ4I2c;+J;'-JJpf' (6.11) 

の期待値を最小化することに相当します。 実際にこれを計算すると

(BCSIHIBCS) = 2L (り一μ)ν;-UL.[UpV九 Vp'-ν;ν;，] (6.12) 
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全粒子数期待値は

(N) = ?a (c;〆pσ〉=22vi

なので

(6.13) 

(BCS IH IBCS) =ヂ p 一川JZU川 νp，-uゆ2

これを、粒子数期待値一定の条件下で、 u2チv2=}に注意しつつ Vで、変分すると、

(6.14) 

2spuん =A(u!-v!)， (6.15) 

が得られます。 ここでごp 今一μ、

A = ULり Fp， (6.16) 

はBCS秩序パラメータと呼ばれ、フェルミ粒子系超流動を特徴づけるパラメータです。

これを解くと、 (u，v)は、はじめに設定したように実数として求まり、

u2zL1± 主I) 
2、ど+企2' 

7 1川 1SD| 、
v-= - (l ffi--;:==== 

p 2 、 ~S~ + A2
' 

(6.17) 

IBCS>を物理的に考えた場合、 pの大きいところでは粒子はいないはずですから vは

O 、逆にkが小さいところでは粒子は完全につまっているので、 v=1になるべきです。

よって、

什(1+お) v2 =~パー とp ) 

p 2、- ~ζ+ A2' 

(6.18) 

d=Oの場合、 I BCS>は自由フェルミガスの基底状態に帰着します。(民v)をA

の式に代入すると、

企 =u~~ー.
今42EP，

両辺Aで割ると、秩序パラメータの決定方程式(ギャップ方程式)が得られます。

Ep=-Jg:+A2 (6.19) 

l=U} __  1ー (6.20)
~ 2Ep 

ただし、この和は積分に直すとやはり紫外発散しますロ これを避けるために、今度も

q
J
 

Q
U
 

唱
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先と同じトリックを用いて、

一h
P

1

一M
P

す“
p

h
7
 

(6.21) 

これと粒子数の方程式、

N=苧-~ [1ーを| ω 

を連立させることで(Ll、 μ)を自己無撞着に決定します。 積分化して、エネルギー

をフェルミエネルギーεFでスケールすると、

一μ

1
一犯

J
 

，a
 

∞
F
1
J
0
 

2

一z一k
(6.23) 

1=7jdJ11ーすl (6.24) 

ここまでの議論は、 Cooperinstabilityの多粒子系への拡張、という意味では「分

子化」を考慮していますが、式の中にはっきりとは見えていません。 この、「分子性」

は、実は秩序パラメータの中に潜んでいます。 上で定義したAは実は次の対相関から

求まることが実際に計算してみると分かります:

企 =U L (BCS r:↑cjk↓IBCS)・ (6.25) 
p 

これは、まさに (k↑)と (-k↓)のフェルミ原子が対を作って分子化していること

を示しています。

ギャップ方程式と粒子数の方程式を弱結合、強結合の場合についてそれぞれ解くと、

O 弱結合BCS領域:l/(kFaJ→-∞ 

){ ;r 

d.=-=己-eFe五戸.， 
e-

μ=εF'  (6.26) 

O 強結合BEC領域:l/(kFaJ→+∞ 

AzJZ|μ11
/
4り/4 ー一川μ

 

(6.27) 
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A、μのBCS-BECクロスオーバーでの振舞い。

図中、 BCS、BECはそれぞれ弱結合、強結合極限の結果

図6. 

ここで興味深いことは、 Cooperinstabilityの結果と比較すると(数因子は除いて)、弱

結合BCS領域では

分子の結合エネルギー ム

であるのに対し、強結合 BEC領域では

。

F
h
U
 

Q
d
 

μ 。分子の結合エネルギー
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となっている点です。 これについては後で励起スペクトルを考える際に再度触れます。

先ほど触れた、 BCS状態における粒子数の揺らぎを計算すると、

δN ~(N)2 _(N2) 1 Iゃ 1 /1ゃ企2
'v ¥ ¥ .J. 12') uγ-.:::.... ./~ ¥-， α一一 (6.28)

N N -NV""~~k"k -NV2~ c2+d2 --.J万

となり、「多粒子系では IBCS>の粒子数揺らぎが無視できる」、という先ほどの議論

が確認できます。

超流動状態が分子の集合体であるならば、(系のエネルギー)= (分子の結合エネ

ルギー)x (分子数(=原子数/2))になるはずですが、はたしてそうでしょうか? 先

ず、分子性が非常に強いBEC状態で基底状態のエネルギーを計算すると

1 N 
EG = (BCSIH一μNIBCS)+μ(BCSINIBCS)=ー |μIN=一一一一 =-E bindN B • (6.29) 

mα?2 
守守回、、

l..-l..-I.... 、

E L:__J 1 -bind 2 
ma s 

(6.3ω 

はCooperinstabilityの議論で求まった強結合領域での分子(束縛状態)の結合エネル

ギーです。 BEC領域では確かに期待した結果になっています。 他方、弱結合領域

では、自由フェルミ原子ガスとエネルギーを比較して

A
位

、、‘
E
E
l
l
E

，，r
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(6.31) 

この領域での結合エネルギーはムなので、これは、 (N12) x(AIεF)程度の分子しかエ

ネルギーに寄与していないことになります((企/εF)くく 1に注意)。 自由フェルミガ

スを考えた場合、フェルミ面以下の↑↓スピン状態は完全に詰まっていますが、これは

「対」という書き方をすると、この章のはじめにみたように、フェルミ面以下の全ての

(p↑、 -p↓)状態が対を作っている(ただし、結合エネルギーはありません)、と

みなすことができます。 これと超流動という対凝縮状態を比較した場合、違いはフェ

ルミ面近傍での Cooperinstabilityで生成された「対」のみで、フェルミ面以下、大体

結合エネルギー程度より深いところでは、両者の状態はほとんど違いがありません。

実際、 IBCS>を見てみると、

u. -o. V. -1 C:ε 〈ム-d. . 
K K P r 

(6.32) 
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なので、深いところは自由フェルミガス同様、ほぼ完全につまっています。 したがっ

て、エネルギーを比較すると、フェルミ面近傍での分子対 ((NI2)x(企/与))の結合

エネルギーのみが違いとなって現れることになります。 したがって、「超流動=分

子化したボソンのBECJという理解の仕方は定性的には良いのですが、定量的に考え

る際は、弱結合BCS領域において注意が必要です。

弱結合BCS領域では分子描像はあまり良くない、ということを述べましたが、そ

れでも、「分子化」しているという痕跡はある程度うかがい知ることができます。 B

CS領域での原子の占有数

np = (BCS Ic~cpo IBCS) = v~ = ~ /1一 IεP， ') • ') 1， (6紛
POI---' 'p 21- ~(Bp-BF)2+ 企2 1 

をT=Oの自由フェルミ原子ガスの分布関数と比較すると、フェルミレベル近傍で幅A

程度にわたってぼけていることがわかります。

‘. 
ム
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¥

 

、、
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O εF 

図6. 2 :超流動状態におけるフェルミ準位近傍のぼやけ

このぼやけは、フェルミ面近傍の粒子が分子化したことによるものですが、この分子の

大きさをとと書くと、分子中の粒子の波動関数は大体この範囲内に局在しているので、

不確定原理によって運動量のぼやけ

企p -士 (6.34) 

が生じます。 これによってフエlレミレベルには(kF-:!:.午)2/2m程度のぼけが生じるは

ずで、これを上図のぼやけの原因とすると、分子の大きさとして

K
 

1
一ん

F

一A
K
一
m

』

h
h
d

(6.35) 

これは前章で求めた分子のサイズに一致します。
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この章の始めに導入した !BCS>は次のように書くことができます。

IBα )=e2叫↑山
10). (6.36) 

指数の肩の演算子は重心運動量 Oでフェルミ粒子を 2つ生成することを表しているの

で、この部分を重心運動量Oのボソンの生成演算子とみなすと、これは、ボソンの超流

動状態を記述する波動関数:

|φ) = e J;;;-bo 10)，‘ (6.37) 

と同じ形であることが分かります。 ボソンの超流動では、

~ . a
2 U ~_， 

H = >: (三一一 μ治;bq+ ~ Lb;+qb;'_qbp.bp' 
今 2m q q2pJ，q 

(6.38) 

に対し、

b。→ (b0 )， (6.39) 

として超流動 (BEC)秩序パラメータを記述します (Bogoliubov理論)。凝縮してい

るボソンの数は、

no = (hO)2， 
(6.40) 

で与えられます。 フェルミ粒子超流動の場合くか>に相当するものがAです。 この

ように、 ! BCS>はボソン超流動の波動関数と密接に関係していますが、実際に、

九=~叫己k↓、 gk =士 俗41)

はボソンの演算子とみなせるでしょうか? そこで交換関係を計算してみると、

rbo，bJl = ~ g~(吋↑ら↑ -ω-k↓) (6.42) 

BCS状態にあるとして、その期待値の範囲(期待値をとることを前提に)で交換関係を評

価すると

rbo，bJl = ~g~(1 -2V~) (6.43) 

もし、右辺が正であれば、スケールしたボソン演算子:

B，、 1 b"‘ 

v ~f g~ (1- 2v~) v 

(6.44) 

は(期待値の範囲で)ボソン演算子の交換関係を満たします:
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rBo，BJ1=1. (6.45) 

ところが、右辺が負の場合は、このような処方筆でポーズ統計に従う生成消滅演算子を

作ることはできません。 vの構造から分かるように、 B。が常に導入できるのは v<

0.5の場合で、これはμ<0であれば良く、確かに分子性の強い BEC領域で成り立つ

ことがわかります。 これが導入できる場合は、これを IBCS>に代入し、ボソン超流

動の波動関数と比較することで、凝縮粒子数を計算することができます:

同 =:? gi(1咋:?(1詰z)25 (6.46) 

これを BEC極限で評価すると、

今 00 1 N 
n。→d.

k

fdep(ε) ~/ h'. ー
44(ε+1μ1)2 (6.47) 

となり、期待通り、 rN/2個のクーパ一対分子の凝縮」が得られます。

BCS領域 (μ>0)で上の議論が使えないのは、この領域のボーズ凝縮がフェル

ミ面まで詰まった状態(真空)に対し、粒子対、ホール対の凝縮になっているためですロ

ここで、ホールとはフェルミ面内の粒子を取り除いた穴を新たに粒子とみなしたもので

す。 これを見るために、 μまで詰まった仮想的な自由フェルミガスの基底状態を IF
(μ) >と書いて

lm)zpluk+叫ん]10)=耳[UkC_klckt叫!日[叫+ぱ↑己k↓]IF(μ))

‘ヲ，、ヲ'匂，ヲ"

1.-1.- L 

IF (μ)) = IT cl↑cjk↓10) ， 
ε〈 μ

日[Uιk↓Ck↑+Vk]IF(μ))=日[Uk+ vkcl↑CL↓] 10). 

(6.48) 

(6.49) 

(6.5ω 

これを先ほどのようにボソン超流動の波動関数に似せて書くと、規格化定数は除いて

わ勺↓C
k↑否号仏↓ FoBot 

IBCS) = ef:1，v
k

" f;1，
U

k "~'ÎF(μ)) = e-./noBo' IF(μ)). (6.51) 
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今度はb;=2TK↓V

という前提のもとで、

川=-):手μ イ)+):きいの (6.52) 

今度は右辺は常に正です。 μ<0では一項目を Oとすれば、この式は全域で使うこと

ができます。 よって、ボソンの交換関係を満たす演算子は、

BOT =t J1 -2 hJ. (6.53) 

-2p-M)+220-2d) 
これから、凝縮状態にあるクーパ一対の数 (condensationfraction)は、

no=-2tM;)+2昔日:) (6.54) 

これを BCS領域 (μ=εF)で評価すると、

no引合) (6.55) 

フェルミ面付近A程度の領域の粒子が対凝縮している、という先の結果が再現できます。

ここでは、 I BCS>をちょっと強引(?)に IBEC>と同じ形に書いて、近似的

にボソンの交換関係を満たす分子の演算子を導入、凝縮分子数を算出しました。 別の

方法としては、

IBα)zquμ…1
0)， (6.56) 

と書いて、相対運動量k(重心運動量 0)の分子ボソンを表す演算子dJ=chcjk↓に対

し、同様の議論を展開します。 この場合、この分子状態は 2重占有できないことに注

意し、後で“BEC秩序パラメータ" (BαIdklBα)を計算することを前提にすると、

d、d+はそのままでボソンの交換関係を見たすと考えて構いません。
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図6.3 : BCS-BECクロスオーバー領域での凝縮分子数。 図中、

点、は ODLROに基づいて導入された式による結果。

全ての分子が凝縮した場合は O.5になる。

凝縮ボソン数はこの d状態を占有する分子をあらゆる相対運動量で足し上げたものに

なって、

no = ~ (叫ん|叫~u:v: ~会 (6.57) 

図6.3には両方の結果が示してありますが、両者に本質的な差はないことが分かりま

す。

凝縮粒子数を精密に導入する場合は、多少抽象的にはなりますが非対角長距離秩序

(ODLRO)の議論を用います。 先ず、ボソン系の場合を考えると、 BEC状態では 1

次の密度行列が次の性質を持ちます:

Pl =(φt(円)φ(ろ))斗φ↑(ゆ)(φ(ろ)) (6.58) 

ここで、 φ(r)はボソン場の演算子、また、矢印はらろを無限に引き離すことを表しま

す。 同時に、 BEC状態での P
1
の最大固有値はオーダーN となり、この固有値が

condensate fraction noを与えます。 対応する規格化された固有関数をゆ(r)と書く

と、それ以外の(オーダー 1の)固有状態は落として P1= no(F (r1)ゆ(ろ)と書けることか

ハUつ臼
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ら、

no = f dr 1 (φ(r)) 1
2 

これは通常のボソン系超流動の凝縮粒子数の表式に一致します。

これをフェルミ粒子系超流動に拡張するには 2次の密度行列で同様の議論を行い

なす。 超流動状態で、

P2 =(叫(有)叫(ろ)W↓(ろ)W↑(九))斗叫(ろ)WI(ろ))(W↓(ろ)叫(九)). (6ω 

(6.59) 

ここで、甲σ(r)はフェルミオン場の演算子で、矢印は(らろ)と(ろ，九)を無限に引

き離した場合を表します。 超流動状態ではこの密度行列の最大固有値が Nのオーダ

ーになっており、規格化された回有関数をゆ(九九)とすると、 P2=n。〆(らろ)ゆ(ろ，九)と

書け、これより、凝縮粒子数は

no = JJ dr1dr21 (叫(円)v;か.2))1
2 
， (6.61) 

で与えられます。 特に一様系で 7とOの場合は、

VJ(X)=ZJrcL， (6.62) 

に対して、

(伊B附叫α叫IW町;(付rけ)W町~(かrけ)1伊B附α)ト=~矛eい

これを代入すると

no=2uM=持 (6.64) 

となり、先の結果に一致します。 ここで与えられた凝縮粒子数の式は一般的なもので、

系が一様でない場合にも使えます。 導入は多少抽象的ですが、上の結果は次式で与え

られるクーパー対の「巨視的」波動関数
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(6.65) 

の規格化定数がn。と関係していることを表しており、巨視的波動関数内に入っている

クーパ一対の数を与えているという物理的意味を持っていると考えられます。
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7.フェルミ粒子系超流動の励起状態

前章では、フェルミ粒子系超流動の基底状態である BCS状態について述べました

が、次にそこからの励起について考えてみます。 これを議論するには超流動状態では、

企 =U}: ( Cltc~k ↓)， (7.1) 
P 

で与えられる秩序パラメータが有限になることに着目し、ハミルトニアンの相互作用項

に対して、対を表す演算子部分を平均値とその周りの揺らぎにわけます:

cJ↑ι↓= (cI↑どk↓)+δAJ (7.2) 

相互作用は、 BCS状態に重要な対の重心運動量Oの部分のみ考えて、

U}:c;，ん↓C一山 =U}:((c;，ん↓)+凶)((c_p~ cpt) +仙)

=Udゲ2+U}:((ι仏C〈4ふ;LL'マ↑んC
d2 

=-7+写ψ二↓ +c_p~Cpt)+ (7.3) 

Aは実数としましたが、今の場合はこのようにとっても問題ありません。 最後の項は、

平均場Aに対する揺らぎの項を表し、これを無視する近似が平均場近似です。 平均場

近似のもとでハミルトニアンは、

H=}:(sp一川cw42Mp↓+c-P↓
C山 (7.4) 

これを行列を使って書くと(南部表示)、

HZ2(心 cイ二
μ

ーム))(ど)千2(εpーμ) (7.5) 

これは、 Bogoliubov変換と呼ばれる一次変換によって対角化することができます。
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(ど)= (::p :: ) ( :!.1↓) 

ここで、(叫坊は前章の IBCS>中に出てきたものと同じです。 右辺に出てくる演算

子は直接計算すれば分かるようにフェルミ統計に従い、ボゴロンと呼ばれることがあり

ます。 これによって、

H =}: Epα;σαpσ +Eo. (7.7) 

これは、自由フェルミフェルミ粒子のハミルトニアンと同じ形をしています。 したが

って、固有状態は

Ipσ)=α;σ10)， (7紛

で与えられ、固有エネルギーは、

Ep = Fe:ーμ)2+企2 (7.9) 

また、

Eo = ~[(日)-Ep ]+与 (7.1ω 

はボゴロンが一個もない状態でのエネルギーです。 今の場合 Ep>Oなので、これは

基底状態のエネルギーです。 実際、これは前章で計算した IBCS>のエネルギー

(附IHIBCS)=む一川-u}:upvpup.vp，-Uゆ2 (7.11) 

と(物理的に重要でない最終項を除いて)一致します。

固有状態を与える際に、自由フェルミガスの時と同じように 10>にボゴロンの生

成演算子を作用させましたが、これにはちょっと注意が必要です。 自由電子の場合、

10>とは粒子が一つもない状態(真空)です。 では、今の場合、 10 >= rボゴロ
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ンが一つもない状態J とは如何なるものなのでしょう? その答えは

10) = IBα) (7.12) 

ボゴロンが一つもない、ということは、全てのαpに対しαpI 0 >=0が成立すること

を意味します。 ボゴロンを原子の生成消滅演算子で表し、それを前章の IBCS>の具

体的表式に作用させることでαpI BCS>=Oが導けます。 つまり、ボゴロンにとって

の「真空」は IBCS>であり、原子自身は沢山存在している状態であることに留意しま

しょう o この点、を考慮すれは、ボゴロンと言えども普通のフェルミ粒子として扱って

構いません。 ただし、ボゴロンは励起に依存して現れるので、格子振動のフォノン同

様、「粒子数」は不確定です (T=0でO個)。したがって、化学ポテンシャルはOです。

すると、例えば、有限温度のボゴロンの占有数は

(α;αp) = f(Ep) (7.13) 

ボゴロンの固有エネルギーには、その表式から分かるように有限なギャップが存在

しています。 弱結合 BCS領域では化学ポテンシャルは正なので、このギャップはA

で与えられます。 通常の金属超伝導はこの場合に相当し、 Aはエネルギーギャップと

も呼ばれます。 しかし、 BCS"BECクロスオーバーを考える場合、化学ポテンシャル

がマイナスになる強結合 BEC領域では、励起ギャップが「エネルギーギャップム」で

与えらないことに注意が必要です。 この場合、正しいギャップは、

Eg = ~μ2 +企 2 (7.14) 

前章で見たように、 BEC極限では |μI>>sなので、

Eg =1μI:BEC. (7.15) 

これと前章で議論した分子の結合エネルギーを比べると、このギャップがクーパ一対を

分解するのに必要なエネルギーを表していることがわかります。 言い換えると、ボゴ

ロンは凝縮しているクーパ一対分子を分解する励起を表しているのです。 ただし、

Bogoliubov変換を具体的に原子の生成消滅演算子で表現するとわかるように、ボゴロ

ンの励起は原子数を士 1だけ変化させるものであることが分かります。 通常、このよ
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u
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うな「粒子数を保存しない励起」は不可能で、現実に存在する励起は、例えば分子 1個

を分解するにしても、それにより生じた 2個の原子を励起状態としてボゴロン 2個で表

現しなくてはなりません(ただし、後述する rfスペクトルではボゴロン一個の励起が

可能です)。 したがって、解離エネルギーの実際の最小値は、

山柚帆宇柚--山、培、情柏山、、F柚l

処
吋

r

J

?

d

v

、J
4

4

ζ

J

3

3

1

 

。;~

設
内2-1，.5 喝 l .(t5 V 診'.;: t.l 2 

l/(kFaJ 

図7. 1 : BCS-BECクロスオーバーにおけるー粒子励起スペクトル

のギャップ(フェルミエネルギーで規格化しである)。

:BCS(μ> 0) 

:BEC(μ< 0) 
(7.16) 

2粒子の対形成を議論した際、 BEC極限で、の分子の結合エネルギーは1I(mas2)となっ

ており、他方、 I BCS>理論で求まった |μI= 1I(2mas2)はこの半分の大きさでした

が、両者の違いは上の議論により解消されます。

励起にギャップがあることは状態密度に顕著に現れます。 ボゴロンの状態密度は、

~A(Ep)= fdw~ δ(ω -E p)A(ω) = fdwN(ω凶(ω)， (7.17) 

N(ω) = i:δ(ω一人)= f dt:p(ε)d(ω-E)， (7.18) 

と書いた際のN(ω)で与えられます。 これは、 BCS領域 (μ>0)とBEC領域

-206一



「フェルミ粒子系超流動の物理 一BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学一J

(μ< 0)で異なる結果を与えて、

o BCS領域 (μ>0) 

/ 0 

N(ω)=1， ? ;:=[p(.Jω2一企2+μ) + p(-.Jω2一企2+μ)] 
~'\/ω L _I1L 

o BEC領域 (μ<0) 

( 0ω<~112 +μ2 

N(ω) =1，?勾 ρ(.Jω2-112-1μ1) :ω> ~ 112 +μ2 
~...JωL _I1L 

:ω<11 

:ω>11 (7.19) 

(7.20) 

ただし、 BCS領域の場合、 2項目の ρ内のエネルギーがマイナスの場合、この項はO

とします。 具体的な構造の違いをみるために、ギャップ近傍(ギャップ少し上)の部

分を抜き出すと

2p(μ)，OJ 

dωL _I1L 

N(ω) = I I空口 " LV  

vμ ー +ß-ρ(.Jω2 一企2_1μ1)α~~ω2 -112-1μ| 
|μ| 曹

:BCS 

(7.21) 

:BEC 

BCS領域の場合は、コヒーレンスピークと呼ばれる発散的な振る舞いがギャップエッ

ジのところで見られるのに対し、 BEC領域ではそのような構造はなく、ギャップエッ

ジ近傍でエネルギーの 112乗に比例したエネルギー依存性を示します。

特にBEC極限を考えると、1:1<く |μ|→∞より、状態密度はエネルギーの原点をず

らした自由フェルミガスの状態密度になります:

N(ω) = p(ω+1μ1) . (7.22) 

BEC極限では、原子は分子状態として自由フェルミガスのバンドよりも深いところに

(μ<< 0)にあります。 励起は、これを解離させてフェルミ原子のバンドにおくこ

とに相当し、励起スペクトル(=状態密度)は自由フェルミガ、スの状態密度を結合エネ

ルギ一分だけずらしたものになります。 ただし、先に注意したように、解離した原子

1個のみを上のバンドにおくわけにはいかない場合は、残りのもう一個の原子もフェル

ミガスのバンドに持ってくる必要があり、解離にともなう励起エネルギーのしきい値は、

状態密度のギャップの 2倍になります。

円

iハ
υ

円

4



洋士橋大

γ:.'εr1m 
lηf二=̂]
tf/今L3 ・ d

へ
;'} 

今く

;μ>0 杭.~~.，.."，y:~..'^-"""^"^

.\".，，，...~・.A....-.... 

μ<0 

、×¥

ラ

1.5 

0.5 

{hC寸
¥
X
C
{む
こ
広
一

G 
o へ】

J 
今《-ヲ1.5 1 号、5

《び長iF

2 : BCS領域 (μ>0)とBEC領域 (μ<0)での

超流動状態密度。 Un= O.3sF， gFn = O.6sF・

フェルミ原

子のバンド

ε 

O 

図7. 

一μ

3 : BEC極限 (μ<0)でのー粒子励起(粒子数を保存

する場合)。
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電磁波 検出

プッヤギ起励子粒

企
干
I
l
l
1
1
1
1
1
V

図7.4:rfトンネルスペクトルの模式図

このようなクーパ一対の解離に伴う励起は、 rf-tunnelingcurrent spectroscopy 

と呼ばれる実験により観測することができます。 これはラジオ波の電磁波をあてるこ

とで、クーパ一対中の 1原子をクーパ一対に関与しない「第3の状態」に遷移させ、分

子を解離させる、というものです。 この解離によって残された 1個の原子は混縮状態

にいることはできず、フェルミ原子のバンドに励起されなくてはなりません。 したが

って、これは光のエネルギーがギャップよりも大きい場合におこり、出てくる「第3の

状態」の量(スペクトル強度)を観測することで、ギャップの大きさを検出することが

できます。 ここで考えている一様系の超流動状態では、一粒子励起スペクトルのギャ

ップは4が直接観測できることになります。

ただし、実際の原子ガス超流動は光学ポテンシャル内に捕獲されているため、系

は一様ではなく、その効果を加味する必要があります。 これについては 10章で触れ

ることにします。

ここまで度々、フェルミ粒子超流動=分子ボソンのBEC、という関連付けて、議論

してきましたが、ここで考えたクーパ一対の解離にともなう励起は、ボソン原子のBE

Cには存在しません。 それは、原子の解離は通常あり得ないからです(核反応を考え

れば別ですが)。 ここで述べたボゴロンの励起は、「個々」の分子の分解、という意味

で 1粒子励起と呼ばれますが、ボソン原子の超流動状態では、これとは別に、系全体の

励起=集団励起が存在し、言い方を変えると、この集団励起「しか」存在しません。 他

方、集団励起はフェルミ原子ガスの超流動にも存在し、結果、フェルミ原子ガス超流動

では 2種類の励起が存在することになります。 これはフェルミ系超流動とボソン原子

の超流動の大きな違いで、それはフェルミ系超流動場合の「ボソン」が、
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一粒子励起 集団励起

ボソン原子

× O 超流動

O O フェルミ原子

超流動

表7. 1 : フェルミ粒子系超流動とポーズ粒子系の違い

「有限な結合エネルギーを有する分子Jであることに因るものです。

原子ボソンの超流動での励起がどのようなものか、簡単に復習しておきましょう。

弱く相互作用しているボソンモデル:

H = )~(ヂ24こ一 μゆ》阿即'P;bq戸九bq +U χ)~b仰
γ 4 m P，小F女九て%q 

(7.23) 

に対し、

b。→ (bo)= F;， 
(7.24) 

として凝縮状態を記述、そこからの揺らぎを表すbq(q~ 0)について 2次まで残すと、

Hdg+(L-μ+抑o問。+与 )~r肌 +b_rþo1 
q L.m L. '7' ー ーー

(7.25) 

、.，.、ヲ'旬'ヲ.，
L. L. ~、

Egzzn;-仰 0' (7.26) 
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は基底状態のエネルギーを表し、化学ポテンシャルはこれを最低にするように選びます。

つまり、 μ=Uno。これを代入して、

「フェルミ粒子系超流動の物理

(7.27) 
~ ，a

2 
Un" ~ 

H=EI'+)~(三一 +Uno'P;bq + -~.u >: rb;b~p +b_pbp 1 ケ 2m q q24d  

これは、先のBCS理論の平均場ハミルトニアンと似た形をしています。これの対角化

は次の Bogoliubov変換:

(7.28) bq=Upβp -vp
βp+， 

(7.29) ν; -~(εpf。サ¥
1
1
1
1
/
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刊
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(7.30) 

によって行うことができ、結果は定数項を除いて、

H=~Eqß;β q 

ここで、 βはポーズ演算子で、固有エネルギーは

(7.31) Eq=Nεq + 2Uno) 

この励起はボゴロンとは異なりギャップがなく、長波長極限で音波的分散 (Bogoliubov

phonon)を有します:

(7.32) Eq 芹 q=九q

この励起は、より一般的にはゴールドストーンモードと呼ばれ、超流動がゲージ対称性

という連続対称性の破れを伴っていることの表れです。 超流動の秩序パラメータをこ

こでは実数にとりましたが、波動関数の位相が任意であるように、

(7.33) 九→(bo)= F.ei8， 

としても物理的に等価な超流動状態が無数に得られます。 これらは皆エネルギー的に

縮退しており、たまたまある位相の超流動状態が実現すると、ちょっと位相がずれた超
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流動状態には励起エネルギー Oで移ることができます。 これを反映し、求まった励起

エネルギーは長波長極限(つまり o位相を系全体でちょっとずらす)で Oになっていま

す。 つまり、ここで求まった励起は一粒子励起ではなく、系全体が関係する集団励起

です。 対角化されたハミルトニアンはこれ以外の励起を含んでおらず、ボソン原子の

超流動の励起は集団励起でっきていることになります。

Eq→0 

/ ¥  

位相 1 位相 2

(h。トF.e崎 (ho) = F.ei8 

図 7. 5 : Bogoliubov phononの長波長極限

このような、「無限に縮退した基底状態」は、フェルミ原子ガス超流動でも同様に

存在します。 実際、以前の議論では超流動秩序パラメータ Aを実数にとりましたが、

ちょっと位相をずらした秩序パラメータ:

企=1~ I e
i8， (7.34) 

も同じ基底状態エネルギーを持ちます。 ただし、この時の基底状態は、

IBαト日(Uk+ vkC;↑山川 (7.35) 

これは、全体に位相因子がかかっているわけではないので、 IBCS>と量子力学的な意

味において同じ(規格化定数を実数にとったか複素数にとったかという本質的でない違

い)ではありません。 この IBCS>→I BCS'>は励起エネルギーOで移れるので、

やはり長波長極限で Oとなる「集団励起」が存在するはずです。

-212-



「フェルミ粒子系超流動の物理 一BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

この集団励起が実際にフェルミ粒子系超流動で存在することを確かめます。 秩序

パラメータ Aが波数 qの微小振動の状態にあるとすると、超流動状態では、次の量が時

間変化(振動)しながら有限になると考えられます:

(d)=(cLd (7.36) 

これは、 Aの式に出てきた「対」と同じ形をしていますが、今の場合、対の重心運動量

はqになっています。 このような期待値が有限になっている場合、先ほど考えた平均

場近似では、 q=OのAに加え上の期待値も残す必要があります。 先ほどの平均場ハ

ミルトニアンを品csと書くと、新たに上の平均場が加わったハミルトニアンは

H =HBCS -u~ ((ゅJ〉-M↓Cp+刊+(叫cLd (7.37) 

ここで、最後の項を摂動と捉えると、もし、つじつまがあっていれば、この振動により、

Aは最初に設定したように振動しているはずです。 そこで、線形応答を使って、この

摂動による (o:)= (C;+q/〆山↓)，(ゆq)=(~州 Cp+q/2t )，の変化を計算すると、

い(t)) = -U J dt ，( (ゆ~(t); o: (t ヲ))(ゆ~(tツ)-UJdt'((ゆ~ (t); ゆ~/t ヲ))似 (t ツ)， (7.3紛

(針。))= -U Jdt'(似(t);o: (tヲ))仏(tヲ)-UJdt'((叫(t);oq (t ツ))(ゅ~(t)). (7.39) 

ー，.. ..，.. 】ヲ司、

1..-Lーに、

((ゆ'q(t); o: (tツ))= -i8(t-tう(BCSI [久(tツ，o:(tツ]IBCS)， (7.40) 

です。 今、振動周波数を Qとするとフーリエ変換して、
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ここで、

((ゆq'ゅ;))Q= J dt ((ゆq(t); o; (0))) e
iQt (7.43) 

上の連立方程式が意味のある解(仏(Q))が有限)を持つための条件は、

oJl+U((削~)人 -U( (oq ; oq ) ) Q 

吋(o;;o;))Q l+U((件処))Q
(7.44) 

各行列要素は、原子の生成消滅演算子で書かれている 6をボゴロンの演算子で書き直し、

更に、品csもボゴロンで対角イじされたものを用いることで、通常のフェルミ粒子の場

合と同じように計算できます。結果は、

((砂川I;))Q= A+B、 ((ゅ;;ゆq))Q=A-B、 ((ゅJ;ゅ';))Q=((ゆq;ゆq))Q = C， (7紛

の形に書けて、

A=iz(1+長)Q'主主)2
(7.46) 

B=~f(を+去) Q' -(E~ (7.47) 

Q

一
ゲ
一
日
一マム

P

1

一2
C
 

(7.48) 

ただし、ご =ε-μ、また、“+"は、運動量について p+q/2を略記したものです。 こ

れらを代入すると、先ほどの行列式は次のように書くことができます。

IU ¥2 1+ : n22(q，Q) = IコーIn12(q， Q) TT n21 (q， Q). 
中¥ お/1+=HA

(7.49) 
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

ここで、

ゃ{と+ξ+A2，E+ +E_ 
Hdq，Q)=-Y|1+|  

ケ~ ~， E+E_ ) (E+ +EJ2ーが'
(7，50) 

'r't ( . 1= 1= -A2¥E +E nl1(q，Q) = -)~11+ 引与 | 
今"~ ~， E+E_ ) (E+ +EJ2 _Q2 ' 

(7，51) 

n12(q， Q) = -n21附 (7.52) 

ここでは詳細は触れませんが、上の 3つは超流動の揺らぎを記述する相関関数で、 (2

2)は位相の揺らぎ、 (11)はムの振幅の揺らぎ、(1 2)と (21)はこの 2つの揺

らぎ間の相互作用を記述する、という物理的意味があります。 上の方程式において、

ギャップ方程式:

ー一
E

Y
ム
p

u
一2

(7，53) 

を用いて相互作用 Uを消去すると、

Hn(qA)+y」-R2(仙 )11H21(q，Q)
れ p I1u(q，Q)+紅

(7，54) 

これが、フェルミ粒子超流動における、秩序パラメータの振動に関連した集団励起を決

定する方程式です。 ボソン超流動での Bogoliubovphononに相当する音波モードを

探すために Q=Voqとおいて、。、 qについて展開すると、音波速度の方程式として、

り=dlF7長 (7，55) 

F
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図7. 6 :ゴールドストーンモードの速度の BCS-BECクロスオーバー

領域での振舞い。

これはちょっと複雑ですが、 BCS、BEC極限では評価できて、

o BCS領域:九=-LVF
v 、13. 

Anderson -Bogoliubov mode 

o BEC~:I!lIG: v. =~亨 Bogoliubov phonon 

ここで、 A1=2mは分子の質量、 no=N/2は凝縮分子数、

U n = 4.n(2aJ -
B 

M 
(7.56) 

BEC極限での表式は、先ほど求めたボソン原子超流動のボゴリューボフフォノンの速

度と同じ形をしており、対応関係から、丁度、分子聞に散乱長

FLO 

唱
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

αn = 2a . 
D S' 

(7.57) 

で特徴付けられる斥力相互作用が働いていることを示しています。

「原子閲相互作用は引力(それによりクーパ一対が形成される)なのに分子間相互

作用は斥力である」、というのはおもしろい結果ですが、この斥力相互作用はボーズ凝

縮状態の安定性にとって非常に重要な意味を持っています。 先ほど求めたボソン系超

流動の励起:Eq =十q(九+2IJno)は相互作用が引力 (U<0)の場合、長波長極限で

虚数となります。 この非物理的な結果は BEC状態が安定ではないことの反映で、実

は引力相互作用するボソン系では(トラップ効果が無い場合)BEC状態は存在できま

せん。 今の場合、分子間相互作用は斥力なので、そのような不安定性の問題は気にし

なくて良い、ということがわかります。

強結合BEC領域での分子間相互作用の値については現在様々な議論がなされて

おり、相互作用のより高次の補正を考慮すると内 =0.6asとなること、また、温度の効

果を加味すると、(多体効果の影響を受けた)散乱長は温度変化をして ZでOになること、

が理論的に指摘されています。 ただし、これらはいずれも分子間相互作用が斥力であ

る、という点については一致しています。
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8 .フェッシュバッハ共鳴を考慮した場合の超流動状態

前章では、相互作用の起源は問わずに、引力の相互作用があるフェルミ原子ガスの

超流動を議論しました。 カリウム 40、リチウム 6で実現している超流動は、フエツ

シュバッハ共鳴という具体的な機構を用いており、より微視的立場で超流動を考えるに

はこの機構を陽に扱う必要があります。

前章の平均場近似の方法は、フェッシュバッハ共鳴のモデルである結合フェルミオ

ン=ボソンモデルに対しでも有効です。

H=2(εpー μ叫ん-uzq山〈ーんら↑

+g 2 [b;仁川2↓Cpq/2↑+心刊九

+芝(εf+2v-2μ)bJbq (8.1) 

ただし、今の場合、共鳴で生じた分子ボソン (bq) が存在するので、クーパ一対Aだ

けでなく、この分子のBEC秩序パラメータ φmを導入する必要があります。

弘=(九)=(可)

(秩序パラメータは実数にとりました。) すると、一見、超流動として、 2種類の可

能性 (rクーパ一対分子のBECJと「共鳴分子のBECJ)があるように見えますが、

平衡状態でφmカ3時間変化しないことから厳密に得られる次の条件:

0=す(九)=印刷])= (2v一同+が

1 g A 
二争札=一 一企

2v-2μU  
(8.3) 

から、どちらか一方が有限になれば、他方もそれに比例して有限になります。 つまり、

各々独立に超流動転移することはありません。

。。
守
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

A、CTmを用いて平均場近似を行うと、定数項は除いて

H= 2(εp一川σCpσ-qψ二↓+仁川Cp↑)+芸(イ +2v-叫ん (8.4) 

ここで、

~ ~ -gゆm ' 
(8.5) 

はcompositeorder parameterと呼ばれ、フェッシユバッハ共鳴を有するフェルミ粒子

の超流動を特徴付ける秩序パラメータです。 上のハミルトニアンは、フエルミ原子部

分と共鳴分子部分が分離しているので別々に解くことができます。 つまり、平均場近

似の範囲内で基底状態の波動関数は

IG)=lc:叫 Ib:BEC) ~ lJ [u，叫仏↓]e似
1
0)

は eì>kC!↑九叫b~
10)， (8.6) 

の形になります。 フェルミ原子部分は前章の Bogoliubov変換でAをcompositeorder 

parameterで置き換えたもので対角化できて、一粒子励起として、

同企+
 

、‘，/μ
 

p
 

s
 

f-v 
P
 

E
 

(8.7) 

となります。 つまり、 BCS領域 (μ>0)のギャップはクーパ一対のムではなく

composite order parameterで決まることになります。 クーパ一対を決める方程式は

~=U~(BCS~:↑cjk ↓ IBα) ， (8.8) 

で、原子の生成消滅演算子をボゴロンで表記することで計算できます。 ここで、

IBCS>は先のBCS状態でムをcompositeorder parameterで置き換えたもので与

えられます。
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A=U4z含=U}:-，企

p p p 2~(εp 一 μ)2 +A 

先ほどのめmとAの関係式とこの結果を compositeorder parameterの定義式に代入す

ると

(8.9) 

l=(U十元二)}:-， 1~ (8.10) 

2"(ε 一μY+企

これは、前に求めた Aに対するギャップ方程式と同じ形をしています。 また、

composite order parameterの式と、 A、Omの関係式から

ム=Ueff }:  (ふら)， 

用伝
』
'

d
4
1
 

恒

一

初

効

2g
一一

有

一

勧

札

れ

戸

り

=

得

ず
が

U (8.12) 

に対するクーパ一対、という構造が得られます。 Aのギャップ方程式の相互作用に相

当する部分もこの相互作用が現れています。 この相互作用は、その書式からわかるよ

うに、 2項目がフェッシュバッハ共鳴に因るものです。 以前の計算では、この相互作

用は、

v=U+三千 (8.13) 
2v 

として得られ、化学ポテンシャルμは含んでいませんでした。 それは、入射粒子につ

いて低エネルギー極限をとっていたことに因るものです。 r多フェルミ粒子系」の場

合、粒子の特徴的なエネルギーは、化学ポテンシャル(自由フェルミガスではこれはフ

エルミエネルギーに等しい)なので、入射粒子2個分のエネルギー=μx2が分母に現

れています。 このようにフェッシユバッハ共鳴機構では、相互作用にも多粒子の影響

(ある種の環境効果)が入っています。

関値2νを下げて相互作用を強くしていくと、フェッシュバッハ共鳴が強い場合、

o gJ;z>>εF : broad Feshbach resonance 

ハUつ山つ臼



「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

では、関値がまだフェルミエネルギーよりも十分大きいところで強結合領域に入ります。

その領域では 2v>>2斗 >2μ であるため、相互作用中の化学ポテンシャルμは無視で、

きます。 この場合、 2体相互作用に対する散乱長

4Jra
s 

m L

一
ε

訓

d

一
今
，
h

ωcr、/】
P

2g一
K
2一司、寸
V

+

E

2

 

u

h

 

(8.14) 

によってギャップ方程式からカットオフ依存性を除くことができて、前章と同じ

1=-hI2U)2+ム21噌

2ε" 
(8.15) 

が得られます。また、この領域では、共鴫分子のエネルギー(>2ν)は非常に高いので

この分子の数が少なく、粒子の方程式はこの領域で

N = 2:f1-/ 8
p

ー

μ21

v(ε 一μY+企

(8.16) 

同様の理由で、 compositeorder parameter中のφm成分の寄与も小さく、結果として、

broad Feshbach resonanceの場合は、前章で考えた singlechannel modelで議論でき

る(ただし 2ν>>2μの領域)ことになります。 現在実験で観測されている、カ

リウム 40、リチウム 6の超流動は、いずれも broadFeshbach resonanceの領域にあ

り、 BCS"BECクロスオーバーの議論じ対しては、フェツシュバッハ共鳴分子を無視し、

相互作用を単に「可変なパラメータ」として用いる single"channelmodelが良い近似

であると考えられます。ただし、 broadFeshbach resonanceでも、関値 2vが十分低

くなると共鳴分子が発生するので、その影響をきちんと考慮した結合フェルミオン=ボ

ソンモデルで考える必要があります。

これに対し、フエツシュバッハ共鳴が弱い場合、

o g.r;; S 8 F : narrow Feshbach resonance 

この時は、相互作用が強くなるのは 2ν""'2εF""'2μであるため、相互作用中の化学

ポテンシャルが無視できません。 この場合、相互作用の形が 2粒子系のそれと異なっ

可
E
ょっ白ヮ“
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ているため、今までのように 2体の散乱長でカットオフの影響を除去することができま

せん。 この場合は、「一般化された散乱長」

U + g2 
4Jl'as 2v-2μ 

ども 1
l-(U + 一一一))~~

2v-2μケ2ε

によって、形式上、カットオフの影響が除去できます。

(8.17) 

この場合は、クロスオーバー領

域で共鳴分子のエネルギーが低い("'"2ν""'2εF)ため、粒子数の方程式に共鳴分子の凝

縮体からの寄与が加わり、

N=21弘1
2+ ~r1-1 εp ー μ;:=-1，

p ~(εp 一 μ)2 + L¥ 

(8.18) 

としなくてはなりません。 (1φm12は BEC状態にある共鳴分子数であることに注意して

ください。) 尚、引力の場合は、 2v-2μ>0なので、共鳴分子の励起スペクトル:

nヨ

ム
U

4
『
，

nヨ

ム
U、B

，，，μ
 

今，自γ
 

ウー-+
 

B

q

 

E
 

〆
'z、、

す
μ
q

一一B
 

H
 

(8.19) 

は正となり、 7とOを考えている今の場合は、有限な qの分子数を考慮する必要はありま

せん。

以上より、結合フェルミオン=ボソンモデルでの超流動基底状態は、 composite

order parameterとμを次の方程式で決定すれば良いことが分かります(エネルギーは

フェルミエネルギー、粒子数は全フェルミ原子数でスケール): 

す=-2JaJJIl 1 NJf2J一去去
rs  . u 2¥)(t: _μ)2 + L¥ 

(8.20) 

四;引ぬ/訂1-，ε-f.1 21 

v(ε-μY+企

結合フェルミオン=ボソンモデルで、関値 2νを下げて相互作用を強くしていく場合、

2ν=2μに達すると相互作用が発散してしまうように見えます。 しかし、実際は、図

8.1が示すように、 2νを下げるにしたがって化学ポテンシャルも下がり、結果、 2ν→-

∞まで引力相互作用です。 この関値が深い極限で 2ν-2μ→+0となり引力は最大にな

ります。 つまり、強結合 BEC極限は 2体相互作用における共鳴点 (2ν=0)ではなく、

(8.21) 
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

ν→-∞で、す。 また、この BEC極限で得られる r2ν=2μJという結果は、 2ν く O

がフェルミ原子のバンドの底から測った共鳴分子の(静止)エネルギーで、あることから、

共鳴分子の束縛エネルギーと考えられ、 rBEC領域では 化学ポテンシャル (x2)が束縛

エネルギーに等ししリという singlechannel modelの結果に対応するものです。 更に別

の見方をすると、 2ν=(共鳴分子のバンドの底のエネルギー)、 2μ=(共鳴分子の化学

ポテンシャル)、であることから、「共鳴分子の化学ポテンシャルがバンドの底にはりつい

ている」という、通常の BECの条件になっている、と理解することもできます。 2ν く

く Oでは、共鳴分子のエネルギーが非常に低く、ほとんど全ての原子がフェッシュバッハ

共鳴による分子(これはゆmで記述され、 Aで記述されるクーパ一対分子とは別物です)に

なっているはずです。 結果、この領域の BECは、この共鴫分子のボーズ凝縮で記述され

ることになります。

0-3 ふ

2 

G 

μ/εF .2 

‘:冷〉
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Y6 
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図8. 1 : narrow Feshbach resonanceの場合の化学ポテンシャル

のν依存性 (Un=O.léF、 g~ =0.5灯、カットオフ=

1 0 εF)。 関値2νの低下とともに化学ポテンシャルも

下がるが、両者の差は常に正であることに注意。
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「フェルミ粒子系超流動の物理 一BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J
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図は BCSモデルでの結果
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図8.4 :凝縮粒子数 (点は全凝縮分子数=クーパ一対+フェッシュ
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

C 

μ/εF 
》守

‘3 

.4 

v) 
-) もBー v! c H '，s ， .$ 

l/(kFa" ) 

図8. 5 :化学ポテンシャル

broad Feshbach resonanceとsingle"channelmodel は、相互作用を散乱長でス

ケールすると両者ほとんど同じ結果を与えています o また、 narrowFeshbach 

resonanceの場合も、「一般化された散乱長」を用いると、化学ポテンシャルや凝縮ボ

ソン数の総和 (no+cDm
2
) はbroadFeshbach resonanceとの差異はほとんどありませ

ん。 compositeorder parameterの値も、BCS領域から lI(has)=O(unitarity limit)あ

たりまでは両者ほとんど同じです。 ただし、 BEC極限は

IN 
d.=企 -gftm '̂ -gftm = -g~1云(8.22)

m oV 2 ' 

となるため、 gの大きさに依存することになります。 このように、(一般化された)

散乱長を用いると、凝縮分子の詳細に依存しない物理量(つまり、分子がクーパ一対で

あるか、共鳴分子であるか)については、 Feshbachresonanceの「幅」に依存しない

議論が可能になります。

司
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9 .有限温度におけるフェルミ超流動と転移温度

平均場近似したフェルミ系超流動の HamiltonianをBogoliubov変換で対角化す

る方法は、平均場期待値の意味を

(A) = (BCS IAIBCS)→シ[e-sHA] ， 

と変更するだけで、そのまま有限温度に拡張することができます。 ここで、 Zは分配

関数、 Hは平均場近似のハミルトニアンです。 上の計算は、演算子をボゴロンで書き

直せば、あとは通常の自由フェルミガスと同じように計算することができます。 この

時、Bogoliubov変換の(叱げ中に現れる、秩序パラメータ Aは温度 Tでの値になります。

このAは

d =U}:(c;ん)=u}:((uρ;↑+収p~)(-vρp↑+u〆J (9.2) 

ここで、 Hがボゴロンで対角化されていることに注意すると、

(α;αp) = f(Ep)， (αバ)= 1-f(Ep)， (ψ;) =(α凡 )=0 (9.3) 

よって、

企=u}:(仏↓)=U}:UpVp[1-2f(Ep 

両辺ムで割ると温度 Tにおけるギャップ方程式が得られます:

'""'" 1βEn 
l=U¥'一一一tanhιーι.

ー2E 2 y p 

温度 7とOとすると、以前の結果を再現することに注意しましょう o

去も TとOの場合と全く同様にできて、

(9.5) 

カットオフの除

ネ:=71Ml去帥与ーまl (9.6) 
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「フェルミ粒子系超流動の物理 一BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

超流動の転移温度 Zは、この式でギャップムがOになる温度として決定されます:

古:サベギfl)tanh s(γ)去| (9.7) 

弱結合 BCS領域の場合、 Tcはフェルミエネルギーに比べ十分低く、化学ポテンシ

ヤルもフェルミエネルギーεFに等しいとして良いでしょう o この場合、上の方程式

を解いて Zを求めると、

x 

8y _ 2k..a. 
Z=一一εFe t e =0.61EFe2kFas. 

rce-
(9.8) 

ここでγ=1. 7 8です。 これと T=Oでのム

企(T= 0) =ふFe2kFa.， (9.9) 
e-

との比:2/)，，/え=Jr/y = 3.54 はBCS理論における普遍定数と呼ばれ、物質の詳細に

依らず、多くの(弱結合)超伝導で成り立っている関係です。 rTcがA程度である」、

ということは、 BCS 領域の超流動転移が分子の解離(結合エネルギー~)で決まって

いることを示しています。

相互作用を強くして強結合 BEC領域に入ると、化学ポテンシャルμはフェルミエ

ネルギーから大きくずれ、 7とOでの結果の類推から、大きな負の値を取ると期待されま

す。 実際、 T=Oでの結果、

ー一例μ
 

(9.10) 

を匁の方程式に代入するとl/(kFa:;)→∞の極限で解となっていることが分かります。

この値は強結合領域での分子ボソンの結合エネルギーでしたから、超流動転移温度であ

っても化学ポテンシャルがμ=1I2mas2で与えられる、ということは、 BEC領域では匁

でも分子は解離しておらず、「分子ボソンガ、ス」のままであることを示しています。 し

たがって、この領域での転移温度は質量 M=2mのM2個の分子ボソンの BEC転移温

度で与えられ、
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2JT (n I 2)2/3 
T = ，.. I -， = O.218e r 

(と(3I 2)y/5 (2m) 
(9.11) 

になると期待されます。 BEC領域ではギャップ方程式が化学ポテンシャルを与えた

ので、この結果は粒子数の方程式から得られるはずです。 しかし、平均場近似での粒

子数の式を有限温度に拡張したもの:

NzZ(〈σ寸 f[lートnh与| (9.12) 

は、転移温度 (d=0)で自由フェルミガスの粒子数の式

N =2}:!(εp一μ)， (9.13) 

に帰着してしまい、 μ=-112mイを代入しでも期待される匁は得られません。 これ

は平均場近似での粒子数の方程式が、有限温度における BCS-BECクロスオーバーを記

述するには不十分であることを示しています。 なんらかの意味で、「分子化している」

という情報が入る必要がありますが、自由フェルミ原子の粒子数の式に帰着してしまっ

たのでは、この点が明らかに欠落しています。

この問題は、平均場近似を超え、クーパ一対の「揺らぎ」を考慮することで解決さ

れます (Nozieres、Schmitt-Rinkの理論)。これを具体的に見るためには多少準備が必

要になります。 先ず、熱力学的ポテンシャルOと粒子の闘の関係式に着目します:

。Q
(9.14) 。μ

ここで Qは熱力学ポテンシャルで分配関数Zと次式でつながっています。

Q = -TlogZ . (9.15) 

今、 BCSモデルにおいて、ハミルトニアンを

H=Ho+Hl Ho= }:ιc;σCpσ， pσ 

瓦 =-u '"' ct 
，_.ct 

~ L.J ~ p+q/2↑ -p+q/2↓ -p'+q/2↓ p'+q/2↑' 
p，p'，q 

(9.16) 

と分割し、相互作用部分について摂動展開します。
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

eβH =eβHOR(β) ， (9.17) 

とおくと、 両辺をβで微分した方程式からR(β)が次のように求まります:

寸
1
1
1
1
1
l
'
l
B
i
t
-
-」

τ
 

同-τ
 

β

イ
J
oρU 

F
E
E
E
E
E
E
g
'
E
a
-
-
'
E
'
B
E
'
E
E
L
 

Ttτ 一一
、、.，/

ρυ' 

J

，‘、、R
 

(9.18) 

'--'--で、

H
1
(τ) =eT:HoH〆τHo (9.19) 

また、 Tτは時間順序演算子と呼ばれ、生成消滅演算子の統計性(フェルミ粒子であれ

ば入れ替えに対しマイナスが生じる)を考慮しつつ、「時間τ」が大きいものを左にも

って来る操作を表します。 例えば:

十 rc(τ1)Ct(τ) 
I: [c(ゆ(ら)]=|±CT(りc(τ1) い τ2

プラスはポーズ統計、マイナスはフェルミ統計の場合です。R(β)は、ボルツマン因

子における相互作用の効果を表しており、これを用いて Oを書くと、

tr(〆HOR(β))1
Q=-T吋tr(e-吋 (β))J= Qo -Tl吋 z。 |=Qo-T叫 R(β)}o' (9.21) 

(9.20) 

最後の式の一項目は自由粒子の熱力学的ポテンシャルで、上で与えた Qの式で、 Z中の

HをHoで置き換えたもので与えられます。 この項は容易に計算できて、
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(9.22) 

よって、この項からは自由フェルミガスにおける粒子数の方程式が得られます:

一警=22附=叱o
(9.23) 

。の式の 2項目は自由フェルミガスにおけるR(β)の期待値を表し、相互作用による

補正を与えています。 この部分は次のように書き直すことができます(導出は統計力

学の教科書に出ているので参考にして下さい): 

可
l
ム
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ω= -T log(R(s)}o = -T [(R(向上-1] (9.24) 

ここで、<……'>cは期待値(<R(β)>0)を評価する際、ダイヤグラムで表現した場

合に「つながったグラフ(connecte d diagram) Jで表されるもののみを考慮すること

を意味しています。 その意味の詳細はすぐ後で説明するとして、上の書き換えから、

相互作用の影響を含んだ粒子数の方程式は、
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最低次の n=lを考えると、期待値部分をδQlと書いて、

組 1づqj作(りやq/2t(τん川-pJ)Cp+q/2↑(τ)}) ω 

ここで、 T+=τ+δ(δ>0)は、生成演算子が散乱「後」の状態を表すことから、

Tより無限小だけ後の時間にとることを表現しています。 この期待値の計算には、

Wickの定理を使用するのが便利です。 この定理は、上の期待値を可能な f2つの演

算子の期待値」の積に分解できる、というもので、今の場合は、

.4_ (J:{c!+q/点)己p+q/2↓作+)C_p'+q/2↓(τ )Cp'+q/2t(τ)}) 

= _4_ (ぇ {C!吋 /2↑(に)cLqJ札(Trトーp'+州 (τ )Cp'+q/2↑(τ)})。

-_4_ (ぇ(仏t(τJC_p'+q/2l(r )})o (ぇ(心川に)C_P'+q/2↑(τ)})。

+_4か{Cp'+q/2t(τ)C!+q/2↑(に)})o(乙 {C_p叫
(τ )C!'+q/2l(r+)})。

(9.27) 

3行目のマイナスは、この順序に演算子を並べ換える際のフェルミ演算子の反奈換性に

因るものです。 ただし、上の式では時間順序演算子がついていても、 2、3行目の期

待値はスピンを保存していないので Oになり、最終項のみ残ります。 また、最終項も

運動量が保存される場合 (pヲ，')のみ残ります。 ここで、 1粒子フェルミ温度グリー

ン関数、

っ“qJ
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

Gpa (τ 一τ)= 一(~{以叫σ(グ)})o' (9.28) 

を導入すると、

δQl =uL fdτGM↑ο-τ+ )G_p+qI2ρ-τ+) (9.29) 

フェルミグリーン関数はr>Oとすると、具体的に計算するとわかるように、

GF(τ) = -e -~p (1-f (ι)) ， (9.3ω 

となります。 フーリエ変換は、 G(τ+s) = -G(τ)という「反周期性」に注意すると、

フェルミオン松原周波数と呼ばれる離散的な周波数:

叫1 = JrT(2n + 1)、 n = O，:t~ :t2，.… (9.31) 

のみで値を持ち、各々の周波数で、

Gら戸バ(州=pv引
屯 lω 一台

(9.32) 

となります。 この結果を用いると、

δQ12U矛づZGFq/2↑
(i叫 +iv

n XJ-p+qI2↓ 川=uyH(帆 ). (9紛

ここで、

V
n 

= JrT2n， n = O，:t~ :t2，・… (9.34) 

はボソン松原周波数と呼ばれ、自由ポーズ粒子系の 1粒子ボソン温度グリーン関数

尽肘一τトーか{bp
(叫(け})o' (9.35) 

のフーリエ変換した表式中に現れます:
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Dp(iv，，) = fd山刈=」7 (936) 
も lVn -.; 

Hの計算は、松原周波数の和に対する標準的な方法により計算できます。 先ず、次の

恒等式を利用して、フェルミオン松原周波数の和を複素積分に変換します:

jzA州=一刻々や)A( (9.37) 

， 
" ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， 

' • 

tω" 

Re[Zl~ 

¥G 
、、 Poleof A(z) 

" Cl ， 
C ，，' 

図9. 1 :松原周波数の和の計算

阿久)=-却炉Z)z+ムMi-M (9.38) 

積分経路を Clに変形すると、 Clの半径を十分大きくとった際にその寄与が無くなれ

ば、積分 は A(z)の留数で決まることになります o 今の場合、極は

z = l; p+q/2 -iv"， -S-p+q/2にあるので、これらを拾うと、

や 1-f(sp+ql2) -f(spず 2)
n(q，iv，，) = -y 

ケ iVIl -Sp吋 /2-Sp-q/2 

(9.39) 
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

次に、摂動展開の 2次項を考えます。 先と同様に分解すると、残る項として次の

2種類があることがわかります。

~------------~ 

~------------~ 

図9. 2 : Qに対する 2次の補正。 右の図は考慮しなくて良い。

この図で、破線は相互作用以実線は Gを表します。 例えば、左の図の外側の円は

G(τ1 --r2)G(τ2一τ1)' (9.4ω 

という過程を表現しています。 左の図と右の図の違いは、右図の場合、 2つの部分が

つながっていない、という点で、先ほどのく…..>cは、左図のような「つながった過

程 (connectedgraph) Jのみ考慮することを表します。 後は 1次の計算と同じで、結

果は

飽 2与ZH(帆
)2 (9.41) 

同様の計算を高次項に対しても実行しますが、高次になると、考慮しなくてはならない

過程が非常に多くなり、厳密に実行することが困難になりますロ そこで、上の左図の

ようなタイプの寄与のみを拾うと、

+ +…….. 
(9.42) 
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F
h
u
 

qο ヮ“



大 橋 洋 士

N =NFO +T;'->. e
iOvn >.l.TI(q，ivJ2 

= NFO -T ~ >. e
iOvn log[l-UTI(qルJ]. (9.43) 。μ併合1n a.Ll t:. 

または、散乱長で表現すると、

NzNFo-TLすe
iOvn叫+包ITI(q，iv，，) -~手11。μ叙 m I ，_. ..' .fpμp " 

(9.44) 

弱結合 BCS領域を考えると、相互作用 Uは弱いので、今考えた補正項の効果も弱

いと考えられます。 結果、この領域では、平均場近似での粒子数の表式が正当化され、

十分低温であれば、 μ=εFが得られます。 補正項はグラフの構造を見る限り、確か

に r2つの粒子が対を作っている」様子を表現しているようですが、これを確かめるた

めに、強結合 BEC極限 (μ=-1I2mas2→ー∞)を考え、対数の中身を q=O、νn=0 

のまわりで展開します。 この領域ではご>>0よりフェルミ分布関数がOとおけるこ

とに注意すると、

N=NFo-T2J eh  
q，九 ivー"1一一 +μD

n 
2(2m) 

. u 

(9.45) 

L-L-で、

(9.46) 

粒子数の方程式の 2項目は質量M 2mのボソン 1粒子温度グリーン関数 (D(iνn)) 

と同じ構造をしており、逆フーリエ変換によって、

N=NFO+2(月九)=NFoq町長一μB) (9.47) 

BEC領域では、解離したフェルミ原子からの寄与はほとんどないので、

N(BEC) = 2 >-nB
(_:ι-μB)' 

今J '""2M 
(9.48) 

となり、補正項によって、 r(Mご2mの分子ボソンの粒子数) x 2 =全粒子数」という

に

u
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「フェルミ粒子系超流動の物理 -BCS-BECクロスオーバーと新しい物質科学-J

BECで期待される結果が得られました。 また、 BEC極限での化学ポテンシャルμ=

"1I2mas2を代入すると、 μB=0が得られますが、これは、ポーズガスの BECの Zで

の結果(ボソンの化学ポテンシヤルがバンドの底に張り付く)に一致しています。

以上より、超流動転移温度の BCS-BECクロスオーバーを記述する方程式は、

ー一
b

川一
2一川

J
 

J
U
 

∞

f
f
J
0
 

2
一
江一M

(9.49) 

J 去均拾2》矛γγei

戸内川~叶
iov

n川~吋内川川W叶10均→叶O句Og[イl (9.50) 

平均場近似を越えたこの理論は、クーパ一対の揺らぎを「ガ、ウス近似」の範囲で考慮し

たものであることが、汎関数理論から分かっています。

0.15. 

o.2 

号、15
w 

o.ま

脅J)j

合
胸1 ..15 ..1 ..0、5 {) 号、511、5 2 

(kFa~) 

図9. 3 : BCS"BECクロスオーバーにおける超流動転移温度
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この理論による超流動転移温度は図 9.3から分かるように、弱結合領域では相互

作用が強くなるにしたがって上昇していた転移温度は、強結合BEC領域に近づくにつ

れ、最終的に理想分子ボーズガスでの値:0.218εFに近づきます。

結合フェルミオン=ボソンモデルの場合も、同様の考え方で有限温度を議論するこ

とができます。 超流動転移温度は(カットオフを残した表式で)

$?2 引 1 . . sξ 
l=(U+~ー)y?tanh-4 

2v-2μ今J2~p 

粒子数の式は、先ず、平均場近似の範囲で

N = 2~nB(ε:+2v-2μ)+2~ f(εp一μ)= 2NBO +NFO 
q p 

(9.51) 

(9.52) 

右辺 1項目は共鳴分子からの寄与です。 先ほどの場合と異なり、「分子」の効果が陽

に入っているため、この近似の範囲でも、 BEC極限での Tcが正しく与えられます。

しかし、「極限」はともかく、BEC領域ではやはりこの近似には別の問題が存在します。

それは、 Zの方程式を解きなおすと、 2ν.2μ>0という条件が得られ、それを粒子

数の方程式に当てはめると、 Tcにおいて共鳴分子の励起スペクトルに有限なギャップ

(= 2ν. 2μ> 0)が存在することになります。 これは、明らかに BECの一般的性

質 (BECではボソンの励起はギャップレス)という条件に抵触します。

この困難は、先ほどと同様に、揺らぎの効果を加味することで解決されます。 た

だし、今の場合、揺らぎの効果は

( 1 ) クーパ一対の揺らぎ

( 2 )共鳴分子の生成と解離、

という 2種類が存在します。 前者は先ほどと同様ですが、後者は次のようなダイヤグ

ラムで表現されます:

にコ
(2)= + 

、、ー争"

，，く〉、、
+み

¥く手J'
+... 

図9.3 :フェッシュバッハ共鳴による補正。 実線はフェルミ原子、

鎖線は分子ボソンを表す。 点、線は弱い相互作用U。
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。、5

。.4

Tc /εF 
。.3

。、2 ~.・

broad 

(gJ;z = 20B
F

) 

。‘1

narrow 

(g.rn = 0.6εF) : 

o 1..・H ・---… z

1.5 1 0.5 0 -0.5 -1 -1.5 之

(kFa
s 
)-1 

図9. 5 : 2チャンネルモデルで計算された超流動転移温度の

BCS-BECクロスオーバー。 転移温度に関する限り、

N arrow， broad resonanceで本質的な違いはないこと

が分かる o

ここで、実線は原子、破線は共鳴分子状態を表します。解離状態では原子聞に残留相互

作用が働くので、それも加味しています(点線)。 すると、粒子数の方程式は

山 o+NFO-T均戸IO+-[Uールーム川町qル)j. (9.53) 

single channel modelと比較すると、揺らぎの補正項は相互作用 Uが

Ud(q，ivn)=U-g2 
ルn 一(εf+2γ-2μ)， 

(9.54) 

に置き換わっています。 特にq=に =0では

Q
d
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U
eff 
(0ヲO)=U+g2 ， (9.55) 

切 2v-2μ

となり、ギャップ方程式に現れる有効相互作用に一致します。 また、共鳴分子ボソン

の1粒子温度グリーン関数

Do(q，ivJ = . / R 1 
ルn 一(ε;+b-2μ

(9.56) 

を用いると

Ueff (q， ivn) = U -g2Do(q， ivn) ， (9.57) 

と書くことができます。 つまり、粒子数の方程式の補正項には分子のダイナミカルな

効果を含んだ有効相互作用が効いていることがわかります。

この理論による BCS-BECクロスオーバーでの Zの変化を計算したものが図 9.4

です。 結果は散乱長でスケールすると、 narrow，broad Feshbach resonanceに関係

なく、ほぼユニバーサルな振る舞いをしていることがわかります。 また、 BEC極限

の Zは先ほどと同じ、 0.218εFです。

この理論によって、先ほど述べた「分子ボソン励起のギャップ」が解消されている

ことを確かめます。 先ず、共鳴分子分子ボソン数がグリーン関数Dを用いて、

NBO = -2T).Do(q，ルn)eidvn
= -T -s-).log r久一(ぐ +2γ-2μ)leidvn 

， (9.58) 
bf oμ勿 L ぜ J

とかけることに注意します。 これを粒子数の式に代入すると、

θn  
N =NB +NFO -T-f-).eidvn log[l-UII(qルn)] 。μOf
ー~ ~相、、

<--<--l.、

ゃ 1.:__ / _ B . ，，_. " . ." . _ 2 TI (q，久) 1 NB = -T 'I~. ~ei九 logI iVn一(イ+2γ-2μ)+ g2 1 "T"T~'/~~ n:. " I 。μ勿 I，. ''1 .， ~ l-UTI(q，iv
n
) I 
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をAも0を比較すると、分子ボソンのグリーン関数がフェッシュバッハ共日鳥、及び、残留

相互作用の影響によって、

1 
D(q，ルJ=

ルn一(ε:+ 2v-2μ)+g2H(q，ivn) ， 

l-Ull(q，iγn) 

(9.61) 

に置き換わっていることがわかります(分母の最後の項は自己エネルギーと呼ばれま

す。)。 励起にギャップがあるか無いかは、ギャップ方程式が q=O、Vn=0の時の

JI (0，0)を用いて、

II(O， 0) 
2v-2μ=g2 

l-UII(O，O) 
(9.62) 

と書けることに注意すると、 DはTcの時、 q=Oで iνn=0に極を有することになり

ます。 これは、補正を受けた共鳴分子の励起スペクトルは Zでギャップレスになっ

ていることを示しています。
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1 0 .トラップの効果と 1粒子励起スペクトル

ここまでは一様系を対象にしてきましたが、実験ではフェルミ原子ガスは光学ポテ

ンシャルに捕獲されています。 最後に、このトラップの効果を絶対零度の場合につい

て説明します。

トラップポテンシャルは調和振動子ポテンシャルでよく記述されます。 トラップ

系では密度分布などの物理量が空間依存性を持つため、実空間で問題を考えた方が都合

が良くなります。 フェッシュバッハ共鳴を考慮した 2チャンネルモデルの場合、実空

間表示でのハミルトニアンは

~ .... _ ___+ _ _ _ 11 H22fd川 (r)r-2m - μ+は~(r)lWσ (r)

-U{drW~(r)叫 (r)W↓ (r)W↑ (r)

+fdrφT(r)[-JL+2γ-2μ+只之(r)lφ(r)
J ". 2M 甲

+g{drrφt(r)W↓(r)W↑(巾h.c.1. (10.1) 

ここでVσ(r)、φ(r)はそれぞれフェルミ原子、フェッシュバッハ共鳴により生じる分

子ボソンの場の演算子で、それぞれの粒子の質量はm、Mご2mです。 それぞれの粒

子はトラップポテンシャルに捕獲されており、

は作 (10.2) 

簡単のため、ポテンシャルは等方的とし、トラップ周波数は原子、分子で同じとしまし

た(後者は実験条件を合致しています。 前者については多くの実験が Z軸方向に伸び

たclgarトラップを用いています。)。 分子が原子 2個から構成されている、という条

件は化学ポテンシャルによって既に考慮されています。

トラップがある場合の、 7とOでの BCS"BECクロスオーバーは、このハミルトニア

ンに対する平均場近似と粒子数の方程式を組み合わせることで議論できます。 平均場

近似のハミルトニアンのうち、フェルミ原子に関する部分は、

HHFB =)~ fd川 (r)rーム-μ+は (r)一ιF(r)lWσ(r)
γ J L-m ・ 4

-{利益(r河川町中h.c.1. (10.3) 

ここで、 nF(r)=):(叫(r)Wσ(サはフエルミ原子数密度です。 HHFB，;t通常の BCS

つ臼A斗Aq
L
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理論の平均場近似と同じ形をしていますが、秩序パラメータが

島(r)=企(r)-g仇(r)， (10.4) 

で、置き換わっていますo composite order parameter はL¥(r)= U 

丸(r)= (φ(r))を含んでいます。 両者の関係は一様系の場合と同じように求めること

ができて、

予防)=一会+2v-2μ+附 州r) (10.5) 

分子ボソンのハミルトニアンは凝縮体からの励起を記述し、それは H の 3行目で

φ(r)→ぬ(r)=φ(r)一(φ(r))としたものになります。 ただし、向では全てのボソ

ンは凝縮しており、この励起状態を記述するハミルトニアンを扱う必要はありません。

平均場近似のハミルトニアンHHFBは Bogoliubov'deGennes方程式により対角化

できますが、実際の計算は数値計算に頼ることになります。 粒子数の方程式と連立さ

せて解いた結果は、化学ポテンシャルについては、定性的振る舞いは一様系と同じで、

強結合領域に近づくにつれ、フェルミエネルギーからずれて、最後は負になります口

{hdv} 0

9

0

0

 

1

2

3

 

3鴨

O.多。

(kF<lJ-! 

図 1O. 1 :トラップ系での化学ポテンシャルのクロスオーバー

領域での変化。 N= 10912， e F = 31.5ω。、相互作用は

.0.5 

U附(N/崎R斥哨;打)=0ω3知5εM点7疋疋平=1向0ω叫ε与F (伽broa州a“d附 on削1

カツトオフエネルギ一はω叫'c= 161.5ω0とした 0

RF  = ~2EF /mÚ)~ はThomas'Fermi長。
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図 1O. 2 :超流動状態密度 ((kFaJー1= -0.78 : BCS ) 

? 

母

) 

55 4 

1苛
3 

-守

。
G 弘之 t14 0.6 。，義

r/RF 

図 1O. 3 :秩序パラメータの空間変化

(パラメータは図 1O. 2に同じ)
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トラップ系の場合、秩序パラメータが非一様になるため、 BCS領域でも一粒子励

起のギャップ ιは秩序パラメータに一致しなくなります。 図1O. 2に見られる励

起ギャップの大きさは有限な大きさはあるものの、図 1o. 3の秩序パラメータの典型

的な値である原点近傍の値よりもはるかに小さいことが分かります。 これを理解する

には、トラップ中での超流動状態にあるフェルミ原子はトラップポテンシャルと秩序パ

ラメータ(ペアーポテンシャル)という 2つのポテンシャルを感じる、という点が重要

です。 この 2つのポテンシャルで作られた「複合的なポテンシャル」はガスの周辺部

近傍に溝(井戸構造)を持つため、この部分にアンドレーエフ束縛状態が形成されます。

このうち、最低エネルギーのものが 1粒子励起(状態密度)のギャップを与えられます

(井戸型ポテンシャル中に束縛状態が形成されるように、ペアーポテンシャルと通常の

ポテンシャルで作られた井戸の中に形成される束縛状態がアンドレーエフ束縛状態で

す)。これは「井戸」の底に形成されるため、必然的に中心付近の秩序パラメータの値

に比べ小さくなります。 アンドレーエフ束縛状態の形成は局所状態密度に直接現れ、

図1O. 5に示すように、井戸の底が存在するガス周辺部 (r-RF近傍)に、中心部分

の秩序パラメータより低エネルギーの状態が形成されていることがわかります。 この

うち最低エネルギーのものがトラップ系での励起ギャップを与えます。

|ペアーポテ川ル トラップポテンシャル

10 

<) 
o 

6 
1ノム~(r) 一 μ

[ω。l

アンドレーエフ

束縛状態

n (t2 0.4.. U、6 0.8 1 1、2

riR
f 

図1O. 4 :原子が感じる 2種類のポテンシャルの例。 2つのポテンシャル

で作られた「井戸」の中にアンドレーエフ束縛状態が形成

される。

F
「
u

a
q
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N(ω，r) 
アンドレーエフ束縛状態

10 

ω/ω。

r/RF 

図 1O. 5 :局所状態密度。 秩序パラメータの空間分布は図 1O. 4の

場合を用いている o ガス周辺部 (RF)の低エネルギースペ

クトルがアンドレーエフ束縛状態の寄与である o RFは相互作

用がない場合のガスのサイズを与える o

BEC領域では、 μ<0となるとアンドレーエフ束縛状態は重要でなくなり、この

領域での 1粒子ギャップは (BEC極限値として)一様系の場合と同様に |μ|で与え

られます(化学ポテンシャルが励起ギャップを与える理由も一様系と同じです。)

7章で、 l粒子励起ギャップがrfトンネルスペクトルによって観測できることを

述べましたが、状態密度のギャップιと秩序パラメータが一致しないトラップ系では

一体どちらが観測されるのかは興味深い問題です。 rfスペクトルは超流動6Liで既

に観測されており、実際、ガスは光学ポテンシャルに捕獲されているので、この問題は

実験を理解する上でも重要です。

7章で述べたように、 rfトンネルスペクトルでは、光を照射して 2つの原子状態

のうち(↑スピンとします)片方を第3の状態(Iψa> )に選移させることで原子系

の 1粒子励起を観測します。 この遷移を記述するハミルトニアンは(回転波近似の範

囲内で)

HI = tらFfd，佐刈r刈Iμei(他q包'L.r-wLI

ここで、 (q色L'ωL)は光の波数、エネルギ一で、 tらF遷移行列ですo これによる|↑>から

|ψa>へのトンネルカレントのスペクトル (rf-tunnelingcurrent spectrum)は

ん(t)=ーitFf改rei(位叩)叫(r)W↑(r)-h.c.l， (10吟

をフーリエ変換したものを計算することで求まります。 実際にはこの寄与以外にフェ
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ッシュバッハ共鳴の分子ボソンの解離にともなうトンネルカレントが存在しますが、現

在の実験で用いられている broadresonanceの場合、この効果は非常に小さく、無視で

きます。
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図 1O. 6はスペクトルの計算結果ですが、強結合領域にいくにしたがってスペク

トルのピークの位置が高エネルギー側にずれていくことが分かります。

大橋

このピークエネ

トラップ中心秩序パ

ラメータを与えます。 実験ではこのピークを励起ギャップとして検出していますが、こ'

の結果から、実験が観測しているのは「本当のJ 1粒子励起ギャップそのものではなく、

トラッフ。中心近傍の秩序パラメータの大きさを与えていることがわかります(これはトラ

ップ中心近傍の「局所的な 1粒子励起」におけるギャップになります)。

7に示すように 1粒子励起ギャップEgではなく、ルギーは、図 1O. 

3 

，，"') ~~. 
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ヴ
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ぬ
れ
叫
が
自
治
ぷ
お
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05 
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L5 

7 : rfスペクトル中のピークエネルギー(・)と 1粒子励起ギャップEg，トラップ

中心での秩序パラメータの大きさの関係。 白丸 (0)は Chinらによる超流動

6Liに対する実験結果。

図10.

原理的にはrfスペクトルは 1粒子励起ギャップに相当するエネルギーのところにギ

ャップを持ちますが、実験の分解能では現在のところ、この構造は観測されていません。

ただし、 BEC領域では図 10.6(d)にあるように大きなギャップ構造が現れます。

れは、化学ポテンシャルが負になることで、 1粒子励起ギャップを決めるものががアンド

レーエフ束縛状態から化学ポテンシャル(の大きさ)に変わり、後者は急速に大きくなる

ためギャップ構造が明瞭に見えてくることに因ります。 BEC領域でのこの大きなギャッ

プ構造は実験でも観測されています。

、"
l..-
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