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力学系における「珍しい現象Jのモンテカルロ・サンプリング

統計数理研究所 伊庭幸人 1

1 研究の背景と従来の研究

動的なモンテカルロ法は，統計物理では，熱平衡のギブス分布からのサンプリングに用いられ

るのが普通である.しかし，状態空間において「極端に偏って局在する分布Jのサンプリング法

であるという観点からみると，目的に応じたアンサンブ、ルを人為的に定義することで，さまざま

な「珍しい現象Jを扱うことが可能になる.r大偏差を扱う普遍的方法Jとしてモンテカルロ法を

見るわけである.

微分方程式や離散時間の写像で表わされる動的な現象についてこの見方を適用すると，まず出て

くるのは，適当に粗視化または雑音を入れた周期解や両端固定の「経路Jr運動方程式の解Jの全体

をアンサンプ‘ルと考え，それをサンプルするという考え方である.具体的には， Doll et al. [1] (エ

ノン・アイルズ、系)やZimmer[4]の先駆的仕事， Chandlerのグループの提唱している“transition

path ensemble" [3]，本研究会で、も発表のあった川崎・佐々 [2]の研究，などがある(アンサンプ

ルのサンプリングでなく 1本の軌道を最適化で求めることに重点のある研究はもっと沢山ある，

たとえば [7，8，9]など).筆者もこの種の考え方に以前から興味を持って来た [5，6].これらの研

究の多くでは，ある経路が実現する確率の対数にマイナスをつけたものをその経路の仮想的な「エ

ネルギーJとし，それで定義されるカノニカル・アンサンブ‘ルをモンテカルロ法で、サンプルする，

というのが基本になっている.決定論的な場合は，雑音を加えた系の極限として経路に確率を与

えるか，確率的な系に変形してから扱うことになる.

2 ここで考えること

ここでは別のことを考える.もともとの系が決定論的な力学系であれば「初期条件Jの関数と

して，さまざまな量，たとえば「有限ステップのデータで求めたリアプノフ数Jr何ステップで決

められた範囲から脱出するかjなどが決まるはずである.そこで，これらの量について「珍ししリ

現象，たとえば「長い時関与えられた領域に留まるが，結局は脱出するJに興味がある場合，初

期条件の関数としてのこれらの量(にマイナス符号をつけたもの)を「エネルギーJに見立てて

ギプス分布を考えることで，珍しい現象を生じる「初期条件のアンサンプル」を考えることがで

きる.これを，モンテカルロ法で、サンプルすることで，力学系の大偏差的性質を知ることができ

るのではないか.
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「周期解Jや「両端固定の解Jの探索については，どうしても軌道全体のアンサンプルを考え

る必要があり，この方法は使えないが，他にも知りたいことはたくさんあるはずである.動的モ

ンテカルロ法の立場からいうと，これは，力学系のシミュレーションを「エネルギーJの計算の

ための「サブルーチンJ(内側ループ)として呼ぶことに相当する.すなわち， rエネルギーJEに

ついて定義された逆温度9の「カノニカル・アンサンブPルj に対して，メトロポリス法を適用し

た場合，以下の「外側ループjを繰り返すことになる.

1.初期条件を現在の値xとちょっと変えたものをど =x+ムとする.

ムは原点対称な密度から発生させた乱数.

2. x'を初期値として力学系のシミュレーション(内側ループ)を有限ステップ行い，

「珍しさを表わす量J-E(x')を計算する.

3.新しく計算された「珍しさを表わす量jの値-E(ピ)を王期生の値-E(x)と比較し，一様乱

数0<R:::; 1を生成して受理か棄却かを判定する.

exp( -sE(x')) 
なら xをどで置き換える.

exp(一βE(x))

Fを大きくすれば，珍しい現象を与えるような初期条件の上に集中した分布が得られる.対応す

るミクロカノニカル分布に結果を換算することで，珍しい現象を生じる初期値の密度を「珍しさj

の度合いを横軸にして求めることもできるはずである.

多くの場合には，遅い緩和を克服するために，これに，レプリカ交換モンテカルロ法やマルチ

カノニカル法のような拡張アンサンプル系の手法を組みあわせることになる.次第に βを大きく

して行けば，アニーリングによって，極端に「珍しいJ軌道を与える一個の初期値を求めること

もできるが，ここでは，多数の初期値の集合を求める方に重点を置きたい.

3 ジュリア集合

本来は，初期状態の空間自体が高次元の場合に挑戦すべきであろうが，ここでは，手慣らしと

して，ジュリア集合 2の近傍をサンプルする問題を扱う.具体的には，一変数の複素写像

z = z2 + C (1) 

について r長い時間かけて結局はIzl> 2となってしまうような初期値xをサンプルせよJという
問題を考えよう.z=xからはじめて，式 (1)をiterateしたとき rn回目に初めてIzl> 2となるJ
とする.このとき，初期値x(複素数)の「エネルギーJE(x) (珍しさの度合)の定義の仕方として

は， (1) E(x) = -n， (2) E(x) = -lognなどが考えられる. (1)ではPrv exp(-sE) = exp(βn) 

となるのに対し， (2)ではPrv exp(一βE)=ηβ となる.どちらの場合も，規定の回数Nたって

も抜けないときは，たとえばE(x)=Oのように，Eを大きい値に設定する.以上のもとで，レプ

2時間無限大でも無限遠に抜けない初期値の集合を充填ジュリア集合，その境界をジュリア集合という.
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リカ交換法(パラレル・テンパリング) [11]を用いて，異なる逆温度Fの分布を並列に交換しな

がらシミュレートした.

メトロポリス法を用い，最高温度の系では毎回Izl三2の円内の一様分布から候補を選び，それ
より低温では，現在のサンプルを中心とする小さな円の中の一様分布から候補を選んでいる.円

の半径6は，温度によって異なり，予備的なrunで，適応的に決めている.図 1にE(x)=一logn

の場合の結果の例をしめす.規定の回数Nたっても抜けないときは， E(x) = 0としている.0=

(-1.0，0.0).力学系のシミュレーション(内側のループ)の打ち切り回数はN= 800.逆温度βを

0.2，0.5，1.0，2.0，3.0，4.0，5.0，6.0，10.0としてレプリカ交換法で計算を行った.最初の5000MCSを

捨てたが，その間， 1000MCSごとに，候補の受理の割合を規準にして，候補を選ぶ円の大きさを

4回調整している.

4 マンデルブロ集合の縁

また，この考えを拡張すれば「珍しい現象を起こす初期値Jの代わりに「珍しい現象を起こす

パラメータJの空間を探索するとともできる.すなわち，パラメータの空間(適当な測度が入っ

ているとする)の上に，上記と同様にしてアンサンブ、ルを定義し，それを動的モンテカルロ法で

サンプルするわけである.

この考えのテストとして，同じ写像 z= z2 + 0について，パラメータ Cの空間の探索，すな
わち「マンデ、ルブ、ロ集合の縁のサンプリングjを試みた.前節とパラレルに，パラメータ O(複

素数)の「エネルギーJ(珍しさの度合)を考える.ここでは初期値Zはx=Oに固定して考え，

「パラメータ Cのとき，初期値x=cからスター卜して n回目にはじめて Izl> 2となる」と
する.前と同様に， (1) E(O) = -n， (2) E(O) = -lognなどの選び方が考えられる.図 2に

E(O) = -lognの場合の結果の例をしめす.力学系のシミュレーション(内側のループ)の打ち切

り回数はN= 800，規定の回数Nたっても抜けないときは， E(x) = 0としている.変数の取りう

る値の範囲は101:::;4.5に制限している.メトロポリス法を用い，最高温度の系では毎回101三4.5

の円内の一様分布から候補を選び，それより低温では，現在のサンプルを中心とする小さな円の中

の一様分布から候補を選んでいる.レプリカ交換法ではs= 0.2，0.5，1.0，2.0，3.0，4.0，5.0，6.0，10.0 
とした.この例では最初の 5000MCSを捨て，その間， 1000MCSごとに，候補の受理の割合を規

準にして，候補を選ぶ円の大きさを4回調整している.結果の例を図 2に示した.実際には「ジュ

リア集合」より，こちらを先に研究したので，いくらか詳しい結果が得られている.

・レプリカ交換法を使うとうまくいくが，使わないとだめだった.ただし これはメトロポリ

ス法で候補を選ぶ分布に裾の長い分布を使うと違うかもしれない(川崎光宏氏の本研究会で

の講演でも裾の長い分布で候補を提示していた) 3 

-1.のエネルギーだと r2相共存Jのようになる.すなわち， βの値が大きくなって，サンプ

3候補を選ぶ円の半径6の設定法が恋意的なので，それにもよるかもしれない.図 2では，測定時の 6は，高温から

(交換あり)0.4，0.4，0.4，0.035，0.025，0.025，0.025，0.025，0.025， (なし)0.4，0.4，0.1，0.4，0.07，0.05，0.141，0.025，0.035. 
対応する受理率(%)は(交換あり)98，98，76，5.5， 1.8，0.8，0.9，0.2，0.0， (なし)98，97，50，67，0.5，1.2，0.3，0.5，0.3. 
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図 1:ジュリア集合. 一番上は，ウェブ‘上のソフト [10]で書いた絵.下の4つは，左上，右上，

左下，右下の)1慎にβ=1.0，2.0，5.0， 10.0.いずれも，測定は100000MCSで100MCSごとに Zの位

置を複素平面上にプロットした.
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図 2:マンデルブロ集合の縁.一番上は，ウェブ‘上のソフト [10]で書いた絵.下の4つは，左上，

右上がそれぞれs= 1.0，3.0に対応.左下，右下はそれぞれ直上と同じ3で，レプリカ交換を行わ
ない場合.いずれも，測定は 100000MC8で， 100MC8ごとに Zの位置を複素平面上にプロット

しである.
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ルの多くがマンデルブロ集合の「縁jに集まるようになっても，それから遠く離れたサンプ

ルが全体に散在する.この場合に，動的モンテカルロ法の仮想、時間についてのダイナミクス

は間歓性を示す.2.のエネルギーで，同様な振る舞いが見られるかどうかは微妙だが，少な

くとも lほどは顕著でない.

5 問題点と展望

本稿の範囲では，あくまで「練習Jということで，系統的に探索を行った場合との効率の比較等

は行っていない.複素力学系を扱ったのは単なる思い付きであるが，対応する実 1次元の場合よ

り滑らかなポテンシャルが得られているのではなし、かという気もする(確認したわけではない). 

力学系に関するほかの問題でも変数の値を複素変数に拡張する方法は有効かもしれない.

「初期値のアンサンプ、ノレJ(fパス断片のアンサンプルJ)の物理的・数理的意味については，川

崎光宏氏も講演で触れられように，はっきりしない点がある.たとえば，エネルギーを有限時間

のリヤプノフ数(力学系が訪れる点での導関数の絶対値の積)の対数で定義した場合に意味がわ

かりやすいのは「初期値を不変分布で重み付けした経路の集合Jで，これは本稿のタイプの方法

をそのまま適用した場合に，自然に求まるものとは違うように思われる.

逐次モンテカルロ法 [12，13]の利用も興味ある話題であるが，筆者はまだ良い結果を得ていな

い.有限時間のリヤプノフ数の対数をエネルギーとして重み付けした経路のサンプリングに適用

したことがあるが， リヤプノフ数の小さいところでは，雑音を加えても粒子同士が離れていかな

い.雑音の加え方によってはうまくいくこともあるかもしれない.
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