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長期記憶を持ち非常に希の起こる現象の解析
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1 はじめに

近年、人聞社会の複雑化に伴い、様々なリスクが絡み合って我々の生活を脅かしている。ハリ

ケーンや大雪などの異常気象や地震、原油価格の高騰、ひいては株式市場や外国為替市場の暴落

暴騰に至るまで、まれに起こる現象が複雑化したネットワークを通して非常に深刻な結果をもた

らす傾向がますます顕著になりつつある。これらの「災害Jに対処する科学の発達が望まれてい

る。このような異常な現象の解析において、最近、極値理論が著しく発達した。しかし、この理

論では、個々の事象が独立して生起することが大前提であり、それが大きく理論の適用範囲を制

限している。多くの自然現象や社会経済現象は長期記憶を持つと考えられるが、それら記憶を持

つ時系列の異常値の解析は、未踏の分野である。

定常でランダムな時系列において、一定幅以上の変動の生起はポアッソン過程に従い、生起間隔

Tの確率密度関数は平均生起間隔ヂの指数分布を持つ。したがって、この密度関数はヂによりス

ケールされる。つまり、大きな幅の変動の頻度は小さく Tの統計的性質は悪いが、その確率密度

関数を、統計的性質の良い小さな変動の確率密度関数から推測することができる。

一方定常で長期記憶を持つ時系列においては、もはや生起間隔 7の確率密度関数が指数分布をも

つことは期待できない。しかし最近様々な長期記憶時系列についても、同様のスケーリングが存

在し、その確率密度関数が引き延ばされた指数関数になることが実証的に示された。 [1][2][3][4][5]

ここでも、希に起こる異常値の統計的性質を、頻度の大きい現象からスケーリングにより推測す

ることができる。

筆者の一人とボストン大学のグループは、為替交換比率やニューヨーク株式市場の日次データや

1分ごとのデータを用い、このスケーリングが成り立つことを確かめた。また、 lつ前の生起間隔

の条件付確率や、条件付平均生起間隔は、強く 1つ前の生起間隔に依存をし、生起間隔もクラス

タリングを起こしていることを示した。 {6][7][8]

ここではこれらの論文の紹介をするとともに、この生起間隔の確率分布関数の関数形は長期記憶の

指数α(ハースト指数またはDFAの指数)と引き延ばされた指数関数の指数γとの聞にα=1-i/2 
の関係があることを様々なモデルやデータを使って示す。
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2 生起間隔ァの確率密度関数のスケーリングと 7自身の記憶

まず、それぞれの株式価格の上昇率を求める。

G(t)三 log(主)
.rt-l 

2図1にその絶対値を標準偏差で規格化したg(t)が闇値 qを超えた間隔rqを図で説明する。

この生起間隔rqの確率密度関数Pq(7)を図2(a)，(b)に、それを平均生起間隔子(ここではqに関

する添字を省略する。)でスケールしたものを図2(c)，(d)に示す。異なる qについて、異なってい

た確率密度関数が平均生起間隔ヂでスケールすると l本に重なることがわかる。

図3に、ある qについてlつ前の間隔 70(ここではqに関する添字を省略する。)を条件とした、

条件付平均生起間隔f(ro)を、 70に対して描いた(中塗りのマーク)。千と TOに正の相関があるこ

とがわかる。また、 g(t)をシャツフルした時系列について同様にして条件付平均生起間隔千(70)を

求めると(中抜きのマーク)、期待されるようにテと可に相関はない。

3 生起間隔Tの確率密度関数九(7)の関数形とスケール指数

九(7)は以下のような引き延ばされた指数関数

九(ァ)"'eーが

でよく表される。ここで、 γ'"0.3 '" 0.4。次に株式価格 t昇率の絶対値の時系列から DFA指数

を求めるとおよそα，.....， 0.8 '" 0.9。これらの指数は、 α=1-'"'(/2の関係を示唆している。

次に、長期記憶を持つ典型的モデルより生成したデータと心臓の鼓動の間隔について、闇値q以

上の上下動の生起間隔 T の確率密度関数司令)を求めた。デでスケールをし、引き延ばされた指

数関数e-aT"(にフィットさせた。指数γとDFA指数αは概ねα二 1-γ/2の関係を満たしている

ことが解る。(図4)

γ α 

stock price 0.3 rv 0.4 0.8 rv 0.9 

gaussi an cascade 0.16 0.90 

multinomial cascade 0.028 0.96 

figarch 0.31 0.85 

rriultifrac七alrandomwalk 0.52 0.70 

heart beats 0.24 0.86 

4 バリュー・アット・リスクへの応用

ファイナンスの分野で、リスクの指標として広く使われているバリュー・アット・ l)スクは、あ

る時間スケールムに対する価格上昇率rの確率密度関数をpム(r)とすると、与えられた損失確率
21分ごとのデータについては、日中のアノマリテ不を消去するため、インデックスとして取引日 tと取引時間 sを

持つ株価を全取引Bi=l，Nで平均したイントラディのパターン A(s)で規格化をした。

民
UFO
 



研究会報告

IQ.也 ・， ''''''1 ・・・ ""'1 """"1 '1 仰噌

~ I "&~哩璽恥国 4 
10"卜(a)IBM \ヘ、民喜寺怯~寸 4 

1Q(J 101 T w~ 10' 

1.... 一司圃恒 l 

ド . .司圃凪 哩

z町「 てヨ凪寸
1. (c)IBM “可竃~.1

1ポh，1 '" "，，，1 ""  "，，1 '" ""，1、浩司 111''' 

IU ]0.1 "[/1: 10'1 10 

USD.lJPY 

3 

) ~. 

2 

1!lIltlr I l1:園姐kLJ耐 J
ニロ00 2001 2uO:! 

Dda 

'"0 

司

1" 

10' 

図 1:闘値 ql= 3とq2ニ 4
を越えた事象の生起間隔の図

式的説明。それぞれのqに対

する生起間隔を矢印で示す。

図 2: 生起間隔ァの確率密度関数九(T)0 (a)典型的な
株価1IBMの日足と (b)典型的な為替交換比率，日次の

USDjJPYの12個の闇値 qについて図示した。 図 (c)と

(d)は、子でスケールし、 テPqをr/子について図示した。
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図3:子でスケールされた条件付平均値

+(TO)o (a) S&P 500の日足1(b)IBMの
株価の日足1(c)日次の USDjJPY為替

交換比率と (d)日次の USDjSWK為

替交換比率(中塗りのマーク)。規格化

し絶対値をとった時系列g(t)をシャツフ

ルした後、同様にして求めた条件付平

均生起間隔チ(TO)(中抜きのマーク)
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図4:長期記憶を持つ典型的モデルより生成した

データと心臓の鼓動の間隔について、闘値q以上

の上下動の生起間隔 7の確率密度関数九(T)。テ

でスケールをし、引き延ばされた指数関数ε-Q刊

にフィットさせた。指数γとDFA指数αは概ね

α=  1 -1/2の関係を満たしていることが解る。
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fでおきる下落 qで定義される。

f九 (r)dT=戸 、hI'
F

叩
F
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ムを価格時系列の 1ステップとし、 Tをqσ以上の上下動の生起間隔ではなしに、 -qσ以下の下落

の生起間隔とするとこの確率fは生起間隔 7の平均干の逆数となる。

また条件付平均間隔チ(70)についても、以下のようにその逆数が条件付確率の積分となる。

L f-qPA(T)dTi=fqpW|アu)dr. (2) 
J-∞.千(TO) J-∞ 

したがって、子(70)をスケーリングによって推測することによりダイナミックなリスクの予測が可

能になる。 [7]
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