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1 序(概要)

自然界の様々な分野においてベキ分布や対数正規分布といったゆらぎの大きい分布が幅広く存

在することが知られている [1]。経済現象においても富の分布がベキ分布になることが報告されて

いる [2]0このベキ分布を理論的に説明するモデノレのーっとして乗法的相互作用をする多自由度確

率過程 [3]がある。この確率過程はN粒子系において次のように定義される。まず粒子は正の値

町(>0) (i = 1，"・"，N)を持っとする。ーステップ毎に N粒子の中から二粒子をランダムに選択

して相互作用させ、それらの値丸町 (i=1= j)をそれぞれz;==α町 +βzj34=β町 +αzjに変換す

る(但し、 α，s(> 0)は相互作用パラメータ)。このような操作を十分繰り返すと、粒子の持つ値

の確率分布関数の裾野にベキ分布曽(と)"-' 1/cl+Sが現れることが分かつている。またこの分布の

ベキ指数 Sは解析的に導出することができる。このモデルのベキ指数は臨界現象で見られるそれ

のような普遍性を持たず、相互作用パラメータ α，βに依存する連続関数になっている。またベキ

指数が α，βの両方に依存することから、このモデ、/レは一自由度のランダム乗算過程に還元できな

い、多自由度特有の性質を持つ。上の確率過程はランダムに二粒子を選択していたが、一般に粒

子の持つ値に依存した選択も考えることができる。例えば、経済系において相互作用する人達の

間にある種の階層性があることが期待され、富者と貧者よりも、富者と富者の富の交換の方が起

こりやすい状況があるだろう。またある状況では富者は全く相手にされず、貧者同士で相互作用

することにより富を蓄えていくこともあるだろう。従って、我々は粒子選択の頻度に重みを付けた

重み付き乗法的相互作用をする多自由度確率過程 [4]を考えることにした。ここで、重みは具体的

にK(x，y)αzωU加の場合を解析した(但し、凹は重みパラメータ)。重みがより一般的な形をし

ている場合でも次節で紹介する方法を用いて同様に解析することができる。我々はこのモデルを

調べ、山く Oのときに確率分布関数世(と)の裾野に対数正規分布が現れることを解析的に示した。

また叩 >0のときには二人勝ち分布になることをシミュレーションで確認した。以上より、この

モデルにおいてベキ分布の裾野は町 =0の境界でのみ現れることが明らかになり、複雑系でしば
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しぱ現れるカオスの縁の構造を持つことが分かつた。富のベキ分布の自己組織化臨界現象的な説

明の一例を提案する。

2 重み付き乗法的相互作用をする多自由度確率過程

粒子の値の確率分布関数f(z，t)の時開発展は次のマスター方程式によって記述されるo

θf(z， t) foo， {OO 
-r=l  dzvuf(り )f(y， t) K(川)

小o(z-附 sy))+ o(zー (βx+αy))-o(z -x) -o(z -y) ] _ (1) 

ここでK(川 )== XW 
yW  l(mw)2で、加は重みパラメー夕、向。)= Jo

oo xW f(x， t)dxである。以降

では、 α>1またはβ>1の系内の粒子の値の総和が増大して、系全体が成長するパラメータ領

域のときを考える。まず切く Oの場合を考える。系が成長する為、以下のようなスケ一日ングを

行う。

~ = z exp(一γt)， 並(と)= f(z， t) exp(，t). (2) 

但し、 7三 (α+β-1)μl+wlμ1μ切は系の成長率を表す。スケールした確率分布関数世(c)の定常

解を調べる。式 (1)に式 (2)を代入して計算した結果を整理すると、次式のようなモーメント不等

式を得る。

」4寸 「引~( ~ ) (ak仰印伊sP-k一k+哨9計向skaPい川αaP-戸門門p-k内一4吋-k)，竹切)，い内山叫一寸-k+糾川+

(p，μ内叫切叫j-tb白=コ¥いk) μ向ω 

< 1τ 与lいp) (附.p-k一寸k+s向kaP一k)J-t叫μ
一 L山μ陶叫ω叫j-tk乙=コ~ ¥ υk) 

この式からp→∞で漸近的に成り立つモーメント式は自己無撞着に次のように決定される。

μ:p = exp(α，p2) ， α=亙竺
21切 1. (4) 

この結果は数値計算やシミュレーション結果とも一致した。この漸近モーメント式 (4)をメラン変

換することにより、確率分布関数世(c)は次のように決定される。

rl+i∞ 1 ... ( (ln~)2\ 
町 n-.  I J.ls_l~-sds :::一一一expI -\-:~I I んz∞:::J4a1r~ exp ¥ -4αj  

(ご:>>1). (5) 

従って、山く Oのとき確率分布関数の裾野は分散αの対数正規分布になることが分かつた。また、

現実的な系においては一般に相互作用が弱く、系の成長率が小さい(0く β<< ，~ 1)事が多い。

このとき、対数正規分布の分散と系の成長率の聞に比例関係が成立する。

1μ1μW. 
一一一一-i'oc i'・-21叫 |μ1+ω 一

-543ー

(6) 
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図 1:富の分布聞の関係と相互作用頻度の負のフィードバック機構。

これは分散と成長率が独立なー自由度のランダム乗算過程から得られる対数正規分布の結果と本

質的に異なる。従って、この対数正規分布は多自由度系特有のものであると言える。また W>O

の場合においてモンテカルロ・シミュレーションを行い確率分布関数世(と)を調べた。その結果、

十分時聞が経っと確率分布関数の裾野から二粒子が飛び出して超成長を始めるこ人勝ち分布にな

ることが分かつた。また、ある時間 tcにおいて一次モーメントの値が発散することから、確率分

布関数のスケーリングが破れていることを示唆する結果を得た。

3 結論と考察

重み付き乗法的相互作用をする多自由度確率過程において粒子の持つ値の確率分布関数の裾野

にωく Oでは対数正規分布が、凹 >0では二人勝ち分布が現れることが分かつた。以上より、確

率分布関数の裾野にベキ分布が現れるのは ω=0の臨界点においてのみであることが分かつた。

このことはこのモデルが自己組織化臨界現象問やスケールフリー・ネットワーク [6]と同様のカ

オスの縁 [7]の構造を持っていることを示している。従って、富のベキ分布も自己組織化臨界現象

的な説明ができるのではないかと考えられる。だとしたら、経済系はどのようにして臨界点に自

己組織化しているのだろうか?経済における富のやり取りの有名な性質として「マタイ効果Jが

aある。これは「富める者はますます富み、貧しい者は富める者から奪われますます貧しくなるj

という構造が経済系に内在していることを言っている。従って、図 1にあるように富の分布はマタ

イ効果によりさらにゆらぎの大きい分布へと変化していくはずである。しかし、あまりにゆらぎ

が大きい(貧富の差が拡大する)とその状況を大多数の貧者が嫌って「逆風効果Jを起こす(アメ

リカが世界に幅を効かせるようになると、それに反抗するテロ集団が現れることや、マイクロソ

フトが Windowsを世界標準的な商用 08にするとそれに対抗して Linuxのような OpenSourceが
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現れてくることといった例のように、系に一λ勝ち的な要素が現れると必ずそれに対抗する勢力

が自己組織的に現れてきて揺り戻しをはかろうとすることをここでは逆風効果と呼ぶ)。従って、

富の分布は図 1のようにマタイ効果と逆風効果の二つの負のフィードパック機構によって自己組

織的に臨界状態をとっているのではないかと考えることができる。また実際の富の分布のベキ指

数は多くの場合 8=1になっていることが指摘されている [2)0 しかし、乗法的相互作用をする多

自由度確率過程のベキ指数は相互作用パラメータの詳細に依存してしまうために普遍性を持たな

い。しかし、重み付きモデ〉レにおいて重みを凹 =0近傍にゆるい負のフィードパックをかけてコ

ントローノレすることで普遍的に 8=1のベキ分布が現れることが分かつた(谷本のproceedingsを

参照)。この結果は 8=1のベキ分布の普遍性の理解に大きな影響を与えるものだと思われる。ま

たこの結果は今のところ数値的な範囲のものだが、今後はなぜ s= 1のベキ分布が安定に存在す

るのかについて解析的に理由付けをすることを目指したいと考えている。
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