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1 序論

1924年に Boseは光が粒子性老持ち、互いに区別できない同種粒子であるという仮定から

Planckの輔射公式を導いた [1]0Boseの論文に刺激された Einsteinは 1925年に Bose-Einstein凝

縮 (BEC)という現象老予言した [2]0Einsteinが予言した BECとは質量を持つBose粒子からな

る理想、気体の系がある温度(相転移温度)以下になると、巨視的な数の粒子が最低エネlL'二千、一状

態を占めるというものである。液体ヘリウムの超流動、半導体中のエキシトン等の凝縮現象は本

質的に BEC が関与する現象である。しかし理想気体の BEC では T~O で 100%の粒子が凝縮す

るのに対して、液体ヘリウムでは 10%程度である。またこれらの現象は原子問の相互作用が強く

理論計算と実験結果老比較することは困難である。

Einsteinの予言から 70年老経て 1995年に中性原子気体の系で BECが実現された [3，4]0中性

原子気体の BECは次のようなプロセスを経て生成される。 Doppler効果老利用したレーザー冷却

により原子気体を冷却し、冷却された原子気体老磁気トラップにより空間的に閉じ込める。トラッ

プされた原子気体を蒸発冷却しμKのオーダーまで温度を下げる事により BECが実現される温度

円。
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に至る。冷却された原子集団に対して timeof flight法により運動量分布を観測する。観測された

原子集団の運動量分布を観ると運動量がゼロのまわりに鋭いピークが立ち、その事を以って BEC

が生成されたことの確認となる [5]0この中性原子気体の BECが超流動ヘリウム等と異なる点は、

原子気体が希薄であり、原子聞に働く相互作用が弱いという特徴を兼ね備えていることである。こ

れらの特徴により摂動による理論計算と実験結果との比較が可能になる。また中性原子気体の系

は様々なパラメーターの可変性を持つ。原子気体老捕捉するトラップの形状は様々な形状を取るこ

とができ、二重井戸型ポテンシャルや、 1次元、 2次元系のポテンシャルに閉じ込められた BEC

が実現されている。また左右からレーザーを照射し定在波を作ることにより、光学格子という周

期的なポテンシャルを作ることができる。さらに Feshbach共鳴を利用することにより原子聞に働

く相互作用でさえ斥力から引力まで変化させることが可能になるのである例。以上の理由から中

性原子気体の系は量子多体系の理論の検証の場として大きな意味を持つ。また量子渦問、ソリト

ン[8トスピン自由度をもった BEC[9]、Fermi原子の超流動[1司などの実験は興味深く、中性原子

気体の系は我々に様々な現象を提供してくれる。

量子多体系を記述する理論として、素粒子理論の発展とともに発展した場の量子論がある。場

の量子論は本質的に多体系の量子論であり、素粒子物理学、原子核物理学、宇宙論、量子光学、物

性物理と幅広い領域に用いられる基礎理論である。場の量子論の立場から凝縮系の物理を記述す

るとき、自発的対称性の破れという機構が本質的な役割を果たす。自発的対称性の破れとは系を記

述するハミルトニアンが持つ連続変換対称性が自発的に破れ、真空が連続変換に対して不変でな

くなるというものである。このとき場の真空期待値がゼロでない有限の期待値を持ち、それが系

の秩序変数としての役割を果たす。自発的に対称性が破れた系では系のラグラジアンが元々持つ

連続変換不変性を保つためにエネルギーがゼロとなるモードの存在カミ要求される(南音s-Goldstone

の定理)[11]0この南音s-Goldstoneの定理は、素粒子物理から物性物理まで多くの分野で重要な役

割を持つ。中性原子気体の BECは場の量子論の立場から次のように特徴付けられる。まず自発的

対称性の破れの機構から BECは位相変換対称性が自発的に破れた系と理解される。トラップされ

た中性原子気体の BECは位相変換対称性が自発的に破れ、またトラップにより空間並対称性が明

らかに破れ、有限領域に閉じ込められた系であると特徴付けられる。本研究では量子多体系の基

礎理論である場の理論を用いて中性原子気体の BECの検証を行う。

本研究で対象にする具体的な系として、光学格子に閉じ込められた中性原子気体の BECを扱

う。光学格子に閉じ込められた中性原子気体の BECでは超流動ー絶縁体転移[12]、Bloch振動 [13]

等の新しい現象が報告されている。この系が重要である一つの理由は、国体物理等で培われてき

た理論的手法の応用が可能であることである。また、逆に光学格子に閉じ込められた Fermi粒子

の系は、格子欠陥のない理想的な結晶中における電子の計に相当し、前者を調べることが後者の

理論の検証という意味でも大きな意味を持つ。本研究では光学格子中の中性原子気体のBECを対

象とし、基礎理論である場の量子論に基づいた解析を行う。

本論文の構成は以下の通りである。

第 2章においてトラップされた中性原子気体の作用を与え、ハミルトニアンを導出する。次に
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自発的対称性の破れの機構を導入し、量子場の真空期待値として凝縮体を表す秩序変数を導入す

る。次にループ展開におけるツリーレベルで秩序変数が従う Gross-Pitaevskii(GP)方程式 [14]を

導出する。

第3章では光学格子中に閉じ込められた中性原子気体の BECにおける準粒子のエネルギースペ

クトルを求めるためにハミルトニアンの対角化を行う。多くの理論では最低エネルギーモードの

生成消滅演算子をc-数に置き換える Bogoliubov近似が用いられるが、それでは場の量子論の基本

要請である正準交換関係が明白に破れてしまう。また Bogoliubov近似はゼロモードを考慮に入れ

ない形式になっているが、ゼロモードは自発的対称性の破れにおいて不可欠であり、理論の自己

無撞着性老満足するためには必要である。並進対称性がない場合にハミルトニアンを対角化する

方法として、一般化された Bogoliubov変換 [15]とBogoliubov-deGennes (BdG) [16]の方法が知

られている。一般化された Bogoliubov変換を拡張しゼ、ロモードを考慮に入れ、正準交換関係を満

足する扱いは奥村と山中 [17]~こより行われた。本研究では [1可の方法に習い、凝縮体が実数(凝

縮体に流れが存在しないことに対応する)で記述される場合において、一般化された Bogoliubov

変換を用いて光学格子中に閉じ込められた中性原子BECのハミルトニアンに対して対角化を行っ

た。ゼロモードを考慮に入れた BdGの方法は LewensteinとYou[18]、松本と坂本 [19]~こより行わ

れた。 BdGの方法は BdG方程式の固有関数の直交性、完全性老用いてハミルトニアンの対角化

を行うものである。 BdG方程式の固有値が実数の場合にはハミルトニアンは対角化され、その固

有値は準粒子のエネルギースペクトルを与える。ただし凝縮体に流れがある場合に BdG方程式を

解くと固有値に複素数が現れるパラメーター領域があることが知られている [20]0そのような状況

下での量子場の理論は未だ定式化されていなし、。ここでは BdGの方法を用いて凝縮体に流れがあ

り、 BdG方程式の固有値が実数の場合においてハミルトニアンの対角化老行った。次に BdG方

程式の固有値が複素数になる条件を述べた。

第 4章では強結合近似を用いて解析的に問題を扱う。光学格子に閉じ込められた中性原子が光

学格子の各サイトに局在している状況老解析するのに Bose-Hubbardモデルが用いられる [21]0

Bose-H ubbardモデル者用いて BEC相を扱うためには秩序変数を導入する必要がある。多くの研

究では Bose-Hubbardモデルに平均場近似を用いて秩序変数老導入している [22]0平均場近似を用

いることにより、 GP方程式を強結合近似したものに相当する DiscreteNonliner Schrodinger方

程式 (DNLSE)が得られる [23]0DNLSEが従う微小なc-数場の微小な変位が満たす方程式として

強結合近似のもとでの BdG方程式が得られる。強結合近似BdG方程式を解き固有値を求め、そ

の固有値を準粒子のエネルギースペクトルとして解釈するという方法が用いられる。しかし、これ

らの方法はひ数場のみを扱う方法となっている。秩序変数を導入し、演算子 (q-数)を用いた扱い

はOosten等の仕事がある [24]が、 Bogoliubov近似を用いているためにゼロモードは無視されて

いる。本研究ではゼロモードを含めた扱いを行い、強結合近似のもとで準粒子のエネルギースペ

クトルを求めた。その際元々のハミルトニアンが持つ大域的位相変換不変性老保つ近似になって

いることを確かめるため、 Ward-高橋'恒等式の成立を議論した。次に凝縮体に流れがある場合に議

論を拡張した。凝縮体に流れがある場合に強結合近似 BdG方程式を解くとその固有値に複素数が

Fhυ 
0
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現れる。複素固有値はしばしば複素エネルギーと解釈されるが、準粒子のエネルギースペクトル

はハミルトニアンを対角化したときエネルギーとしての解釈が与えられる。多くの理論では c-数

場のみを扱う理論のため複素固有値にエネルギーとしての解釈が与えられるか否かは定かではな

い。本研究では凝縮体に流れがあり、複素固有値が現れる領域を含めた場合のハミルトニアンの

「対角化jを強結合近似の下で行った。この「対角化jの意味は通常のボゾン型の生成消滅演算子

を用いたものとは異なる。また強結合近似の下で得られた量子場の展開と第3章で BdGの方法を

用いて求めた量子場の展開を比較し、 BdG方程式の固有関数が持つ直交条件との対応を論じた。

第5章では本論文を総括し、今後の展望老述べた。

付録Aでは、 Hatree句 Fock-Bogoliubov-Popov近似の下で相互作用を取り入れ、強結合近似を行

いハミルトニアンの対角化を行った。

2 場の量子論と中性原子気体のBose-Einstein凝縮

この章ではまず中性原子気体の作用を与え、場のハミルトニアンを導く。次に中性原子気体のハ

ミルトニアンカ、ら BEC相を記述するために“自発的対称性の破れ"の機構を導入する。自発的対

称性の破れの機構により量子場の真空期待値として凝縮体を記述する秩序変数が与えられる。次

にこの秩序変数が従う方程式 (Gross-Pitaevskii方程式)を導出する。

2.1 作用、ハミルトニアン

中性原子気体老記述する作用とラグラジアン密度は、 'l1(x)を中性原子の場として、次のように

仮定される。

(1) 

ι = が(x)(r-K-V+μ)世(x)-~wt(x)世代x)曾(x)世(x)
2 

(2) 

ここで

x == (a， t) (3) 
θ 

T 三 inθt (4) 

n
2 

'02 (5) K 三一一~V
2m 

V 三九x(a) :外部ポテンシャル (6) 

であり、 m は原子の質量、 μは化学ポテンシャルである。原子密度が希薄であることから 2体の

相互作用のみを考えている。中性原子の系は極低温であり低エネルギー領域を扱うことになるた

め、相互作用の形は散乱理論の一般論により 2体の接触型相互作用に近似できる。ここで相互作
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用定数は g=中となり、 S波散乱長 αで特徴づけられる [25]0この作用は大域的位相変換

をい) → ei句(x)

¥tt(x) → e-i句t(x) (7) 

に対して不変になっていることが解る。ただし、 υま実定数である。この位相変換に対応する次の

ような微小変換を考える。

¥t' (x)一世(x) = と6世(x)

6世(x) = i量(x)

(8) 

(9) 

この微小変換に対してラグラジアン密度の変化はゼ、ロである。

d.c = .c[w' (x)]一.c[世(x)]= 0 、』
F

nu 

噌

iJa--

この対称性から Notherの定理が成り立ち、それは次のような連続の式を意味する。

o =δμNμ(x) 
θζ 

=岬(x)
δ今世(x)

(11) 

(12) 

ここでが=(ュベ:.r1，X2，X3)= (t，x，y，Z)であり、 Nμ ニ (NO(x)，N(x))は変換に付随する Nother

流である。その具体形は

NO(x) 

N(.T・)

世代x)骨(x)

去([v¥tt(x)]め)-¥tt(X)[V世(x)]) 

(13) 

(14) 

連続の式の両辺老空間に関して積分し無限遠方での表面項をないものとすると以下の式を得る。

一
一
一

N

N

 

d
一-d

/川O(x)

(15) 

(16) 

ここで式 (15)より、 N= Jd3x¥tt(x)世(x)は保存量であることが解る。 Nは粒子数と解釈され、

式(15)は粒子数保存を表す。ただし N= J d3 x ¥tt (x)世(x)は場並(x)でかかれており、生成消滅

演算子で表される準粒子の個数保存を表しているわけではない。ここでいう粒子数保存は N批her

「電荷JNであること老注意しておく。ここでラグラジアンから定義される世(x)の正準共役な量は

。ι ふ

lJI(x) =一一一一 =in¥tT(x) 
θ80曽(x)

(17) 

である。
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¥{I(x)の正準共役な量π宙(x)老用いてハミルトニアンが定義できる。

H ，fd3凸向Z 帥

冗 = 宙f町(いωZ刈)(K+V一 μ)世(いx)+芝官νt(いx)骨¥{It代(x刈)曾(いx)曾町(いωZ刈) 
2 

世(x)とその正準共役な量π並(x)に対して次のような量子化条件を課す。

[を(a，t)，勾 (a'，t)] = ilid(a -a') 

量子化されたハミルトニアンは場の演算子世(x)を用いて次のようになる。

ρiI=J ♂凸叫x[伊伊岳が↑町ヤ切(い例Z刈柿)

正準交換関係は

(18) 

(19) 

(20) 

[を(忽，t)，をt(x'，t)] = d(a -a') (22) 

となる。このハミルトニアンから、 Heisenbergの運動方程式

ili立金(x) = 金(x)，H] 
θt 

= (K+V-μ+戸(仰い))を(x) (23) 

を得る。この方程式を解くことができればこの系の振る舞いを記述できることになる。しかしこの

方程式は非線形であり解くことは困難である。そのためハミルトニアンを非摂動部分と摂動部分

に分け、相互作用描像に移る。このときハミルトニアンの非摂動部分の取り方が重要であり、非摂

動部分で取られた粒子描像を準粒子と呼ぶ。相互作用の取り入れかたとしては、摂動展開、ルー

プ展開、または平均場近似などがあるが、その際元のハミルトニアンが持つ対称性老保持するよ

うな近似老行っていくことが重要である。

2.2 自発的対称性の破れと Bose-Einstein凝縮

量子相転移老記述するためのメカニズムとして場の量子論では“自発的対称性の破れの機構"が

知られている。“自発的対称性の破れの機構"に関しては文献 [26，27]に詳しく説明されている。

自発的対称性の破れの一般的な定義は次のようなものである。系を記述するハミルトニアン(作

用)がある連続変換のもとで不変であった場合、そのような変換を引き起こす母関数。は時聞に

依存しない。このとき真空 10)の方は母関数。を用いて eieGjli.lO)と変換を受ける。ハミルトニア

ンは変換に対して不変であるが、真空は変換に対して不変である場合 (eic:Gjlil12)= 112))と不変で

ない場合がある (eieGjliln)-:/: 10))。真空が変換に対して不変でない場合を自発的に対称性が破れ

た状態であるという。特に BECで問題となる対称性の破れとは大域的位相変闘す称性の破れであ

る。通常の原子気体の系は場の定数位相の変換に関して対称であり、物理的結果は定数位相の取

り方によらない。 BEC相では位相に関する対称性が自発的に破れており、位相が確定した状況が
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実現される。位相が確定した状況が中性原子BECの系で実現していることは凝縮体の干渉の実験

などで確認されている [28，29， 30]。この小節では大域的位相変換対称性の破れについて述べ、中

性原子の BEC老定式化する。

2.2.1 大織的位相変換対称性の自発的破れ

次のような Notherの「電荷Jに対応する演算子を考える。この小節の演算子は Heisenberg描

像の演算子である。

N(t) 

No(x) 

!d3
xぬい)

が(x)岳(x)

(24) 

(25) 

ハミルトニアンと N(t)は

[N(t)，H] =。 (26) 

であり、 N は時聞に依存しない大域的演算子である。また下記のように位相変換の生成子になっ

ている。

eiθNを(x)e-iθN = eiθを(x) (27) 

式(26)はハミルトニアンが位相変換に対して不変であることがわかる。今、選ばれた真空を In)

と表すことにする。このとき真空 10)が位相変換dθN に対し不変でないような場合、つまり

ぷθNln)=t 10) 

となる場合、言い換えると Nが真空老消去しない場合

(28) 

Nln) =t 0 

自発的対称性の破れが起こったと言う [2可。 Nが真空を消去するなら

(01岳(x)ln)= (nl[を(x)，l令]In)= 0 

(29) 

(30) 

であり、場金(x)は真空期待値を持たない。逆に l令が真空を消去しない時、量子場岳(x)は真空期

待値を持つことができる。

(01並(x，t)ln) = v(x) (31) 

ここでは量子場金(x)の真空期待値り(x)は時聞に依存しないとした。この真空期待値が凝縮体老

表す秩序変数となる。 BECにおける秩序変数は巨視的波動関数などとも呼ばれ、その絶対値2乗

Q
U
 

0
0
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は実際に観測にかかる量である。秩序変数υ(a)は凝縮した原子の密度分布pc(a)、凝縮原子数Nc

と次のような関係にあると解釈する。

丸 = J d
3
x pc(a) = J d

3
x I州

(32) 

(33) 

この秩序変数が従う方程式は GP方程式と呼ばれる [14]0GP方程式の導出はあとで示すが、その

結果は実験をよく再現することが知られており、上述の解釈が正しいことが解る。量子場金(x)を

改めて次のように書くo

'I1(x) = v(a) +ゆ(x)

ぷ(x)は次の関係を満たすものとする。

(01ゆ(x)IO) = 0 

[O(a， t)，が(a'，t)] = o(♂-a') 

2.2.2 0ιDiangonal Long-Range Orderと自発的対称性の破れ

(34) 

(35) 

(36) 

ここでBEC老論じる時によく用いられる Off-DiangonalLong-Range Order(ODLRO)の概念

と“自発的対称性の破れの機構"の関係について触れておく。

ODLROはPenroseとOnsager[31]そしてYang[32]によって導入された概念であり、系の非対

角な長距離秩序の存在がある状態を巨視的な粒子数が占有することの判定基準になるというもの

である。 Bωe粒子系のODLROを論じる場合には次のような1粒子密度行列を考え、適当な完全

系で対角化する。

Pl(a， y; t) =世t(a，t)を(y，t)) 

Lnix;(a，伽 (37) 

ここで(・・・)は統計平均を取ることを意味している。治(a，t)は1粒子密度行列を対角化するよう

な1粒子波動関数、 niはその t状態を占める粒子数と解釈される。系がODRLOを持つというこ

とは次のように定義される。

la-yl →∞  

ρ1 (a， y) →叫naxX~ax(æ ， t)Xmax(y， t) 

(38) 

(39) 

すなわち、熱力学極限を前提に、 la-yl→∞の極限においても 1粒子密度行列がゼロにならな

い状態が存在するということである。 1粒子波動関数は 1/V!(Vは系のサイズ〉のオーダーであ

るため、熱力学的極限においてnmaxは巨視的な数であることが解る。 ODLROを用いて秩序変数

はり(x)= (nmax)1/2χmax(a， t)と定義される。極限 la-yl→∞において 1粒子密度行列は秩序

変数を用いて ρl(a，y;t)→♂(a，t)υ(y， t)と書けることが解る。
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一方、自発的対称性の破れが起きた時、 1粒子密度行列は式 (34)より

(をt(a， t)岳(y，t)) =♂(a)v(y) + (が(a，t)ぷ(y，t)) (40) 

となる(ただしり(a)は時聞に依存しないとした)。式(40)の第 1項は熱力学極限のもとでla-yl→

∞の極限においても消えずに残る。つまり自発的対称性の破れが起きた時に系は ODRLO老必ず

持つことは明らかである。つまり熱力学極限においては ODRLOも“自発的対称性の破れの機構"

もBECの定義として用いることができる。

ただし、 Anderson[33]や Leggett[34]が述べているように、熱力学極限と la-yl→∞の極限

を取ることは空間的に一様な系のみで意味がある。例えば、 2重井戸型ポテンシャルに閉じ込めら

れた BECのように空間的に分離した BECを定義するには不便である [33]0熱力学極限老取らず

にBECの定義を“ 1粒子密度行列のある固有値nmaxが巨視的な値を持つ"と定義することもで

きるが、その場合に“ nmaxが巨視的である"という意味は暖昧なものになる [34]0また、系が非

対角な長距離秩序を持つと言う意味で、秩序変数を v(x)= (nmax)1/2χmax(a， t)と定義することに

疑問が残る。また凝縮体の干渉の実験等により、凝縮体は位相の揃ったコヒーレントな状態であ

ることが確認されている [28，29，30]が、 ODLROでは巨視的な数の粒子が位相が揃ったコヒーレ

ントな状態にあることは示せない。以上の理由から本論文では“自発的対称性の破れの機構"を

用いて、秩序変数そ式 (31)で定義する。

2.2.3 ハミルトニアン、対称性を微小に破る項

式 (34)をもとのハミルトニアンに代入し、量子場ゆ(x)の2次形式になっている部分を非摂動部

分Hoとし、それ以外を摂動部分 HIと分けて以下のように書く。

Ho+HI 

/叫ん)(K+V 仰い)

づ(41り(a)12Ot(x)め)十代叫ん)十代a)Ot2(x))]

41)+kj3)+44) 

/ぬい)山一川|巾)1
2
)怜)

+が(x)(K + V一μ+glv(a)12
)り(a)

十9(v(忽)が(叫ん)ふ(x)+♂(叫ん)ふ(x)め))

十;がい)がい)ふ(叫ん)]

このハミルトニアンを見ると量子場ゆ(x)に対して

H
〈
江
川

H1 

( 41) 

(42) 

(43) 

ぷ(x)→ eiO'O(x) が(x)→ e一ぽがい) (44) 

つ中0
6
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という位相変換を考えたときに不変になっていないことが解る。この様な変換を引き起こす生成

子は Nq= Jd3x4>t(x)4>(x)であり、 Nqは準粒子の個数と解釈されるものである。つまり自発的対

称性の破れが起こったとき準粒子の個数九は保存量ではないことが解る。 2.1節で述べたように

Nother r電荷J1令は準粒子の個数の保存を表してはいないのである。ここでは Notherr電荷Jの

保存を論じなければならない。それは大域的位相変換不変性老論じることである。

自発的対称性の破れが起こり、 Nが真空を消去しないとき、ギャップレスなモード(ゼロモー

ド)が現れることが知られており、それは南部Goldstoneの定理と呼ばれている [11]0このゼロ

モードは大域的位相変換不変性老保障するために出てくるモードであるが、赤外発散を引き起こ

すため扱いが難しい。そのような問題を避けるために、作用に次のような対称性老微小に破る項

ムs= Jd4x(白)[♂(a)を(x)れ (a)内)] (45) 

を加えて議論する [39]0この項は breakingtermといい対称性の破れ方を規定する役割jを持つ。ま

たεEはゼ、ロモードの赤外部の正則化項の役割を果たす。計算の最後でε→ 0の極限を取り、元々

の作用が持つ対称性を回復させる。 breakingtermを加えた作用 Sg= S+ムSから導かれるハミ

ルトニアンに岳(x)=り(a)十品(x)を代入し、ハミルトニアンを非摂動部分と摂動部分に分けると

次のようになる。

仇 = J♂め刈Zペ[ド伊附川6ρ州仰州f代勺切刷(い例州Z刈刈)(K+V一寸μ州

+ :が判(μ糾4引|いり巾刷(怜例2刈州川)川12cTρ仰州↑町勺川(いωZ刈)CT怜制(い例Z刈)+れげU♂*2引b矧(伊例z刈)品ρ桁ん州2列勺切(いωZ刈)+れ川J六2(ω 2引2(X伊ωZ刈))リ] (4必制6的) 

民 = Ilp) + Ili3) + Ili4) 

= J介μ州川めぺ叫Zイl卜υ♂川仰 州 ホ 吋w判(伊例州2叫州)川(Kれ十… 剖州仰州U吋巾刷(伊例2吋ト)

+CTρt(いx)(K + V一μ+91いv(忽)1戸2一εのり叫(忽)

+9 (v(a)が(叫ん)め)+♂(叫ん)ぷ(叫ん))

十34f山め)ふ(x (47) 

通常Nは原子数 Natomと解釈し、 (01向。)= Natomとして Nδtherr電荷Jの保存老論じる。

しかし場の量子論によるならば自発的対称性が破れたとき時聞に依存しない大域的演算子l令は異

常演算子となってしまう [26]0現に BECの系を調べると赤外発散が現れ、 Nは無限大となる。そ

のため (01向。)= Natom老保存量として適用することはできない。ここで論じるべきものは元々

のHeisenberg場で、書かれたハミルトニアンが持つ位相変換不変性である。このような議論をする

には準粒子描像の取りかたに寄らずに成り立つ恒等式が必要であり、このような恒等式の一つに

Ward-高橋'恒等式がある [35，36]。このことは 4章で論じる。
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2.3 Gross-Pitaevskii方程式

凝縮体を表す秩序変数v(x)がどのような方程式に従うかを調べる。凝縮体は GP方程式という

方程式に従うが、通常 GP方程式は平均場近似を用いて導出される。ここでは自発的対称性の破

れの機構から自己無撞着に導出する。ここでHeisenberg場ふ(x)に対し (111ふ(x)I11)= 0という要

請を吟味する。相互作用描像に移り、演算子は非摂動部企。で発展し、状態は摂動部品(t)にて発

展するとする。

θ 
iliθtAI(z)=[ゐ(x)，θ0] (48) 

θ 
iliθiIO(t)) = Hr(t)IO(t)) (49) 

立I(t) 判l)(t)+ b?)(t) + b~4\t) (50) 

ここで 10)は非摂動ハミルトニアンで取られる真空とし、 10(t))は相互作用描像での真空、 1(1)は

Heisenberg描像での真空とすると、それらは以下の関係にあるとする。

HoIO) = 0 (51) 

10(一∞)) = 10) (52) 

10(t)) U(t，一∞)10) (53) 

1(1) = U(O，-∞) 10) (54) 

内∞ l-1t~dt' H，(t'胤 (55) 

(OIO(x)IO)に対して以下の展開が得られる。

仰い)10)=布割合工dtl. . . dtn (OIT (ゐ(X)Hr(tl) 出 tn))10) 

s = U(∞，一∞) (56) 

SはS行列である。 (01ゆ(x)IO)= 0をツリーレベル (Iiに関してゼロ次)で要請する。

仰州仰州附仙山I~似附附4伐怜削(μ例Z刈)1 0) ニ ;石荷詰品布両両ヰ品市布J古品おj主品おi両而己函d而耐;バ舟却(仔的子司叫)広山山ι口U凸かd占向州川川川t九川仰州1バ巾岬(仰例0川i

ここで、判l)(t)は以下のようなものである。

可l)(t) = Jdポ叫3X斗Z十卜川仇似(い川Z

ho = (K十 V一μ十g引|υ叫(x)12
一εEの) 

(58) 

(59) 

q
J
 

q
L
 

口
δ
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この条件は以下のような関係式になる

(!llゆ(x)I!l)

= 否訂fポめd4x1町1[小収い[ドいμ(仰例仰0叫肝|庁阿T引w哨(ω仇品仇似仰州I(巾削ω(い例Z刈x)4>ゆ 附ふ

(60) 

(!lI4>t(x)I!l) 

= 子訂/ポめd4x1町1[中収村[(0例(仰例仰0叫附|庁削州T町叫叫(ω叫州4司仰i(xμ(いω附Z刈)
(61) 

まとめて書くと

( 例ω9州 )=( 仏白ωωω1“巾仇(伊仇川忽夙'l l l l l===0(何62幻) 
(!ll ゆ↑ (x)l!l) J 一 ¥ G2幻1(忽， 忽町1;パt，tI) G2幻2(a，a町1;ゴt，パ，t1)J ¥ ho り♂傘吋(忽1リ)J 

となる。この式を満たすためには

hoり(a1)= 0 ho♂(aJ) = 0 (63) 

でなければならない。最後に ε→0としたとき、

(K十v-μ+glv(a)12
) v(a) = 0 (64) 

この方程式がGP方程式であり、凝縮体が従う方程式である。この方程式を解くことにより凝縮

体の振る舞いを知ることができる。また、この方程式は T~O の低温下では実験をよく再現する

ことが解っている。

3 光学格子中のBose-Einstein凝縮

3.1 光学格子の概要

左右から位相のそろったレーザを打ち込むと周期的な定在波を作ることができる。これを6方

向から行うことによって作られる定在波を光学格子という。中性原子気体はレーザーによる電場

を感じ、光学格子中に捕捉される。実験では光学格子の他に原子気体がトラップから漏れないよ

うに更に磁場によるトラップが存在する。光学格子によるポテンシャルを九pt(a)、磁場によるポ

テンシャルを Vho(a)とする。

ハミルトニアンは次のように書ける。

企=/ぬ[を↑(仰
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←ー~ Vho(X) 

一一%が(x)

図1:光学格子

本研究では磁場によるポテンシャルはないものとする(九。(x)= 0)。このことは磁気トラップが

光学格子に比べ空間的に十分滑らかであるならよい近似となる。光学格子によるポテンシャルは

次のようになる。

い)ニかcos
2(ト) di :格子間隔(レーザー波長) (66) 

3.2 光学格子中における凝縮体の振る舞い

GP方程式

(K十 九'pt十 glv(x)12-μ)υ(x) = 0 (67) 

を変形することにより、定常状態にある凝縮体は次の連続の式に従うことが解る。

V.j = 0 

j ふ州Vv(x)ーり(x)Vv*(x))

(68) 

(69) 

GP方程式の解をり(x)= eiS(:r.) Jnc(x) と書いたとき、凝縮体の密度流は

j 同 (2)fvs(2) (70) 

となる。密度涜の形から凝縮体の速度は以下のように与えられると解釈される。

tys=fvs(2) (71) 

凝縮体の位相の勾配が速度を決めることになる。

凝縮相の密度nc(x)が格子間隔に対して周期的になっている場合老考える。すなわち

nc(x + G) = nc(x) G = (lxdx， lydy， lzdz) (lx， ly， lz =整数 dx，dy，dz =格子間隔) (72) 

このとき GP方程式は格子間隔分の推進Gに対して不変になるため、 GP方程式の解は以下のよ

うな Bloch条件に従うものになる [20，37]0 

Fhυ 
つQQ

O
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り(a)= efk・沼山(a) = v石(a)ei(k・:r.+Sk(:r.))

時 (a+ G) = Vk(a) 

¥
1
1
1
1
ノ

叫一

ι
叫
ん

川
一
ん

/
1
1
¥
 

一一
b
h
 

(73) 

(74) 

ここで(Lx，Ly， Lz)はxふz軸方向それぞ、れの系の大きさ (V= LxLyLz)である。またりk(a+G)= 

vJ.~(æ) という条件を満たさなければならないのでここから

eiSk(:r.) = eiSk(叫 G) → Sk(a + G) = SJ.~(æ) + 27r1 (l:整数 (75)

という条件を Sk(a)は満たさなければならない。今の場合、凝縮体の速度は

n ( θSJ.~(æ) θSk(æ) θSJ.~(æ) \ 
的=~V(k ・ 2 十 SJ.~(æ)) 一一 (kx + 一一~.k11+ 一一一九+一一一 (76)-m ¥"'x θx ' "'Y' ay ，"'Z' az ) 

と与えられる。ここで注意として GP方程式は非線形の方程式であるため凝縮体の密度nc(a)が

周期的でないような解も存在する。本研究ではnc(a)が周期的であり、 Bloch条件に従う GP方程

式の解のみを考える。

3.3 非摂動ハミルトニアンの対角化~準粒子描像の構築~

ここからは非摂動ハミルトニアン老対角化じ準粒子とその生成消滅演算子が作用する真空を

構築していく。多くの研究では最低エネルギー状態の生成消滅演算子を c-数に置き換えてしまう

Bogoliubov近似が用いられる。この方法では場の量子論の基礎である正準交換関係が明白に破れ

てしまう。またBogoliubov近似はゼロモードを考慮に入れない形式になっているが、ゼロモードは

自発的対称性の破れにおいて不可欠であり、理論の自己無撞着性を満足するためには必要である。

並進対称性がない場合に非摂動ハミルトニアンを対角化する方法として一般化された Bogoliubov

変換 [15]とBogoliubov-deGennes [1司の方法が知られている。一般化された Bogolillbov変換を

拡張しゼロモードを考慮に入れ、正準交換関係を満足する扱いは奥村と山中 [1可により行われた。

またゼロモードを考慮に入れた BdGの方法は LewensteinとYou[18]、松本と坂本 [1特により行わ

れた。秩序変数が実数の場合においては両者の同等性が証明されている [3司。この二つのアプロー

チの基本的な違いは自発的対称性の破れにともなう南青~Goldstone モード(ゼロモード)の取り

扱いの違いにある。前者はゼロモードが通常の生成消滅演算子で記述されるのに対して [17ト後者

は量子座標という量子力学的な交換関係を満たす代数が表れる [18，19]0前者は Fock空間で表現

できるのに対して、後者は Fock空間と結びつかずどのような“真空"状態老採用してよいのか一

意的に決定できない。両者の関係は [39]で調べられている。また対角化の方法の違いとして、一般

化された Bogoliubov変換の方法ではある決められた、定計量の、正規直交完全系老満たす関数を

用いて場を展開し、正準交換関係を満たすようにハミルトニアンを対角化しいく。 Bogoliubov-de

Gennesの方法は Bogolillbov-deGennes方程式を用いる。 Bogolillbov-deGennes方程式は 2行

2列の非エルミートな連立微分方程式であり、不定計量を用いて「ノルム」を定義する。不定計
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量を用いて定まる Bogoliubov-deGennes方程式の解の直交性、完全性老用いて場を展開し、ハ

ミルトニアンに代入することにより対角化を行う。次の2節では一般化された Bogoliubov変換と

Bogoliubov-de Gennesの方法老用いて非摂動ハミルトニアンの対角化を行う。

3.4 一般化された Bogoliubov変換

ここでは k= 0， Sk(a) = 0の凝縮体に涜れはない状況を考え、凝縮体v(a)は実数である場合を

考える。まず次のような 1体の Schrるdinger方程式を考える。

[K十 九pt一μ+gv(a )2]Uq(a) = (匂十 el)uq(a) (77) 

いま凝縮体の密度nc(a)= v2(a)が周期的な場合を考えているので方程式の解は Bloch条件を満

たす解を持つ。

Uq(a) = e叶 Z包q(a)

包q(a+ G) =包q(a)

この方程式の q=Oの解と凝縮体の秩序変数は次の関係にある。

り(a)= NJ/2uO(a) 

Uq(a)は次の直交性、完全性条件を満たす。

J d3xuif伊)Uq(

2二u~(æ)包山')
q=一∞

Oqlq 

o(a -a') 

ここで凝縮体の密度nc(a)は鏡映変換対称性を持っとする。

nc(♂) = nc(-a) 

このとき方程式の対称性から次の関係式が成立する。

正q E_q 

包q(a) = ιq(a) 

uq(a) = U~q(æ) 

式(86)から量子場ふ(x)、が(x)老次のように展開をすることができる。

ふ(x) = L aq(t)包q(a)
q 

=玄â_q(t)u~(æ) 
q 

がい=乞叫(t)叫(a)
q 

Lâ~ぷt)Uq(æ)
q 
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(85) 

(86) 
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以下、演算子匂(t)、斗(t)の時間依存性は陽には表記しない。ここで非摂動ハミルトニアン老次

のように表記する。

九 =~!ωt(x)ゆ(x) (89) 

ここで

術 =(~ ~) 
/ふ(x)'¥ 

的) = ¥が(x)) 

L K十九pt-μ+ 2gv2(x) 

M gv2(X) 

(90) 

(91) 

(92) 

(93) 

である。ハミルトニアンに量子場の展開 (87)、(88)を代入する。

的=~!叫ん)ふ(x)) (~ ~)(釘~) 
ifd325(制 (x) 叫(:c)) (日)(212))

= ;活芸(ωa斗Lιa_q 

=;工品川qaq (94) 

ここで

冗q'q (むな)
(え)

(95) 

Lqlq 

Mqlq 

(Eq十 εl)dqfq+ Mqlq 

= ! d3xgu~I州

(96) 

(97) 

(98) 

aq 

であり、 !vlqlqは次の性質を満たす。

Mqlq = !vI;qf 

すなわち !Vlqlqはエルミート行列である。また次の性質がある。

(99) 

!Vlqf q = M~q' _q 、‘，
a''

nu 
nu --，

s
・‘、

ここで次のような演算子を定義する。
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Aq= 1 (aq十ポ。)
喧 、!2(εq十 eE) 喧 q

. / (εq+εE)'̂ t̂ 
q=-Z1/2(αq ー α~q)

、、
.a，F

咽
E
A

n
U
 

噌

E
A

/
t

、

(102) 

Aq、Bqは次の性質がある。

AL =A-q，企;28-q (103) 

交換関係は次のようになる。

[Aq， Eq/] =必qーィ， IAqJ;，l=tw， lAq，A4ト 0，[九ん]= 0 (104) 

aq、aLqとAq、Eq'の関係は次のように行列で表記できる。

(え)=附::::に濡)(会) (105) 

ハミルトニアンに代入することにより

品;)'(A!，記I ) ( (εq + eE)2dq1q十ゾ(匂十eE)(εq+めMqlq
品

o ¥ ( ~q ¥ 

V223¥ '1 '1 ノ¥ o oq'q ) ¥ Bq ) 

;ε(X4qA，Aq十64qbLbq)
q'，q 

~ ( A t X A + Et E ) 叩6)

と変形される。ここで

Xqlq = (匂十 eE)2dq1q+ /(匂 +eE)(εq何 )Jvfq'q 附

である。 Xqlqはエルミート行列であり、次の性質をみたす。

Xqlq = X~ql ， Xqlq = X:'q'_q (108) 

エルミート行列Xを対角化するようなユニタリー行列を考える。

oot = 0ぴ↑0=ゴ1 乞Oωq向F

¥ql ql / 

oxot = E
2 乞O向 Xq1q20;q2= 々qE~ ) (110) 

¥ql，q2 / 

対角化された行列 E2 は実行列である。また E~ > 0を仮定する。ここで次のような行列を定義q 

する。

ρq'q = dql_q (111) 
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この行列は添え字qに対して q→ーqのような置換を施すことができる。ここで

より

(ρXρ)q'q = L dq'-qlXqlq2dqパ =Xィ -q= Xifq 
ql，q2 

(ρXρ) =Xキ

である。式(110)の複素共役を考える。

。本X*O吋 0*ρ(ρX*ρ)ρ0吋

(0*ρ)X(O*ρ)t 

E2 

このことから次のことが言える。

O牢ρ =0 

乞O勾Lhq山1九ら丸1汁 = 0勾;L，一q=O匂qザ，
ql 

このユニタリ一行列を用いて Aq、九を変換する

ここで

Q = OA， Qq=乞OqqlAql

P 

ql 

OB， 九=玄OqqlBql
ql 

Q~ = 乞o;J;1=乞Oq-qlA-ql
ql ql 

=乞O叫 Acft= Qq 

cft 

(112) 

(113) 

(114) 

(115) 

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

すなわち Qq はエルミート演算子である。ここで、性質 O~'_q = Oq'qとALl=A-ql、またqI=-qi

という置き換え老行った。同様にして

J3=EJo;J;1=乞Oq_q1B_q1
ql ql 

=乞O叫 8qi=九
ift 

九はエルミート演算子である。 Qqと九の交換関係は
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[Qq， Pq，] 2:0靴 Oqlq2[Aq1， Eq2] 

i~二 o靴O向ðq1一位

t 玄Oq叫 Oωqザq'-ψ千，人人仁ιL守司司一一一‘噂白一一-句司叩-吻帽-凶‘

i~ε二 Oq靴O~'ql'q川q仇1 

であり、また [Aq1，Aq2] = 0、[EqllEq2] = 0より

[Qq，Qq'] =乞O伺 10ィq2[Aql1 AQ2] = 0 
ql，q2 

[九九，ト乞 Oqq10向 [Bq1，九]= 0 
ql，q2 

(121) 

(122) 

(123) 

これらの交換関係から Qqと九は正準座標と正準運動量の関係にあることが解る。ハミルトニア

ンは次のようになる。

九 =;ε(ヰQ~+ 勾)

調和振動子の形に帰着された。 Qqと九老用いて次のような演算子を定義する。

bq = ~ ( y'E.Qq十友九)

b;=d(JEQq-マー;九)
この演算子は生成消滅演算子の交換関係

[bρ~，]二九q' ， [bq， bq'] = 0 

を満たす。ハミルトニアンは

丸ヱエ←qbL6q十号)

と対角化されたo aqとんは次のような変換でつながっている。

bq =乞(白山十SqqlaLq1)
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âq = 乞 (C~ム1 十 SJA)

Oqql 

Oqql 

ここで Cqq1、Sqqlは次の関係式を満たす。

エ (~lqCqlql - S~lqSqlql) = 切
ql 

乞(CqlqSqlq'- SqlqCqlq') 0 
ql 

これらの量を用いて、量子場φ(x)は次のように展開される。

め乞(C;l九十勾品川q(a)

が(x) = L (ωA1+九九)u~(æ) 

この量子場の展開は正準交換関係

[O(a， t)， Ot(a'， t)] = d(a -a') 

[ふ(a，t)， 4>( x' ， t)] = [が(a，t)，が(a勺)]= 0 

老満足するものになっている。ここで式 (82)、(133)、(134)老用いた。

3.5 Bogoliubov・deGennesの方法

(130) 

(131) 

(132) 

(133) 

(134) 

(135) 

(136) 

(137) 

(138) 

この節では非摂動ハミルトニアンを対角化するにあたり Bogo1iubov-deGennes (BdG)の方法を

用いることにする。この方法では BdG方程式を解き、その解の直交性、完全性老用いて非摂動ハ

ミルトニアンを対角化する。 BdGの方法ではゼロモード老量子座標として扱うことになる。 BdG

の方法では凝縮体に流れがあり、秩序変数が複素数になる場合への拡張も容易にできるo ただし

凝縮体に流れがある場合には BdG方程式の固有値が複素固有値が現れる場合がある。複素固有値

が現れる状況は daynamicalinstabilityと呼ばれ、光学格子中の BEC、多重渦度の量子渦を持つ

BECの系に現れることが知られている [20，40]0 daynamical instabilityは凝縮体の不安定性に関

係するものと解釈されている。また光学格子において凝縮体の流れの速度を上げていくと、まず

Landau instabilityが現れ、次に daynamicalinstabilityが現れることが解っている [20，41]0この

ような状況下での量子場の理論は定式化されていなし'0この節ではまず実固有値のみが存在する

場合においてハミルトニアンの対角化を行う。その後複素固有値の出現の条件について述べる。

-832ー



光学格子中のBose-Einstein凝縮現象に対する場の量子論

3.5.1 Bogoliubov.・deGennes方程式

相互作用描像での量子場の時間発展は以下のようになる

th 24い)

-inまがい=

ここで分割された場を
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E
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E
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(139) 

(140) 

岳(x)= eil~.:r. (VJ.~(æ) +ム(x))

と定義し直す。ム(a，t)は以下の交換関係を満たすとする。

(141) 

[<Tk(a， t)，礼(a'，t)] = 8(a -a') 

ふ(x)= eik・:r.<Tk(X)を代入すると

(142) 

九(x) = L引L(k伶川h

一

(143) 

(144) 

となり、ここで

L(k) 

K(k) 

Mk 

K(k)十九pt μ+2glりk(a)12
!;2 

=-55;(V+tk)2 

gv~(æ) 

(145) 

(146) 

(147) 

である。 L(k)は次のような性質をもっ。

L*(k)ニ L(-k) (148) 

である。行列形式で書くと

"!; 8 I似(x)¥ I L(k) M1.~ ¥ I似(x) ¥ 

川房〔礼(x)) -¥ -M;; -L*(k)) ¥礼(x)) 

となる。ここで次のような固有値問題を考える。

(149) 

~k(ね )=(2 一九))(ロ) (150) 

-833-



小林恵太

この方程式がBogoliubov-deGennes方程式である。この方程式の解の直交性、完全性老用いるこ

とによって非摂動ハミルトニアンを対角化することができる。この BdG方程式はポテンシャルの

周期性、 Vk(a+ G) = Vk(a)という凝縮体への Bloch条件から z→ a+Gという格子間隔分の

並進に対して不変となる。したがって解は以下のような Bloch条件を満たす。

(:::ロ)
(22:;;) 

¥、1E
S
，ノ

、‘•• 
，，、、
ES''

z

z

 

，，
 •• 
、，，.‘、‘‘‘‘
.... aE
a
'
F
 

O

B

n

官

、

，

A
-似
判

的

/
1
1
¥
U
，t
似

q
-
A
-品

目

F
/
I
l
-
-

一
一
一
一

(151) 

(152) 

この事から BdG方程式は以下のようにも書ける

Mq(22)=(ヤJzq)J+422)(153)

3.5.2 解の直交性、ゼロモード、完全性

BdG方程式を以下次のように簡単に表記する。

T ニ (均一九)) 
(::::;13) 

(154) 

(155) 

TYkq(a) 

Ykq(a) (156) 

BdGの固有値が全て実数の場合を考える。 BdG方程式の持つ対称性から次のことが言える。

BdG 方程式が固有値弘)1.~q を持つ解 YI.~q(æ ) がある場合、固有値一弘)I.~q を持つ解 Zkq(æ) が存在し

次のようになる。

~ I ( e一旬・XYka(a)， 
zkq(z)=PIUL。(z)=lfq l 

'1'-' ¥ e一時・X!kq(a) } 
(157) 

ここでρ1はパウリ行列の第 1成分である。以後、本論文ではんは第 i1¥ウリ行列老意味すること

にする。この性質は次のようにして示せる。まず BdG方程式は次のような対称性老持つ

ρlT*ρ1 =-T (158) 

BdG方程式の複素共役払)kqYkq(a)= T牢Ykq(a)を考え左辺から ρ1を掛けることにより

Illi.JI.~qPIYkq(æ) = T*Ykq(a) =ρlT*PlρlYkq(a) 

ここで (158)を用いると

(159) 

-llli.Jkq(ρlYkq(a)) = T(ρlYkq(a)) (160) 
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よって固有値一弘Jkqを持つ解は ρlYkq(a)である。

ここで doublet

に対して次のような「内積jを定義する。

伊 川

¥
E
E『
1
ノ

、、E
E

，，、、
E
E

，F

2

2

 

Jz-z
、，，
az
、

'
i

内

4

s

s

 

/tit-¥ 

一一、1
Fa

 

ra--s
 

(161) 

また、いま定義した「内積jを用いて doubletr(a)の「ノルムJを次のように定義する。

Ilr(a)112 (r(a)， r(a)) 

= Jめ(lrl(a)12-Ir州 2)

(163) 

(164) 

この「ノルムjは正にも負にもなり、またゼロにもなるものであることに注意しておく。 BdGの

方法では以上のような不定計量を用いて理論を構築していく。

「内積jを用いて、 BdG方程式の解似:q，Ykq'の直交関係を調べていく。それらの「内積」を計

算すると

(Ykql(a)， TYkq(a)) hwkq(YJ.~ql(æ) ， YJ.~が))

(TYkql (a)， YI.~q( a)) 

hμ何 (Ykql(a)，Ykq(a)) (165) 

ここで (YI.~q' (æ) ， TYkq(a)) = (TYI.~ql(æ) ， YJ.~q(æ)) の関係式は部分積分を使用した。以上から次の

関係式が導ける。

(hwJ.~q -nwkql )(Ykq'(a)， Ykq(a)) = 0 

fノルムJを1と規格化したとして、次の直交関係が導ける。

(166) 

Oqql (Ykql (a)， YI.~q(æ)) 

= J d3x ei(q-q/)o;r. [jl.~q(æ)広ql(♂) -gkq(a)gkq，(a)] (167) 

一弘Jkq 老持つような解 ZI.~q(æ) ， Zkql(æ) に対しては (ZJ.~ql(æ) ， ZI.~q(æ)) = -(似4(a)， YI.~q(æ)) で

あるので直交関係は

(ZJ.~ql (忽)，Zkq(a)) = -Oqql 

となる。 Zkq' (æ) と YJ.~q(æ) 聞の直交関係を考える。

(ZJ.ぜ (a)，Tyl.~が))ニ 1ïwJ.~q(Ykq/(æ) ， zJ.~q(æ)) 

= (TYkql(a)， Zkq(a)) 

= -hwl.~ql (ZJ.~ql (忽)， YI.~q(æ)) 

(168) 

(169) 

F
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このことから次の関係式が導ける。

(hωI.~q + l'iwkqf )(Zkq'(a)， YI.~q(æ)) = 0 

この関係式から直交関係は

o = (Zkq' (a)， Ykq(a)) 

= J d3xei(q+q/)'Z[jkq(抑制a)-gl.~q(仇，(æ)]

となる。ここで BdG方程式

TYkq(a) = l'iwkqYkq(a) 

において弘)kq= 0になる解が存在する。そのような解は

的)= (ヱ)) 
であり、このとき BdG方程式はGP方程式

Lv(a) + gv(a)2♂(a) = 0 

v(a) = eil.~ ・ :r. vk(æ)

(170) 

(171) 

(172) 

(173) 

(174) 

(175) 

と一致する。 BdG方程式は2行2列の連立微分方程式であるが、弘)kq= 0の解を持つ場合は 1本

の方程式になってしまうため、のk(a)だけでは BdG方程式の完全系を張ることができない。そこ

で次の方程式を導入する [19]0

TUk(a) = 叫 (a)

I Uk(a) ¥ 
uk(z)=ll  

¥ uk(a) J 

ゼロモード間での直交関係を調べていく。まずりk(a)自身の「ノルムJは

(Vk(a)， Vk(a)) = 0 

次に Uk自身の「ノルム」は

(Uk(a)， Uk(a)) = 0 

(176) 

(177) 

(178) 

(179) 

となる。このことからゼロモードに関する解はゼロノルムであることが解る。ここで Vk(a)と

Ul.~(♂)の内積は直交しない。ここでは

附

= 1 (180) 
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としておく o Vk(a)と他のモードとの直交関係は

(叫(a)，TYI，~q(æ)) =九州q(叫 (a)，Ykq(a)) = 0 (181) 

より

(Vk(a)， Ykq(a)) = Jωq.:r. [vk(æ)!l~q(æ) + V1，~(æ)91~q(æ)] = 0 (182) 

となる。 Uk(a)と他のモードとの直交関係は

(Ul~(æ) ， TYkq(a)) = ñwkq(Ul~(æ) ， Yl~q(æ)) 

= (Tuk(a)， Y1.~q) = hwkq(uk(a)， Y1.~q(æ)) = 0 (183) 

より

附

となり仏、他のモ一ドとは直交している0 直交関係についてまとめておく

(Ykql (a)， Ykq(忽)) = dqq' (Zkq'(a)， Zkq(a)) = -dqql (185) 

(Zkql(a)， Ykq(a)) = 0， (Vk(a)， V1.~(æ)) = 0 (186) 

(Vk(a)，Ykq(a)) = 0， (叫(a)，Zkq(♂)) = 0 (187) 

(U1.~(æ) ， Uk(æ)) 0， (Uk(æ) ， Y1.~q(æ)) = 0 (188) 

(Uk(a)， Zkq(♂)) 0， (Uk(a)， Vk(a)) = 1 (189) 

BdG方程式の解の完全性として次のものを採用する。

I:[Y1.~q(æ)ばμ') -Z1.~q(ぉ)zkμ')] 
q-:j=O 

十;lm(州制十叫州州=州a-a') (190) 

具体的には

ε [凶ei〆i旬州q
q 宇#昼幼0 

十jluk(抑 制十的印')]= d(a -a') 

乞[e川一')!kq(a)9'kμ')一
eiq.(:r./-:r.)

9'kq( a )!J.~q(æ')] 
q-:j=O 

ーが(山(ピ)一山川')]= 0 

この完全性の条件を用いて場九(x)を展開すると

丸(x)= -iQ(t)叫 (a)+学的)+ I: Y1.~q(æ)â1.~q(t) +勾 q(a)atq(t)]
qヲー。

(191) 

(192) 

(193) 

ヴ

t
q
d
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ここで

る{今(x)， 
k(z)=141 

1ゆHx)J 

である。具体的には以下のようになる。

(194) 

的)=ぬい)仰)+平均(a)+玄[eiq.:r.1.均 (a)akq(t) + e一叫ん(a)alq(t)] (四5)
q:/=O 

ここで Q(t)，台(t)，akq(t)， atqは以下のような交換関係をみたしているとする。

[akq(t)， atq'(t)] = oqぜ

[âJ.~q(t) ， akq'(t)] = 0 

[Q(t)，ρ(t)] i 

このような交換関係を考えると正準交換関係

[cTk(a， t)，礼(a'，t)] = o(a -a') 

[cTk(a， t)，ゐ(z'，t)]==14L(zパ)，礼(a勺)]= 0 

を満足する。ゼロモードに対応する演算子。(t)，ρ(t)を量子座標と呼ぶ [19]0

3.5.3 ハミルトニアンの対角化

非摂動ハミルトニアンを次のように表記する。

品 =~!ωt(x)川k(X)

非摂動ハミルトニアンに式 (193)を代入すると

2 I ".， ¥ .  {P ¥ I ".， ¥ .'  PQ I ".， ¥ . Q P 
2Ho=Q五(Vk，TVk) + l I) (Uk， TUk) + i-I一(Vk，TUk) -iーァ(uk，T叫)

1 . ~ _ . ~ _.J. . P _ P _.J. . ， ¥ 

+乞(iQakq(Vk， Ty均)+ iQâlq(vl~ ， TZkq) + ~ âl~q(Uk ， TYkq) + ~ âlq(ul~ ， T勾 q)) 
q手法O ¥ ノ

(196) 

(197) 

(198) 

(199) 

(200) 

(201) 

I..J. P ..J. ^ P. ~. _ ，¥ 
十L(atql; (仙川町)-叫qIQ(yJ.~q'， TVk) + 匂~q'I (Zl~ql ， TU1~) - 仇qIQ(ZJ.~q'， TVk) ) 
ql:/=O¥ ーノ

+玄(&iぜ町(Ykq'， TYI.~q) 十句q， aLq(旬 ， TZI.~q) 
q，q' ‘ 

十4441q伽TZI.~q) +九q'a山 小TYkq)) (202) 
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直交関係 (185)----(189)を用いることでハミルトニアンは以下のように対角化される。

IIo =土企2+ ~ ñwl.~qâtaâkq 十(定数)21 ムー.J ~''1l-，，~q 
(203) 

q'1=υ 

ゼロモードは量子座標としてハミルトニアンに現れていることが解る。ハミルトニアンを見れ

ば解るが量子座標は調和振動子の代数と関連付けられないためFock空間上では表現できない。し

たがってゼロモードに関する状態は Foc1王空間の真空 10)でなく量子力学的な状態|世)となること

になる。またBdG方程式の固有値はハミルトニアンを対角化したとき初めてエネルギーという解

釈が成り立つ。 BdG方程式の解には弘)kqと-払Jkqを持つものが存在する。つまり固有値は一∞

から∞まで変化しうる。しかしハミルトニアンに現れるのは弘Jkqのみであり下に有界になる。

ただし複素固有値が現れた場合の議論は自明ではない。次に相互作用描像での時間発展を求めて

おく

ili坐回全
dt 

ilidP(t) 
dt 

ili dQ(t) 
dt 

[âl.~q(t) ， Ho] → âl.~q(t) = e一地

[P(t)， Ho] = 0→ P(t) = P 

[Q(t)， ~ 

時開発展も含めて場ふ(x)は次のように展開されていることになる。

内(x)

3.5.4 複素固有値

十

-i (Q+均的)十い)
乞[eiq.:r.ん(a)e一叫qtakqH-tqzdq(z)円叫q]
qiO 

(204) 

(205) 

(206) 

(207) 

今までの議論では BdG方程式の固有値は全て実数であると仮定してきた。ここでは BdG方程

式の固有値が複素数になる場合について触れる [4司。 BdG 方程式の固有値払1J..~q が複素数も許す

と考えた場合のBdG方程式の解の直交関係を考えてして。その場合、式(166)は次のようになる。

(nwkq -nμJkq' ) (Y1.4 (a)， YI.~q(æ)) = 0 (208) 

ここでq'= q のとき固有値が実数ならば h44q= 払JI.~q のため (Ykq(æ) ， Ykq(a)) = 1と置くことが

できた。しかし弘)I.~q が複素数の場合弘Jkq =1=-払}J..~q であるため、「ノルムJ は

(Ykq(a)， YI.~q(æ)) = 0 (209) 

となる。つまり複素固有値が出現する場合には必ずゼロノルムとなることが解る。次に q'=1=-qの

とき

弘Jkq= ñwl.~q' (210) 
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となるような解が存在する場合Ykq'(a)とYkq(a)聞の直交関係が成り立たず。

(211) 

となる。 BdG方程式の固有値が実の場合は、その間有値は準粒子のエネルギースペクトルとなる。

複素固有値が準粒子のエネルギースペクトルとしての解釈が与えられるか否かは定かではない。こ

の議論は第4章5節で強結合近似を行うことにより、解析的に扱える問題を用いて議論する。

(Y1.~q' (a )， Ykq( a)) = (定数)

光学格子中の強結合近似

この章では光学格子によるポテンシャル匂(a)= 2::=1 Vo cos (か)の%が大きく粒子が光

学格子の各サイトに局在しているような状況を考える。%を大きくしポテンシャルの深さを変え

ていくことにより BEC相から :Mo抗絶縁体相への超流動絶縁体転移が起こることが確認されてい

る[12]0このような現象を解析するのによく Bose-H ubbardモデルが用いられる [21]0この章では

非摂動ハミルトニアン (46)に対して強結合近似を行うことにより、問題を解析的に扱い非摂動ハ

ミルトニアンを対角化じ準粒子描像を得る。また強結合近似のもとで得た準粒子描像が大域的位

相変換不変性老保持したものになっているかを確かめるため Ward-高橋'恒等式の成立を確かめるo

その後、この枠組みを凝縮体に流れがある状況に拡張する。

4 

Bose-Hubbardモデルと Bose圃 Einstein凝縮の取り扱い

原子が光学格子の各サイトに局在しているような状況を記述するのによく Bose-H ubbardモデ

ルが用いられる。まず中性原子場のハミルトニアンが与えられる。

4.1 

II = J d
3
x ['i!t(x)(K +九pt一川(x)+ザ(x)が(x)を(x)金(x)] (212) 

(213) 

場企(x)をある Wannier関数ω(n)(a-Xi)を用いて展開する。

2
 

2
 

n
 

切
n
 Aα

 乞仰
一一Z

 

AVW4 

式(213)をハミルトニアンに代入する。ここで第 1バンドからより高いバンドへの励起は起こら

ないとして、議論老第1バンドに限る。またバンド指数の表示は省略する。また(i)サイトにある

原子は隣接する (i-1)サイト、 (i十 1)サイトまでしか波東の広がりをもたないとして、強結合近

似することにより Bose-Hubbardモデルが得られる。

(214) 立=ーJL a!aj十乞(z一川ぃ;up!仰 4

<1-，3> 
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和 E<iρ は隣接するサイト閣のみの和老取ることを意味する。ここで与えられたパラメーター

ム J、Uは以下のようなものである。

z - Jd3凸ん州Z叩叫ω叫(伊忽一…一寸叫2町叫i)川 ) (215) 

J = 一/ポぬん川Zω川ω叫(伊忽一…一寸叫忽町刈i)川) (216) 

U = 9 J d3xw(a -ai)ω(a -ai)ω(a -ai)切(…) (217) 

Bose-Hllbbardモデルを用いて BEC相を扱うためには、次のように秩序変数を導入する [24，22]0 

ai →仇+ni (218) 

Nc 

ι 
(219) nc 

ここでLは光学格子のサイト数である。凝縮体は光学格子に一様に分布しておりサイトごとの依存

性はないものとした。このように秩序変数を導入老した場合、量子場の展開式は次のようになる。

を(z)=dz切 (a-Xi) +玄白(t)ω(a-ai) (220) 

このとき (01をい)10)を計算すると次のようになる。

(01岳(z)|0)=nj乞ω(a-ai) (221) 

ここでnlEi切 (a← ai)は凝縮体を表しているからGP方程式に従うものでなければならない。従つ

て場老展開する Wam

数老用意することにより自己無撞着な量子場の展関が得られるか、また赤外発散をともなうギ、ヤツ

プレスなモードの扱いについて述べる。

4.2 光学格子中の Bose-Einstein凝縮における強結合近似

4.2.1 Wannier関数

GP方程式

(K十 九pt十glυ(a)12-μ ー εε)v(a) = 0 

ここで凝縮相の密度 Iv(a)12が格子間隔分の並進にたいして不変ならばGP解は

り(a) = eiko:r. VI.~ ( a )叫(a+ G) = VJ.~(æ) 

841 -
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という Bloch条件を満たすものになる。ここでは超流動速度ゼロ(凝縮体の位相部分k= O，Sk(a) = 

0)の静的な場合を考え、 GP方程式の解は実数とする。次に量子場並(x)老展開するために用い

る次のような固有値方程式を考える。

(K十九pt十glv(a)12-μ-εt) f~n)(æ) =ギ)f~n)(æ) (224) 

この方程式は格子間隔分の並進 (G= (lxd， lyd， lzd)， li =整数)に関して不変となるため、解は以

下のような Bloch条件を満たす。

f~n)(æ) = eiq•x 11n)(a) か)(叶G)= n，n)(a) 

ここで方程式の対称性から、次のような条件を I~n)(æ) は満たす

εt~n) = ぷ

A政Fη吋ゆ)*(伊a) = !ぬ均斗勾~(伊例2叫) 

I~沈I~n)吋)円*吋(伊例忽叫 = I九勾勾~(伊刷2叫) 

こ乙でε4ギLrFn吋)=0となる解が存在し、その解を

l~l)(æ) = Nc-
1/2vo(a) 

としておしこの方程式の解は以下のような直交性、完全性を満たす。

f戸d叫叫Z叫4d?，うν川')*(a川勺牟可冶(伊州忽

2ε=~乞;A立F旬叫)*吋*(a'伊ゲ忽a')/d立If，n)吋)ヤ切(伊例2的 = d伽(伊z一a'め，う) 
n q 

量子場を(x) を I~n)(æ) を用いて展開すると

岳(x)=乞々 )(t)/dぺa)
n，q 

(225) 

(226) 

(227) 

(228) 

(229) 

(230) 

(231) 

(232) 

となる。ここで、最低エネルギー状態 l~l)(æ) のモードに関してのコヒーレント状態を考える。

63)→41)+NJ/2 

量子場申(x)は

世(x) = v(a) +ゆ(x)

ぷ(x) = 玄 ê~n>Ct)f~n)(æ)
n，q 

(233) 

(234) 

(235) 

となり、 (01金(x)IO)=ν(æ) となるため量子場の展開に {/~n)(a))を用いることは自己無撞着な議

論となる。方程式 (224)において光学格子のポテンシャルの振幅九ptが大きく、波束が光学格子の
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各サイトに局在している状況を考える。そのため Bloch 条件を満たす解fA政f~n)叫)(伊æ) を用いた Wa加nn江m凶lÎ

関数老考える 0

ω(n)(a -ai) =ζ1/2玄e一崎町立)(a) (236) 

ここでんは光学格子のサイト数である。 Wannier関数の逆変換は以下のようになる。

f~n)(æ) =ζ1/2 L eiq•Xi Wn (a -ai) (237) 

Wannier関数は Bloch条件を見たす関数{fan)(a)}の完全性、直交性より以下のような直交性、完

全性を満たす。

/♂ん川Z刊川切ω山刊川(仲例付仲n吋ザ引州)'戸川，、可宇吋(伊zト一一寸叫2町ωi)

2εン凹ω(n叫仰)*(伊2fL一 z向刈i)川ωW(加例n吋)い(伊2十一 2向刈i) 8(aーピ)
n，l 

(238) 

(239) 

ここで定義された Wannier関数を用いて量子場長(x)は次のように展開されることになる。

ふ(x)=乞中)(叫刈a) (240) 
n，t 

ain) は量子場る(x) 老 Bloch 条件を満たす関数 {f~n\æ)} で展開した場合の必)と以下のような
フーリエ変換の関係でつながっている。

ajn)(t)=ζ1/2乞必)(t)eiq•Xi

q 

また (236)において q= -q'と置換を行うと

ω(n)(a -ai) 18
-1/2 L e

iql勺当(a)

(や←←←

18
-1/げJf戸戸咋1νゆ/β2

ω (加例n吋)*(a一 2町i)) 

よって ω(n)(a-ai)は実数である。ここで式 (228)を用いた。

4.2.2 Gross-Pitaevskii方程式への強結合近似

ここでは GP方程式に対して強結合近似をする。ここで GP解は次のように書ける。

v(a) 

nc 

込/2~ン(円æ -ai) 

Nc 

18 
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以下では簡単のためω(n)(a-ad =ω?)(z)と書くこと』こする。式 (243)をGP方程式に代入する

と以下のようなる。

(山
ここで左からイ)(a)を掛けて積分すると GP方程式は以下のように書ける。

o =乞(~込)+乞 (ncUA133t4)-μ 一 εE

42 = 一/戸凸州3Xωバイj2J?円μ川)(ヤい(伊例仰忽的)

叫:弘LLふ4勾4 = 9イ/ん j2f引μ仰1)円川川)(ヤい(伊例2的)州ω

(246) 

(247) 

(248) 

ここでJぷ2は波東山2)(z)のilから匂への広がり度合いを表し、 ua:んはサイト聞の相互作用

の強さを表す。波束が各サイトに局在しており UL2L4は同一サイト九=ら=ら=らにある場合

の効果が大きいと考えるロまた波束イ>Ca)はむサイトの最近接までの広がりを考慮に入れ、強

結合近似を行う。

-乞 (JO+J21)+ncUJ21ー μ-eE=O
くz，j>

ここでL<iρ はiサイトに近接するサイトのみの和を取ること老意味している。

Zρ♂11 = J叫 1吋川1)(aいい(何例忽叫仰)

Jl1 一 / ん j??円1吋円1)(aい(伊例州仰z叫州)(川(ぽK+九h匂ωpμωtけ)ωd必j出2伊

ul1 
= 9 J 州 1) 伊例仰州)μ叫州切dj

と定義する0 化学ポテンシャルμは

μ= -2(dim) x J11 + zl1 + ncU11 -eE (dim = 1，2，3) 

となる。

4.2.3 ハミルトニアンの対角化

(249) 

(250) 

(251) 

(252) 

(253) 

この節では前節で得られた量子場の展開と化学ポテンシャルを用いて非摂動ハミルトニアンの

対角化を行う。量子場ふ(x)とGP方程式の解

ふ(x) L â~n)(叫
n，~ 

巾 = n;I/2 L w?)(a) (255) 
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(256) 

老非摂動ハミルトニアンに代入する。

~t1， ( -;;:ど十五nc峨 4ーωm，)ajf)fajf)

+FJZ43ぽ払(247吟~ajf)&jfHaffaj:'つ

Ho 

(257) -/んjf)(2)(K十九pdイ)刷

9/んと)(叫)叫)(a)イ)伊)

ここで々:Z，uzziム4は

Tnn' 
吋 11.2

TTnn'11 
-1.12.21.31.4 (258) 

ここで第 1バンドからより高いバンドへの励起はないものとし、第 1バンドの部分空聞に議論

を限る。第 1バンド内での完全性として次の完全系を採用する。

(259) L wp}(a')w?)(a) = d(a -a') 

(260) 

量子場は次のように第 1バンド内で展開されるものとする。

2
 ω

 

《

αzz 
一一Z

 

2
V
 

(261) 

(262) 

(263) 

fq(a) ê~l} =己q

叫 (z)41)=弘

-/んど)(a)(K十凡hωωpμω川tけ山)川川切dj:y)伊

9/めイ}(a)イ)附

以下バンド指数は陽には書かず

f~円æ)
w?}(a) 

Ji内 =JL12

UM344=U42L44 (264) 

とする。非摂動ハミルトニアンは次のようになる。

(265) 

t1， ( -一んい2+十EP?n叫cん仏

+ 芝ε;?仏九九以山i2iω3i4(叫a弘九i匂2十&弘九ai1aiねJ山1aムaι九i匂2十吋aLμa仏ωt) 
Ho 

強結合近似をすることにより

(266) ト -JL a!aj十玄{(z-μ+ncU)ajat十字(叫ん十aiai十似)} 
<i，j> 
、，
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となるo L<i，j>は近接するサイト聞の和のみを取ることを意味する。ここで

z = ! d3xWi(a) (K十九pt)仰)

J = -!んが)(K十 丸山+1(a)

U = 9!dポ3XWi叩叫川ω叫4

である0 次の関係式を代入する

ゐ =ζ1/2L eqeiq.Xi 
q 

aj=ζ1/2zeLe-m 
q 

丸=写(-2JZ，zcos(叶

(267) 

(268) 

(269) 

(270) 

(271) 

前節で求めた化学ポテンシャルμ= -6J +z十ncU-eEを代入する。次のようなハミルトニアン

老得る。

品=乞入q斗eq+工手(時q十e_qeq+ 勾~)

入q = 2J(3 -LωS(qid)) + ~Ë 

ここでハミルトニアンは Bogoliubov変換を用いて対角化できる。

bq 二 Uq6q+MLq

b! 川 +Vne占 UqC占十 VqC_q

1 U: -V: U:;'-V q vq 

UqパJqは実の偶関数であり、 Uq，Vqを次のように選ぶと

2 1仁 Aq+Unc ¥ 
u二-11寸

'1 2 ¥、!(入q+ UnC)2ー (Unc)2) 

V~ ~ (咽，入q十 Unc ¥ 
竺竺- ・・・ ・ーー・ ー・

q - 2 ¥ ... I 、!(入q+ UnC)2 -(UnC)2 ) 

非摂動ハミルトニアンは次のように対角化される。

九=乞(B柑 q+(入q+ UnC)十 UnCUqVq)
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ここでエネルギースペクトルEqは

Eq=内 +2Unc入q

= ，/(坤
'l=x，Y，z 'l=x，Y，z 

(281) 

ε→0でエネルギースペクトルはギャップレスになる。また ε→0の極限で '1.Lo，Voは発散老引き

起こすことが解る。ここでは ε老有限に保っている限り発散の問題を回避でき、正準交換関係や

Ward-高橋'恒等式の成立の議論が可能になるo ここで ε→ 0でのエネルギースペクトルの分散関

係を図2に示す。

8 

6 

4 

-3 一2 一1

U11，C=6 
J 

Unc=1  
J 

Eq 

J 

/ 
/ 

/ 

1 

/ 
/ 

/ 
/ 

2 

図 2:エネルギースペクトルの分散関係

場は次のように展開されていることになる。

/圃ー

3 qd 

るい=乞玄IJν2(Uムe-4t-uq81J争t)eiq.x• 叫(x)
q 

(叫(時中bq 叫(♂)バ叫)

がい)= LLζν2(uAd争ゆ-qe-4乍-iq叫 ω(x-Xi) 

q 

ε(uA(2)Atb;-り出x)eヰ九)
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4(m，t)，af(d，t)は第 1バンド内での同時刻交換関係を満たす。

[O(a， t)，が(a'，t)] = o(a -a') 

[O(a， t)ふ(z'J)]=16f(z，t)，が(a勺)]= 0 

ここで式 (259)を用いた。

4.2.4 伝播関数

(284) 

(285) 

この節では前節でハミルトニアンを対角化することにより得られた表現を用いて、次のような

2x2行列の非摂動プロパゲーターを定義しておくロ

( Gl1(a，a';t-t') G12(a，a勺-t') ¥ 
G(忽ヲ Z';t-f)=l l (286) 

¥ G21(a， a勺-t') G22(a， a'; t -t') J 

Gl1(a， a'; t -t') 

~ZL[引t-叫ん(æ)f~(ピ)庁(t'-t)十 fJ(t'ー叫ん(ピ)芯(♂)庁μ )] 

G22(a， a'; t -t') 

=子工[仰一叫ん(æ)f~(æ')庁(t'-t)十 fJ(t'-叫fq(æ')f~(æ)庁間!

G12(aヲピ;t -t') = G21(a， a'; t -t') 

~ L [fJ(t -t')叫ん(æ)f;(〆)ei~(tl-t) + 

プロパゲーターは時間に対して差の関数になっているので、そのフーリエ成分を考える。

G(a， a'; t -t') 

Gl1(a， a'; 

一/z炉G(a，a';ω円一

f 生吋(仏白ω1“巾(伊M忽
2π¥ G2幻1(忽，忽a';ω) G22(a， a';ω) J 
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G22(a， a';ω) = L I ~" ; I ;A v~ん (æ)f~(æ') -J"， I ~ ':A u~ん(æ')f~(æ)I ケIIiω-Eq十必 qJ'.J.¥-JJq¥""J Iiω+ Eq -iO""qJll¥"-JJq¥"-J J (292) 

G12(a， a';ω) = G21(a，a';ω) 

=乞卜 1 f内 fq(a)f~(æ') + J"， I ~ ':A 
VqUq j.μ)f~(æ) I ;;-l l1.J.J.J -Eq + iouq

U，qJq¥.""JJq¥."" J --. Ii叶 Eq-ióuquqJq~w JJq¥wJ 
J 

(293) 

4.3 Ward-高橋恒等式

光学格子における中性原子BECの準粒子を求める際に強結合近似を行った。その際求められた

準粒子のエネルギースペクトルはギャップレスになることが解った。しかし強結合近似のもとでの

選んだ準粒子が系の対称性老保持したものになっているかどうかは自明なことではない。そこで

この節では、このような準粒子の選び方が大域的位相変換不変性老維持したものになっているか

どうかを調べる。そのため表示によらず、系の対称性から導かれる関係式である Ward-高橋'恒等

式 (WT'恒等式)[26， 35， 36]の成立を確かめることにする。

4.3.1 Ward-高橋恒等式の導出

次のような微小変換を考える。

骨(x)→'.f1'(x)二世(x)十 6世(x)

この微小変換に対してラグラジアン密度の変化は

oC=乙[¥T'(x)]-C[量(x)]

ネーター流Nμ は次の等式を満たす。

oC=δμNμ(x) 

ネーター流の第ゼロ成分No(x)は次のようなものである。

No(x) =九 持(x)

No(x)を空聞に関して積分することにより

斤(t)= J d3xぬい)

(294) 

(295) 

(296) 

(297) 

(298) 

を得る。交換関係[岳(a，t)，分w(a'，t)] = iM(a -a')より N(t)は微小変換の生成子になっている

ことが解る。

[世(a，t)， N(t)] = ilio雷(a，t) (299) 
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上で、考えた微小変換の生成子を時間微分し、空間積分において無限遠での表面項の寄与はない

とすると、以下の式を得る。

か(t)= J耐乙(x)

会(OIN(t)，¥T(町) 古川)10)

= ~ン(t 一州OIT[を(Xl) .. . [斤(t)，を(Xa)]. . . ~(Xn)]l O) 
α=1 

+(01市川金(Xl) 川]10)

= -ili Ld(t-ω(OIT[金(Xl) ぬ(九)…金(xn)]lO)
α=1 

+J仰

両辺を tで積分することにより

針。IT[を(xI) ぬいα) めn)]IO)= J dfx仰

老得る。これがWard-高橋'恒等式であるo

4.3.2 Ward-高橋恒等式の成立

対称性老微小に破る項を以下のように書いておく

~ s = J dfxε3(x) 

ε3(x) = 斗(州x)+り(x)¥tt(叶
このときラグラジアン密度と微小変換の生成子との交換関係は

d.e =ε6会(x)= i[1V(t)，ε主(x)]

となる。ここで2点の Ward-高橋'恒等式を考える。

抗(Olddめ)10)= J d
4
x' (0IT[6"d会仰削10)

具体的には

り(x)=会伊
一(OIT叫哨哨[陣向岳釘(川 ( どめ刈川)]10)一(OIT[ 金ω的蜘州f代恥刷(い例Z刈)金剃的州f町恥t(x'いゲ川Z〆め川Iう)
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となる。ここで強結合近似、ツリーレベルで求めた、準粒子の表現と真空老用いてW T恒等式の成立

を議論していく。ツリーレベルの非摂動プロパゲーターを用いて WT恒等式は次のように書ける。

υ巾(伊x)ド=三何

一G12(X，忽';t一tピめ，う)一G2剖l(X，忽x'勺一tピ')] (308) 

時聞に関する積分老実行すると ω=0の成分のみが残ることが解るので

り(x)=す吋d3x'v(x') [Gll (x， x';ω=  0) + G22(X， X'jω= 0) 

-G12(X， x';ω=  0) -G21(x， x';ω= 0)] (309) 

となる。具体的な形老代入すると

仲干す吋d3x'v叶-(古計u吟~fq(x)f，
一 (之土計U寸~f，抗抑川fん似帥刷q“仰州州川(伊例附附忽的刈叫)げ川f芯;叫 之士計u~J.抗抑川芯却f~(xぶ抑(伊州z

ベ去u叩qψ内川りVq仇ん“的伊z仰')+十去士叩内叫qf~芯仰

ここで直交関係

Je川 (311) 

を用いることにより

(312) 

ここで

Eo=、!t::t(2Unc十 ct) (313) 

(314) 

(315) 

q
e
-
p
t
 

、.E/
一
ε

同
一
十

U
一
旬

十
一
伝

E
一2

E
日

-J''t

i
-
-
r
E
 

-
E
U
 

十
4
E
A
 

f
-
-
1
1
1
 

a

唱‘‘.

1
一2

一一o
 

u
 

nu u
 

(316) 
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以上の関係式は ε→ 0老取る極限で

1:___ uO(εt) 1:~_ VO(εt) 1!_.._ uovo(ct) 1 
111...一一…一一一一-
t→;O Eo E=;o Eo E=;o Eo 4 

となる。すなわち E→ 0のラグラジアンの対称性を回復させる極限で

(eE) 12 凸 i
均ゆ)子|府中2uovoI = v(a) 

ー::'-0 I 

(317) 

(318) 

となりツリーレベル、強結合近似のもとでWT恒等式が成立している事がわかる。 WT恒等式が

成立する際に重要で、あったのは q=Oのモードであり、このモードが大域的位相変換不変性老保

つために必要であることが解る。南部Goldstoneの定理はWT恒等式から証明される。前節で求

めたギャップレスなモードがWT恒等式成立のための役割を果たしたことから、系の不変性老保

つために現れる南部Goldstoneモードであることが確かめられたといえる。

4.4 凝縮体に流れがある場合の強結合近似

この節で、は凝縮体に流れがある場合のハミルトニアンの対角化を試みる。凝縮体に流れがある

場合の BdG方程式を数値計算したとき、 BdG方程式の固有値に複素固有値が表れることが解っ

ている (dynamicalinstability)[20， 41]0 dynamical instabi1ityは凝縮体に不安定性を与えるものと

され、この状況に対応する実験も行われている [44]0BdG方程式に複素固有値が表れる条件は第

3章で述べた。この問題を解析的に扱うために強結合近似を用いた方法が用いられる。その方法

は次のようなものである。 GP方程式を強結合近似することにより DiscreteNonliner Schrodinger 

方程式(DNLSE)が得られる [2司。そしてDNLSEが従う微小なc-数場の微小な変位が満たす方程

式として強結合近似のもとでのBdG方程式が得られ、強結合近似BdG方程式の固有値を解析的

に求めるというものである。強結合近似BdG方程式の固有値には複素固有値が存在し、しばしば

複素固有値は準粒子のエネルギースペクトルが複素数であると解釈される。ただし本来準粒子の

エネルギースペクトルはハミルトニアンが対角化されたときに初めてエネルギーであるという解

釈が成り立つ。この節では強結合近似を行うことにより、複素固有値が現れる状況であってもハ

ミルトニアンが対角化されるかどうかを確かめる。また BdG方程式に複素固有値があらわれると

きの条件との対応を論じる。

4.4.1 Wannier関数

凝縮体に定常的な流れがある状況での強結合近似を行う際に使用する Wannier関数を求めてお

く。凝縮体に定常的な流れがあり、かつ凝縮体の密度川(a)= IVk(a )12が格子間隔分の周期性を

持つ場合、 GP方程式の解は

り(a)= eik.
x
切 (a) Vk(a + G) = VI.~(æ) (319) 
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となる。ここからは簡単のため 1次元に話を限るo v(x) =♂kxVk(X)を代入し GP方程式老変形す

ると以下のようになる。

lが /δ 2
一一 lア竹内(x)-μ十仰い)-E'}，(X) = 0 (320) 

2m ¥ 

次に以下のような固有値方程式を考える

[… 2 + Vopt(X) -T + gnk(X) -"1 一一一 lヲγ十t伐竹k)十弘ωdμZ2m ¥ ax . _.-J .. up~ ，-， .' .:r-"'，-， --1 

乙の方程式は格子間隔分の並進Z →Z十 dl(1 :整数)に対して不変になる。次のような Bloch条

件を満たす解を持つ。

必)(x)= e句z足;)(z) 応)(叶dl)=応)(x)

ここでnはバンド指数である。名)=0の解は

(322) 

べ~)(x) = Nc-内 k(X)

となる。この方程式の解は以下のような直交性、完全性老満たすo

f叫ア(xゆ x) コ 6ルηd仇川岬F泊J叫nd，内6々イ

2ε: 必ぽ)傘*(x'μゲ糾Z〆めFサ)川A必;)ヤい(いωZ刈=d仰(いx-x〆めrサ) 

(323) 

(324) 

(325) 
n，q 

次に以上の Bloch条件を満たす解から作られる Wannier関数老考える。

ω(吋(x-的 )=ζ1/2L:::e-i科必)(x) (326) 
q 

Wannier関数の逆変換は次のように与えられる。

べ;)(z)ニ IJ1/2玄eiqXiω(n)(x-Xi) (327) 

Wannier関数は以下のような直交性、完全性老満たすo

JdXW川一向州一j) = dn!ndij 

Eン(n)*(x'-Xi)切 (n)(X一向 = d(X -X') 

(328) 

(329) 

n，t 

次のような関数を定義する。

w(n)(x一向)= eik(x-xi)W(n) (X -Xi) (330) 

つd
F
h
u
 

Q
O
 



小林恵太

この関数は式 (328)、(329)を用いると次のような直交性、完全性老満たしていることが解る。

f 白仰W(糾n'め川，うヤ)μ*

乞W似 (n吋仰)*(いx'ι一Z均ωtけ)W似(加例n吋)ヤ(μZト一 Z均刈i) ei件戸4依州k叫(一，サ、)浴8(x一X'め1う)=8仰(いZ一x'めfサ(伊33沼鈎2幻) 

n，' 

ここで定義した関数は Wannier関数としての性質を満たしていることが解る。ここからは第 1バ

ンドに議論を限り、バンド指数は陽に書かないこと』こする。 Bloch条件から出てくる位相部分eikx

を除いたGP方程式の解はりk(X)= N;/2 fkO(X) = n~/2 Liω(X -Xi)である。よってGP方程式の

解は新たに定義した Wannier関数を用いて次のような形で書ける。

仰 = e伽乞n:/2ω(X-Xi) 

= L n~/2eikXiW(X -Xi) (333) 

GP解は Wannier関数老用いて展開係数ni=吋/2eikxiで、り(X)=玄iniW(X-Xi)と展開されて

いることになる。この結果はGP方程式を強結合近似することにより得られる DiscreteNonlinear 

Schrodinger方程式の定常解と一致する [23，42]0 

4.4.2 Gross-Pitaevskii方程式への強結合近似

GP方程式に対し強結合近似を行い化学ポテンシャルを決める。 GP方程式に式 (333)を代入

する。

(れ241一玩原+九pt(X)+ gnc乞eik(町4-243)WL(z)W44(z)-μ-EË} 玄 n~/2eikxi2Wi2(X) = 0 

(334) 

左辺から Wi:(X)を掛け積分する。ここで Wi(X)= W(X -Xi)である。

o = 写計(-←寸みムん九いい…li向川…4匂い山…2+川川 + 刊+ nceωe♂沙仰内〈4仇州的州k阿怜恥刷(伊似(

Xi4
町句i4一町句州?3ρ)

E?PPα
仇九Uili2i向M町i匂ω2がt

r .. . ( n2 θ2¥  
ん -J dx~:(x) t-~石原+九叶民(X) (336) 

Ui1 i2iai4 9 f同~(X)民(X)Wi:(X)附)問
Jみi向は複素数となつており弘、 Jみi内 =J花2L41となる 0 この結果は凝縮体に流れがあることに起因す

る。み
li2はilサイトから匂サイトへの波束の広がり老評価する量であるが、凝縮体に流れがある

場合には、むサイトかららサイトへの波束の広がりとらサイトから九サイトへ波束の広がりには

違いが出るはずである。そのことを反映して Jiti2は複素数となったと考えられる。以下で強結合

近似を行う。

乞ーんA/2eth2+(ncult14141一μ-E:E)叫/2eikxil= 0 

<il.i2> 
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ここで

l' / 1;;2 ~2\ 

J = ん 1+ 1 = - / dx ~: (x) t -~~ dx2十九pt)Wi1+1(X) (339) 

r ( Ji2 θ2¥  
J* み刊1= -J dx ~: +1 (x) t -~耳石2"+九μ Wh(x) (340) 

r / 1;;2 司2¥

z 九i1= / dx~: (x) t -~~t ;x2 +丸刈 Wi1(X) (341) 

U = α仇九d山ω川i1ωi1i1山1i1i1= 

とする0 化学ポテンシャルは次のようになる。

μ = _Jeikd -J本e-ikd十 Z十 ncU-eE 

2Re[Jeikd] + z + ncU -E::t (343) 

4.4.3 ハミルトニアン

量子場ゆ(x)をゆ(x)= eikx九(x)と改めて書く o 量子場ゆ(x)は次のように展開される。

る(x) eikx L: ai(的問(:.r)=玄白(t)eikxiWi(X) (344) 

量子場 (344)とGP方程式の解(333)老非摂動ハミルトニアンに代入すると以下のようになる。

r ( 示2 ~2 

EIo I dx ~ eik(xi2一向1)町1(z){-L云す十九pt-μ f ム...J . . "1 ¥ --， I 2m sx'2 

+ 芸E?4fyyyg仰似仰N川川n町印μnc
eik川e♂沙戸i伐州k阿(町句4一町句州吋3ρ岬)町町閃町即附3ぷρ川川(い例Z刈川)肝W帆町附九以山川4ぷρ(い叫Z

+ 玄 立竿;F主~νψei沙戸4依州附k削(

(345) 

このハミルトニアンに対して強結合近似を行うと

的=手{-Jeikda!ai+1 -J*e-叫山

十刊咋(いZ一寸μ川十付叩ηhω川cU

とな抗る0 蹴合近似を行ったハミルトニアン附してゐ =IJ1/22qek〆qXiと4=IJ1/22qル-iqxi

、また化学ポテンシャルμ=-2Re[J eikd]十 Z十 ncU-eE老代入すると以下の形を得る。

的=玄叫q九q+玄子(吟q九q十九一qekq十8;ム) (347) 

入kq 2Re[Jeikd(1-e
iqd)]十 εE (348) 

戸

h
d

「

0
0
0
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ここで J= jJlei6とすると入kqは

(r¥ • ， ， • qd ¥ .. (qd¥ ー
入kq= 4 jJ I sin ( e 十 kd 十 ~2- ) sin ~τ) 十臼 (凶)

このハミルトニアンの形は前節で求めた、凝縮体に流れがない場合のハミルトニアンと似た形を

しているが入kqの形が異なる。このハミルトニアンを対角化することにより、強結合近似化での

凝縮体に涜れがある場合の準粒子のエネルギースペクトルを求めることができる。次節ではこの

ハミルトニアンの解析を詳しく行う。

4.5 ハミルトニアンの解析

前節で得られたハミルトニアンの解析をこの節で行う。ハミルトニアンを次のような行列表示

で書いておく o

九=;日〆(k叫 -zj(入kq+ Unc) q q 

C句=(之)
) = (加山c) Uh) 

-Unc 一(入k-q+ Unc) 

(350) 

(351) 

(352) 

4.5.1 時開発展方程式

ek〆;q}こ関する時間発展老考える。

i/i ~ ( ~~kq ) = ( J九q，~~]， ¥ 
EK4-q/-K14-q九]) 

時開発展の方程式は次のような連立微分方程式になる。

thttbn=T(k九 n
dt四官 四百

(353) 

(354) 

いま T(kq)を対角化するような行列

(nω(+)o¥ 
O(kq)-lT(kq)O(kq) = E(kq) = I 'fMlkq V 

_ ¥ 
) 

¥. 0 
-

~k;)) 

を得たとする。このとき

(355) 

d 
in
dt 
6hbn

宮 = E(kq)b
崎
h
喧

bkq = O(kq)ー1ekq

= (主)

(356) 

(357) 

に
U

F
h
u
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となり、次の 2つの独立な方程式を得る。

thfE6Ln=hμバ+)ん.
dr'"喧 κq -"''1' 

この方程式を解けば6旬、 8;-qに関する解

丸山)= bkqe-ωift， b;-q(t)=bl-qe一味
)t

in ~ bt _ = ñw~一)U
dt

Vk-q - ltA.Vkq Vk_q (358) 

(359) 

を得ることができる。いわゆるノーマルモードの方法である。この結果老見るとらq、ほ-qの肩に

乗っている振動数必)、 ωお)老演算子b旬、え-qに付随する準粒子のエネルギーと解釈したくな

る。しかしこのようにして得られたらq、拡-qが全ての場合で正準交換関係を満たし、ハミルトニ

アンが対角化できるか確かではない場合がある。その本質は T(kq)が非エルミート行列であり複素

固有値を含むことに起因する。次に行列 T(kq)の性質を詳細に検討していく。

4.5.2 固有値方程式の解析

次の固有値方程式を考えてして。

T(kq)Xkq = hwkqXkq (360) 

2行2列の固有値問題なので T(kq)に対して二つの独立な固有値と固有ベクトルが存在する。

固有値ルむ) 酌クトル《)=(事) (361) 

固有値恥年) 国的トル叫)= (事) (362) 

払)kqは以下のようになる。

hμyu)=h必土hμJL (363) 

1 
nw込=5(入kq一九-q) (364) 

叫=;ぷ入kq+入k_q)2 (365) 

ここで性質として以下のことが言える。

ñw~q = nμJiq 

hωPLq=-bz 

lu.t仏=ー恥じ)

h必

(366) 

(367) 

(368) 

ド(入kq十立)+ Unc

州十17q)-hc)(12)=士伽吋;)(369) 

円

iro 
oo 
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この方程式は q→ -qに対して不変な形をしているので、次の性質を得る。

u~土) = u~土)り(土) = v~士)
kq - ""k-q' Vkq - Vk_q (370) 

以上より T(kq)Xkq= hwkqXkqとT(ト q)Xk-q=ル}k-qXk-qは同じ固有ベクトルを持つ。すな

わち

X~土)ー(土)
kq' = Xk~q (371) 

である。ここで T(kq)とT(k-q)の聞には次のような関係がある。

T(k-q) - ρlT(kq)Pl (372) 

この関係式と式 (368)を用いることにより

T(ト q)pベ:)=-huA;)ρベ:)
= Iiμじρベ:) (373) 

よって

X~一) _ ro_ ~(+) 
k-q - t'l....kq (374) 

を得る。ここでzじ=zL)より市)=P14)なので T(kq)Xkq=ルkqXkqの固有値問題の独立

な解は

ゐじ 、、EE
E

，，/

+
句
作
句

H

M

U

I

 

/
F
S
I
E
1

、

一一
、‘，
F+守

''z
、zn2
 

(375) 

hw!-) =-nω~+) 
ぉq κ-q

¥
B
l
a
t
/
 

+

q十

q

r
t
k
r
t
k
 

U

U

 

J
r
t
i
t
-
¥
 

一一+
q
 

，，‘、，
enm

 

'
i
 

ρ' 
一一

一
旬z

 

(376) 

であることが解る。以上の考察から 2つの独立な固有値と固有ベクトルの関係が解った。次に固

有ベクトル聞の直交関係を調べていく。固有方程式T(khU=ル322に左辺から 25)Tρ3を

掛けることにより以下の関係式を得る。ここで s、s'は+かーをとるものとする。

必)Tρdkq)zU=叫;)(22TMU)

=hLdk)(《)TP32U) (377) 

より

(恥じ)-bi?)(25)Tρ34)=O (378) 

-858一
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8 = 8' =十の場合

(z(+)Tρ32(+)、-
kq 1'd""'kq Iー

と規格化しておくo 8 = 8' =ーの場合

(379) 

(X~一)Tρ X~一)、kq P3o1;kq)一 (380) 

と規格化される。実際指)=ρベ;)老代入してみると(北)TPベ ;))=1と同じであることが解

る。次に sヲ'=8'の場合を考える。

(叫;)一叫?)(《)Tpベ?)=0

恥広)ヂ b包より (22Tpベ ;))=0である。よって次の直交関係を得る

(z(+)Tρxt-=)) = kq P3o1;kq)一

ここで式 (379)、(380)、(382)はBdG方程式の直交関係と対応している。

(381) 

(382) 

4.5.3 恥位)の具体的な形

ここで勘叫;位r;f)の具体的な形老導出しておくし0 いま入k旬q=斗 41JI凶討I巾十仙手到)トm叫i泊n(亨)+ε
払}~+吋) ~にこ代入する0 ここで ε の依存性老明らかにするPめに払)~+)E と表記しておく。_ ....... Ir'- Il).，Vkq 

九d(+)E-
kq 

hdRε 
kq 

hLAJLE 
kq |咋叩十kd)剖ベ子)+吋(山科山

ここで qニ O、ε→0としたとき固有値はギャップレスである。 ε→0の場合の固有値を表記して

おく。

nwi~) = Iiω込+hL4YL (386) 

Jiwむ 2111sin(8十kd)山 (qd (387)

L _ 'L:~ ( qd '¥ 1" I T I ___1 d. I '--1¥ ( ・ 2(qd，¥ I TT~ '¥ 
Jiwtq 2sin tτ) ¥/2111ω (8十kd)t 21JIω(8十kd)削 t'12~ )十Unc) (388) 

恥じ)が実の固有値である場合、その固有値が正である場合ルむ)>0と負になる場合恥む)<0

がある。固有値が負になるような状況はLandallir胸 bil均に相当する。おむ)<0となる条イ牛は

∞s(子)> c州 (389) 

口可
V

FLO 
G
O
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実固有値の場合の u旬、 Vkqは

、.，
F十

喧

''E
、，bn

M
U
 

Unc 

ゾ(U同 )2ー何回一内+Unc)

り(+) ~ヂヰ -IïμJL-Erne
kq

ーゾ川2_何回一叫+Unc) 

2 

(390) 

(391) 

ε→ 0の極限で UkO、VkOは発散を引き起こすがεを有限に保っている限り他の実固有値のモード

と同様に扱える。ただし ε→0の極限を取り系の対称性老回復させた場合の取り扱いには注意が

要る。この場合は BdG の方法と同じく量子座標として扱うことになる。払)~+)が複素数になるよkq 

うな場合老考える。ここでのその条件は

(nITI___/n I L..J¥_!_2(qd¥ I TT_ ¥ cos(8十kd)( 21J1 cos (8 + kd) sin:l ( 
'1n~ ) + Unc ) < 0 (392) 

\-，-，~'~--- ¥ 2 J 
. 
-~J 

であり、 Ilw~q が純虚数になる。複素固有値の解析は後で行う。固有値の Bloch 波数 q 依存性老図

示したものをつぎに示す(図3、図4、図5、図 6)。
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IJ: 
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図 4:固有値 (8十kd= 1) . 

qd 
3 ワ

ι 

hw~+) 
IOq 

IJI 

図 3:固有値 (8十kd= 0.5) . 

/¥《¥
3~ qd 

') 
い

〉

Unc 

卜JI

Unc 

IJI ー

1

6

 

一一一一

九
古
川
白
川

図 6:間有値 (8十 kdzp.図 5:固有値 (8十 kd= 1.55) . 
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固有値恥じ)が正、負、複素数になるそれぞれのパラメーター領域を図示すると次のようにな

る(図 7、図 8)。

qd U7~C1 

IJI 
2.5 ¥Ls… 2 

L:Landau instabi lity(負)1.5 

D : Dynam i ca I i nstab i I i ty (複素数)
。ム S D 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 θ+kd 

qd 

3 

2.5 

2 

1.5 

l 

0.5 

S 
0.5 

D 

図 7:相図立.Qf= 1 
IJI 

Unc 

IJI 

S :Stab le (正)

L:Landau instabi I ity(負)

D:Dynamical instabi I ity(複素数)

1 1.5 2 2.5 3 
θ+kd 

図8:相図立!Jf-= 2 
IJI 
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4.5.4 ハミルトヱアンの対角化(実固有値)

ここで実固有値の場合のハミルトニアンの対角化を行う。 T(kq)は以下の正則行列を用いて次の

ように対角化される。

。(kq)-lT(kq)O(kq)= E(kq) 

ここで正則行列 O(kq)とE(均)は

) = (ヴ)-41)
) = (事;5)

1(26)) O~fÇqJ- J. = detIO(kq)I ~ -:r-::) 
detlO叫 =uU)uU)-必)必)= 1 

である。上で定義した正則行列を用いて次のような正準変数老定義する。

b~ (り
。(kq)一1ekq

/一(+)日(+)¥/士¥

=13)311E) 
札 =(8;q6k-q) 

4qρ30
(kq)ρ3 

(付4q九引一寸川q

ここで定義された正準変数が正準交換関係を満たすこと老確カか、める0

lbkJLl = lurekq-必)eLrUeL一心)九一q'] 

ペ;)uiJ)16k〆んl-4;)uiJ)16k-μl-q]

(必)uU-ぺ;)必))Oqq' 

(393) 

(394) 

(395) 

(396) 

(397) 

(398) 

(399) 

~ ~OO) 

16KJkq'i == 14)ekqーペ;)己;-Ji;jeM-uiJ)4ーィ]

(-4)必)十必)心i)Oqーイ

= 0 

-863-

(401) 



小林恵太

このように正準交換関係が成立している。いま正準交換関係の成立に固有ベクトル閣の直交関

係(379)、(382)を用いた。上で用いた正則行列と正準変数を用いてハミルトニアンは次のように

変形される。

島 =iεP口£4;νい〆抑〆3TがTが(叫k均q

= i江乞4仇q〆抑ρ向ω3

= i εD別b拡;μ(伊拘k均叫q

となる。ハミルトニアンを行列表示からもとに戻すと

九=写(叫ゆq+;叫)一入kq-unc)) (403) 

となり、ハミルトニアンが対角化されることが解る。つまり実固有値の場合、恥む)は生成消滅

演算子 bkq~こ付随する準粒子のエネルギーと解釈できる。次;こゐ誌)が複素数になる場合老考察
する。

4.5.5 複素固有値

固有値luvkqが複素数となる場合を考るo このときluvi!)= nμJZ土nwrqのluvtqの部分が純虚

数になる。ここで恥L ー伽C と定義しておく、 hL44は実数である。
kq - "''''''''kq 

除 lbU)]=叫

叫吋)]=土叫

T(kq)の二つの複素固有値聞には以下の関係がある。

また

!iJJ.メ+)* -
fl:q 

恥む)* -

hμバ一)
fl:q 

-ルiti

T側 mUH=bu~じ)キ
_ t;，.，(ー)~(+)*
ー ''''"''kqdlkq 

であるので、固有ベクトル聞の関係として

aE(一)= æ~_~)
牢

kq - dlkq 

-864-
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老得る。つまり T(kq)の二つの独立な固有ベクトルは複素共役の関係になっているo また、実固有

値のときと同様に以下の性質が成り立つ。

z(土)=X~土)
k-q - d Jkq 

X~ー)一九市(+)
kq - 1'1岨'kq

市)=Pベ:)とzL)=《)*より次の関係が言える。

(410) 

(411) 

り(+)- ，̂(+)* 
kq - U，kq (412) 

すなわち固有値と固有ベクトルは以下の形になることが解る。

ル認) zQ)=(名) (413) 

I ̂，(+)*¥ 
ñw~~)* X~一)ー (+)*-ihi

kq' xkq' = xkq' = ¥ ̂:c+) J 
¥ "'kq / 

次に固有ベクトル間の直交関係を見ていく

(414) 

zi;)f内T側22= 恥;;乍;;)fρベ~)
=h.u.必(zij)fP32U) (415) 

h
ソよ

(叫;)*ー b叫;U?む)財(伊忽4《iZCr;??)
汁弘↑

が得られる0 そして、 s'= sニ土の場合

(416) 

(xi!)t P3xi!)) =。 (417) 

とならねばならないことが解る。 BdG方程式におけるゼロノルムに対応する関係式であるといえ

る。固有ベクトル (413)、(414)は確かに満たしている。次に s'ヲ'=sの場合、 s'=士、 s=干を考

える。

(hペア-h4447)(25)fρベ;))=。 (418) 

ここで恥F=恥む)より

(xi!)t P3xi!)) = (定数) (419) 

となる、これはBdGにおける異なる固有ベクトル聞での非直交の関係式に対応するといえる。いま

、】
F

、、.，，
F+マ

，t
・、E
a引g

 
q
u
 

o-

A
T
T
 

、、‘，
F一

q

，s-z
、znz
 

，，，‘、
- ，̂(+)山(+)山(+)*川(+)*

Ukq Ukq - Ukq Ukq 

= '1. (420) 

-865-



小林恵太

と規格化しておく。(市)tpベ:))=必)必)-471;)*が純虚数になる形をしているため、こ

のよう峨格化した。ここで固有ベクト川誌)，trは

u(+)-
kq ー

Unce''4 

炉C)2-何回一叫+川2

併や一片-Uh)etz

ゾ(Unc)2-何回一同十Unc)
2 

(421) 

u(+)*-
kq ー (422) 

である。

4.5.6 演算子の変換

複素固有値が現れた場合に Ckqはどのような演算子に変換されるかを考える。まず、次のような

正則行列を定義する。

}=(52)) 
O(kq)-l A 1_{  i山uk(+q)J山~.(+)本\1 

detO(kq) ¥ -必)*uQ)/

detO(kq)=t{1uk(+q )uk(+q )-u(Tq HUk(Tq)勺)=ー1

(423) 

(424) 

(425) 

この正則行列そ用いて次のような演算子を定義する。

¥、
t
i
f
f
'
'

・

句

寸

《

P
円
寸
F
W

f
F
E
E
-
-
¥‘

 

¥
E
t
i
-
-ノ

*
 

h

け
旬
刊
い
刊

・
制

M

U*
 

吋

q吋
q
¥
l
l
ノ

r
t
k
r
t
k
 

U

M

U

勾

q

-z

一
《
ん
f
b

/
I
1
¥

一《
B

一

/
F
E
l
t
-

、

一
一
一
一

n
w
a
 

Aq 
--。官

LA問

。
(426) 

(427) 

ここで定義されたんq、BLには次の性質がある。

AKq=A;-q 

bkq=-4-q 

(428) 

(429) 

また交換関係は

[Akq， B.ん]=叫;)ekq-4)コ;-Jiyek-4-43)eLl
= -i[ek〆んlui:)uiL)-t18k〆んlui;)本43)*

=-t(uQ)必-4~U)6d

= Oqq' 
(430) 
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また同じことであるが

となる。また

IAkq，ALi 

[Akq， Bk-q'] = -dqq， 

_ L;~.(+)ムイ~.(+)勺t ，;~.(+)λ ，;~.(+)勺t 1 
L b U，kq し化q- bU，kq """k-q'ιU，kイιk-q'- b Ukq' """kq' J 

= [ek〆ん14)uQY+14-JK一山ruiy
_ (~'(+)M(+)本山(+)*山(+)u . 

¥ U，kq U，kq' - U，kq U，kq' JVqq' 

= 0 

IAJLl === [-4)el-q+uUHekqp-476kーィ+uiL)6Ll
= 18;-JKーィ14)uQ)*十 [ek〆;414)%iL)
ー/川(+)*山(+)川(+L(+)*u . 

¥. 
Lbkq U，

kq' 
-

U，kq Ukq' IVqq' 

= 0 

も同様に得られる。以上で得られた交換関係をまとめると以下のようになる。

[山Aん仏k旬q，Jh;Lμイq']二 6知q四qq'イ"凶AんAkq何q，B忌kけ: 一dq，伺
ψq

(431) 

(432) 

(433) 

ここで定義された演算子はボゾゾ、ン型の生成消滅演算子の交換関係老満たしていないことが解る0 こ

こでは実固有値の場合の変換と本質的に同じ手順の変換を行ったが、複素固有値が現れる状況で

は交換関係が決定的に異なる。

4.5.7 ハミルトニアンの f対角化J(複素固有値)

正則行列 O(kq)-l、。(kq)はT(kq)を次のように対角化する。

また関係式

。(kq)ーlT(均)O(kq) = E(kq) 

一/恥じ o， 
-

¥ 0 払Ji;)キ/

4qP30件q)ρ3=(8k-qAL) 

から、ハミルトニアンは次のようになる。
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Ho 

一

一

;DLMK川一 L~(入kq 十 Unc )

i 乞Le偽ψLレμp内似3
咽，、 IJ.， .(+) n¥I A ¥ ， 

iF(丸一q AL)(? -叫!)*) lムピ:)-写iMunc)
-j工叫)bkJKq+叫HAAfEJj(入kq十 Unc)

j2〉む)ρ;qAkq+叫 )*A;qSKq一 εj(入kq+ Unc) (437) 

これを見ると、ハミルトニアンは通常の意味で対角化されておらず、調和振動子の代数と結びつ

かない。よって複素固有値弘)f+)を準粒子のエネルギースペクトルと解釈することはできないこ
kq 

とが解る。ここで演算子Akq(t)、Ekq(t)の時間依存性は

より

thJZAKq(t) dt -'.'1 

thflBkq(t) 
dt 官

一一

，..c+】.

[Akq(t)， IlO] =恥じ)んq(t)

[Ekq(仏企0]=ゐ比九(t)

Akq(t) = e-~Wkq ιAkq ， 
，<+)*， ^ 

Bkq(t) = e一円-qιBkq

(438) 

(439) 

(440) 

となる。全てのモード老考慮に入れたハミルトニアンは次のように対角化されることになる。こ

こで実固有値のモードに対しては qrとし、複素固有値のモードに関して qcとしておく o

品=乞叫が;qJKqr+;ε(叫24J怜+ルピAlAJ+(定数)

bkqr、Akqc、Bkqcとeqは次のような関係でつながっている。

CkQr Ukqん告十vω;-qr
Ckqc -1匂 AKqc+tu;J;-qc

これらの演算子を用いると、量子場ゆ(x)は次のよう展開されることが解る。

ゆ(X)
I ・ ~+)t ， ;-ー:，，(+) ~ ¥ エ(UkqrbkQre-ω何十りkqrb;-dtωh-qrtjetkzfkqz(z)

十 エ(-UkqcA 叫 A q)) 
( -1悔 Akμ一円qc十叫qA-qe吋-q什eikx!kqc (x) 
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これは第 1バンド内での正準交換関係

[O(x， t)， Ot(x'， t)] = d(X -x') 

[O(x， t)， O(X'， t)] = [が(x，t)，が(x'，t)] = 0 

を満たす展開となっていることが確かめられる。

4ふ 8 Bogoliubov-de Gennes方程式の固有関数の直交関係との対応

(445) 

(446) 

T(kq)Xkq =弘}kqXkqの固有値が複素数になる領域で、ハミルトニアンが如何に対角化されるか

を論じた。その際、「対角化jされたハミルトニアンは調和振動子の代数と結びつかず、複素固有

値は準粒子のエネルギースペクトルとは解釈できないことを示した。また T(kq)Xkq= IiMJkqXkqの

固有ベクトルXkq間の直交関係がBdG方程式の固有関数の直交関係と類似の構造を持つことに触

れた。ここでは強結合近似の元で求めた量子場の展開 (444)に現れる関数が、 BdGの固有関数の

直交関係と一致していることを示す。 BdGの方法での量子場の展開 (193)と同様に、強結合近似

の元での量子場の展開 (444)をdoublet表記で書くと以下のようになる。

岳釘(x刈) = 2工:(μU机蜘叫k怜ω告 ( 机 μ〆J一-iω叫ωω均k

十ε (十一i偽とι仏丸ωk均怜ω山山qcμ山Cパ点点(いいx)川Aんkq，〆ωω 十 恥 qc(z)8Lee-tω:qct

ここで式 (407)、(410)、(428)、(429)者用いた。また

争(x) い;)) ゆt(x)

( u~~!eikxjJし(x) \
加 qr(X) = し;2: 伽ム(~) ) 

/ 一切にe
i町長(x) '¥ 

とkq c ( z ) = l-l
k-tuu~-tbk-J)/ 

/ (Lいzム一命(x)'¥ 
zkqr(z)=11+)-z z q l  

kkqre k fら(x)) 

/?d町一qc(x) '¥ 
ηkqc(X) = \必e叫ん(~;) 

(447) 

(448) 

(449) 

(450) 

であるo Ykqr(X)、Zkqr(x)は実固有値に属する関数であり、むqc(X)、ηkqc(X)は複素固有値に属す

る関数である。ここで実固有値に属する関数Ykqr(X)、Zkqr(x) 

Zkqr(X) =ρlYkqr (x) (451) 

という関係老持つ。これは BdG方程式の固有関数が満たす性質 (157)と対応していることが解る。

BdG方程式で定義した「内積J(162)を用いて、 Ykqr(X)、Zkqr(X)、私qc(x)、ηkqc(X)聞の直交関係

を調べる。まず Ykqr(X)、Zkqr(x)間の直交関係は

(Ykqr (x)， Ykq;(X)) 

(Zkqr(X)， zkq;(X)) 

(Zkqr(:r)， Ykcf..(X)) 

(u(+)(+)-u(+)u(+)}6 ，=dF 
kq; uki -vkq; vki )Oqr 

(ui242-uUui2)6qrr-6M 

= (必42-uiL)ui2)九-cf..= 0 
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となる。これは BdG方程式の固有関数間の直交関係 (167)、(168)、(171)と一致している。次に

とkqc{X)、ηkqc(X)聞の直交関係は

(と怖い)，匂(z)) = (42本ui2-ui242刊 (455) 

(η'kqc(X)，ηM(z))=(ui2ui2キ -ui2*ui2)6M=O (456) 

(ekqc(X)，η同 (X)) = 一(uir42*-ui242)丸_q~ = i丸-cfc (457) 

(η悔い)，仇(X)) = 一(ui2ui2-u;2*uU)丸一q~ =-iι4 (458) 

となることが解る。式(455)、(456)はBdG方程式の固有関数のゼロノルム (209)に一致している。

また式(457)、(458)は異なる固有値に属する固有値間の非直交関係(211)に一致することが解る。

これらの直交関係の一致から T(kq)Xkq=ルkqXkqの固有値が複素数になる場合と、 BdG方程式の

固有値が複素数になる条件が同ーのものであることが結論づけられる。

5 まとめと展望

本論文では光学格子に閉じ込められた中性原子のBose-Einstein凝縮に焦点を当て、場の量子論

に基づ、いた解析を行った。この研究で試みた事とその結果老以下に述べる。

第 2章では中性原子気体の作用とハミルトニアンを与え、自発的対称性の破れに基づき秩序変

数を導入した。ここで対称性老微小に破る項 (breakingterm)を導入した。 breakingtermのお

かげで赤外部の正則化が行え、後に Ward-高橋'恒等式の議論が可能になる。また秩序変数が従う

Gross-Pita怠vskii方程式の導出を自己無撞着に行った。

第3章では非摂動ハミルトニアンを対角化するのに一般化された Bogoliubov変換を用いて対角

化を行った。この場合は凝縮体に流れが存在せず、凝縮体を実数とした。一般化されたBogoliubov

変換を用いた方法では場の量子論の基礎である正準交換関係が満たされていることを確認した。次

にBogoliubov-deGennesの方法を用いて非摂動ハミルトニアンの対角化を行ったo まず、凝縮体

に流れが存在し、 BdG方程式の固有値が実である場合の対角化を行ったo BdG方程式も正準交換

関係老満たす場の展開が得られるが、ゼロモードに関しては量子座標として扱うことになる。次に

BdG方程式の固有値が複素数になる場合に BdG方程式の固有関数閣の直交関係について述べた。

第4章では強結合近似のもとで非摂動ハミルトニアンの対角化を行ったo 強結合近似のもとで得ら

れた準粒子とその真空が、元々系が持つ位相変換不変性老維持したものであること老確かめるため

Ward-高橋J恒等式の成立を確かめた。次に凝縮体に流れがある状況下での強結合近似を行い、ノーマ

ルモードの方法を用いてハミルトニアンの対角化を行ったo その際、運動方程式品会弘q= T(kq)九q

を解くにあたり、固有値方程式T(kq)Xkq=払JkqXkqの固有値弘Jkqが実数の場合にはハミルトニ

アンは対角化され固有値弘Jkqは準粒子のエネルギーとみなせることを示した。また固有値払Jkq

が複素数になるパラメーター領域が存在し、その場合に「対角化j されたハミルトニアンは調和

振動子の代数と結びつかずおck空間で表現できないこと老示した。よって複素固有値は準粒子が
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持つエネルギースペクトルとは言えないことが解った。また BdG方程式の固有関数間の直交関係

と強結合近似の元で得られた量子場の展開に現れる関数が持つ直交関係が一致することを示した。

このことにより強結合近似のもとで複素固有値が現れハミルトニアンが対角化されないパラメー

ター領域と BdG方程式において複素固有値が生じる条件が一致していることが解った。

本研究では光学格子に閉じ込められた中性原子気体の Bose-Einstein凝縮において、場の理論的

な観点から、如何に量子場の正準交換関係を保ち、非摂動ハミルトニアンを対角化するかという

ことに焦点老当てた。本論の後半に於いて光学格子において凝縮体に流れが存在する場合の解析

を行うために強結合近似を用いた。その場合、非摂動ハミルトニアンが通常の意味では対角化で

きない領域が存在することを示した。この状況がBogoliubov-deGennes方程式の固有値が複素数

になる条件と一致することも解ったが、 Bogoliubov-deGennes方程式の固有値が複素数になるの

は光学格子の系に限った事で、はなく多重渦度を持つBEC等の凝縮体に流れが存在する場合には一

般に起こりうることである。本研究ではその様な状況においては、多くの研究で言われるように、

複素エネルギーが現れるわけではないこと老示した。ただし複素固有値が存在する場合の物理的

な意味についての知見が得られたわけではない。今後の課題として、複素固有値が存在する場合

に凝縮体にどのようなダイナミクス老与えるのか明らかにしていきたい。
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付録A 量子補正 (Hatree圃 Fock-Bogoliubov-Popov近似)

光学格子中の BECに強結合近似を行う際に粒子が局在しているような状況を想定して行った。

そのため粒子聞は強く相関していることになるためハミルトニアンの高次の項を考慮に入れる必

要がある。ここでは量子補正としてHatree-Fock-Bogolillbov-Popov近似という平均場近似を用い

てハミルトニアンの高次の項の寄与を取り入れる。ここで GP方程式の解v(a)は実とする。

付録 A.l Hatree-Fock岨 Bogoliubov-Popov近似

ハミルトニアン

丸 = / ポ仇叫zベ[ド伊似附附品が州仰州f代b切刷(いω州Z刈刈)(K+V一寸μ州

) +づ3( 4伽dりv2(ω (い例W附z吋M判)ゆ州6訓仲削(μωz刈)+判川J代2(伊例仰附的M州)ゆ4伐伶例州(い例ω2刈が)戸2+打川J代2(ω2句2(Xμ例z刈))リ] (仰側

Ilr = Il:1
) + Il?)十企j4)

= /州司(れ…gv2(a)-cl) 4>(X) 

十がい)(K + V-μ+ gv2(a) -εε)υ(a) 

十g(v(a)が(x)品川)る(x)+ v(a)が(x)ふ(x)る(x)) 

づるt(x川 z川 (460) 

に対して Hatree-Fock-Bogoliubov近似を行う

が(x)が(x)ふ(x)~が(æ)が(æ)}ふ(x)+ 2(が(a)ぷ(a)}が(x) (461) 

が(x)ふ(x)品(x) ~ (4)(a)必(a))が(x)+ 2(が(a)ふ(a))が(x) (462) 

が(x)が(x)品(x)ふ(x) ~ 4(が(a)ぷ(a))る(x)ぷ(x)

十 (が(a)が(a)}ぷ(x)品(x)+ (品(a)争(a))がい)がい (463)

Hatree-Fock-Bogolillbov近似ではトラップをなくす極限でエネルギースペクトルにギャップが現

れてしまうことが解っており、南部Goldstoneの定理を破る近似である。そこで Popov近似 [45]

を行う。次の2項を落とす。

(ゆ(a)ゆ(a)}

(が(a)が(a))

このときハミルトニアンは次のようになる。
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II = Jd3x [V州 +V -Jl-t::E十9{v2
(a)十 2(が(a)4>州め)

+が(x)(K + V-μ-eE十9{v2
(a) +引が(a)仰))})υ(a) 

+が(x)(K + V-μ十9{v
2(a) + 2(が(判長(a))})め)

づ÷ゲ併v2代内2引ヤ切州川州(伊例叫州忽吋川州州)べ巾か(4)伊品がf代勺切t(x)4>(山(い例W附仰州Z刈M判桝)泌州附附4訓仲削(いωZ刈)+叫叩叩4似怜制(いωZ刈)怜削仙山)+4>リ仰州4ρ約ん州川川f町bいt(x)4>いω(x)4>吋x)4>沙4

ここでHFBP近似のもとでの GP方程式は次のようになるo

(K+V 一μ 一叫 g{←ドいJ代2(伊例忽叫)+は2引M州州(ω仰4が州f代(a叫M州)ゆ刈4釘仰削(伊例忽吋刈)

つぎのような 1体の Schr，町rる“di泊ng伊er方程式を考えるo

(K+V-μ-引 9{v2
(a) + 2(が(a)仰))})ん(a)=伯仲(必8)

ここで fq(a)はBloch条件を満たす解

fq(a)ニ e"，q・2ん(a)

ん(a十G)=ん(a)

(469) 

(470) 

である。次に強結合近似のもとで非摂動ハミルトニアンを対角化した時の量子場の展開との類推で

釘仰忽吋) = ~乞二(いu匂叫qfl州f (471) 

品が仰f町い(何♂) = ~二(叫(æ)弘一り出æ)bq) (472) 

とする。ここで

(が(a)仰))= Lv~ん(æ)f~(æ) (473) 
q 

となる。 Bloch条件老みたす関数fq(a)から作られた Wannier関数を用いて fq(a)とGP方程式

の解は

ん(a)=ζ1/2 I: eq.:r.iw(a-的) (474) 

ゆ)= (封、ω(a-ai) = n~/2 I: w(a -ai) (475) 
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と書ける。これを GP方程式に代入し左辺から切れ(a)を掛け積分を行うと次の式が得られる。

工(!んむ(a仙川町2(a))-μ-Ef 

十三[91lc+ 2g ~: ei*"-~")l (Jんはz川

強結合近似を行うことにより化学ポテンシャルは

μ= -2(dhn) x山 u(1lc十2ず)-a(dim = 1，2，3) 

となる。ここで

z /んi(a)(ーか2+ゆ(♂))町(a)

である。

付録 A.2

J 

U 

-!んか)(tv2+ぬt叫山(a)

9 !d3
X山内

ハミルトニアンの対角化

ゆ(a)= Li ai叫 (a)と展開する。

H !め[t.t， (←トいいい叫叫州山州1パμ川(伊例仰忽刈)

+95[トη向いいcけc+2は2干;2手争!ト←ei仇一町叫吋4ρ)い

+ 乞 今争れ叫叫4九1川川叫刷仇仇州山切向町叫山4九以ω4(μ(伊州忽

強結合近似を行う

立=-JZajaj十計十一μ+Ulnc+5231)恥+子仰+い44))
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(483) 

(484) 

(485) 

-6 x山 u(いず)-a
18-

1
/
2 L eqei刊

ζ1/2zeLe-4q-Z4 

一

μ 

αi 

aj 

ここで

(486) 

(487) 

むq48q+工手 (2eteq+ e一向+61qe;)

2J (3-L cos叶ct

H 

t q 

を代入する。

(488) 

次のようなBogoliubov変換で対角化できる。

uqcq+wLq 

Uq4 + vqe_q 

bq 

6L (489) 

(490) 

(491) 

片(1+向十口九nc)2

H(-1十山口でwn;:)2) 

(492) 

ハミルトニアンは次のように対角化される。

LZ(EqbLbq+(Eq 十 Unc)v~ -UnCuqvq) 

Eq=内十2Unctq

三c叫qo 

/
r
t
t
E
1
1
¥
 

J
 

9山T
t
 ε

 
+
 

c
 

n
 

U
 

つ臼十工COS(qid)]q
t
u
 

J
 

q
h
 

/
F
2
1
E
t
t
¥
 (493) 

エネルギースペクトル Eqはq→ 0、ε→ 0の極限で、ギ、ヤツプレスになっていることが解る。こ

の結果は HFBP近似を行わず、非摂動ハミルトニアンを対角化して得られる結果と同じ形老して

いる。
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