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油滴運動の数理モデルとその数値計算法

長山雅晴(金沢大学大学院自然科学研究科)

1 はじめに

等温系において化学エネルギーを力学的エネルギーに直接変換する問題は生命のエネルギー変

換を理解する上で非常に重要なテーマとなっている.この問題に対するアプローチとして、実空

間上でのモデ、ル系を提出し、その解析を行うことは有効な手段と考えられており，そのモデル系

として界面活性剤を使った実験系が知られている.その中の 1つに水面に浮かぶ界面活'性粒子(樟

脳)の運動がある.樟脳粒子は表面張力を変化させることによって水面上で、自発的に運動すること

が知られており，固形樟脳のスイッチング、現象， 2隻の樟脳舟の引き込み現象，樟脳酸舟の間欠運

動等が提示されている.このような実験系のほかに，界面活性剤水溶液 (STAC溶液)中での油滴

(ニトロベンゼ、ン液滴)運動の実験がある.負に帯電したガラス基板を陽イオン性界面活性剤溶液

中に入れると、ガラス基板上に疎水基を水相に向けた界面活性剤 (SAT+)が吸着し，基板表面は

親油性となる.そのガラス基板上に油滴をおくと，油滴はガラス基板上の SAT+を油滴中に溶か

しながらほぼ等速運動する現象が観察される.我々はこれらの現象を再現する数理モデ、ルを提出

し，数理解析を行うことによって現象の発生機構を明らかにしてきた.

本研究で扱う現象は水面上を動く油滴(ペンタノール)の運動である.この液滴の運動は液滴の

大きさに依存して，並進運動や油滴の分裂・合体現象を起こす乙とに特徴がある.これまで、扱っ

てきた数理モデ、ル化で、は油滴の分裂や合体を再現することができない.そこで，我々は分裂や合

体を再現できる油滴運動の数理モデルを構築し，その運動の数理的機構を明らかにすることが目

的である.

2 数理モデル

水面に展開されるペンタノール分子膜のモデル方程式を次のような反応拡散方程式によって与

える:

妥=仙一仰)+ g(u， v). (1) 

ただし，h(り)はペンタノールの昇華を表す関数であり，例えば，h(り)= k1vとする.k1は単位時

間当たりの昇華率を表す.また，g(叫り)はペンタノール液滴から分子膜が供給される効果で

J k2(りo-v)匂，u > 0， 
g(u，v) = < 

I 0， u =0 

とする.ただし，k2，VOはそれぞれ供給率，ペンタノール分子膜の飽和濃度を表す.次にペンタノー

ル液滴の運動方程式を導出する.u(t，x)を時刻t，場所Zでの油滴の高さ，Tを油滴と気相聞の表

面張力とする.このとき，油滴が変形したときの弾性エネルギー(表面の弾性エネルギー)1は

Ul = I (Ty'l + Iヤul2)dx (3) 
Jf! 

(2) 

となる.図 1から油滴界面が移動するときのエネルギーは

U2 = I (，wo(υ) -Tcos(})χu>odx = I (γwo(v) -Ty'l -(Q/T)2)χu>odx (4) 
Jf! Jf!、 J

1本来ならば基準エネルギーとしてベンタノール分子膜のない気水界面の表面エネルギー γwo(O)を弾性エネルギー
から引かないといけない.
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1l > 0， 

1l = O. 
(5) 

である.また，油滴の運動エネルギーは

Tcos8 

T 

一一一一"".Tsin8 

図1:油滴の気水界面で、の表面張力のつり合いの模式図 :Qヲヴ'woはそれぞれ垂直抗力，気水界

面表面張を表す.
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となる.以上から次のラグラジアンを得る:

ι(1l) = U1 + U2 -K  

~(←いいN附ゾ1+川吋叩川+叶叩叩叩1\7阿阿マm引刊叫1l叫tバl
また，液滴の膜の厚さが十分薄い((}が十分小さい)と仮定することで次のようになる:
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油滴の体積は実験においてほとんど変化しないことから，初期の油滴体積 Vを保存する条件

(7) 

を課す.(6)から第一変分と lnn町 variationをとると，次のような波動型自由境界問題が得られる:

σ11.u = Tム1l+λ (t，x)ιDT n {u > O}ぅ (8) 

(9) TIマ7}.1
2-σ(川)2= R(v)ぅ (t，x)E DT n 8{u > O}. 

ただし.D1" = {(tぅx)E R+ X R tε(0ヲア)，:r εD}う
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ここで我々は.自由境界問題(8)，(9)を近似した次の方程式を考える:
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χu>OσUtt = TL¥u -R(υ)(χe)'(U)十入χu>O・ (12) 

この方程式に対して ε↓0とすると，形式的には(8)，(9)を導出することができるので，我々は油

滴の数理モデルとして(12)を採用する.従って，我々はペンタノール液滴の数理モデ、ルとして次の

方程式系を得る:

生=dL¥v -kl v + g(u， v)， 
θt 

J k2(vo-り)u，u> 0 g(u，v) = < .."，，-u 

0， u = 0 

Xu>oσUtt = Tムu-R(り)(χe)'(U)+入χu>o，

入=よ I(TI日 1
2
十 σ山 ttXu>o)dx

Y Jfl 

(13) 

境界条件は

ZM=生仰)= 0， x EθQ あるいは ~~(t ， x)=u(t， x)=O， xEぬ (14) 
θυ 

θη 

とする.ただし ηは00の外向き法線ベクトルである.初期条件は

u(O， x) = uo(x)， Ut(O， x) = 0.0，り(0，x) = 0.0. (15) 

を与える.ただし，uo(x)はQ上にコンパクト台を持つとする.

3 数値計算法(離散勾配流法)

時間微分の係数が不連続関数である方程式(12)に対して差分化することや体積保存条件(7)を満

たす差分方程式を導出することは困難である.そこで，非線形波動方程式(12)の数値計算を実行

するために汎関数

r (-'un -2Un-l + un-212 2¥  = ~ I (σlχu>o +TIマulZ+ 2R(υ)χe ( u) ) dx (16) 2 Jfl¥ h2 A "U'?U I ~ 1 • ~I I -~~\V/A \~') 

の最小化関数を許容空間

κv = ~ u E W1，2(f2， R)j 竺=0 あるいは u = 0 on飢 I 1.此=17} (17) 
l V d> J0. J 

において探す数値計算方法を採用する.この計算手法においては体積保存条件を自然な形で満た

すことができる点に特徴がある.この計算手法を用いてモデル方程式(13)の数値計算を行った結

果，油滴の等速運動を再現することができた.さらに，まだ不完全ではあるが分裂現象も再現す

ることができた.
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