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講義ノート

ホール伝導度と位相不変量

青山学院大学理工学部物理・数理学科 御領潤1

(2007年3月27日受理)

このノートは、 20 0 5年 8月27日から 29日にかけて油壷観光ホテルにて行われ

た、東京大学生産技術研究所羽田野研究室の夏合宿の講義ノートに手を加えたものであ

る。簡単なモデルを用いて 2次元電子系のホール伝導度と位相不変量の聞の関係を導出

するテクニックを紹介するのが目的である。 2次元における磁場中ブロッホ電子系および、

ディラック理論のホール伝導度と位相不変量の聞の関係について入門的なレビューが行わ

れている。近年、これらの知識は異常ホール効果、スピンホール効果、異方的超伝導等の

様々な分野で盛んに応用されている。最近の進展に関してはコメント程度しか与えられて

いないが、それらの論文をフォローするための計算力養成にお役に立てば幸いである。

1 イントロダクション

まず、ホール効果と空間の対称性の関係、および位相不変量に関する簡単な紹介を行

う。以下、特に断らない限り 2次元系を議論する。

1.1 ホール効果

ホール効果は、電流に対してその垂直な方向に電場が発生する現象である。式で書けば

Jx =σxyEy 

である。ここで、 Jxは電流密度であり、 σ却をホール伝導度という。

まず、対称性の観点から式 (1.1)の特徴をみてみよう。
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1.時間反転対称性を破る。ここで、時間反転変換を T:t → -tとする。

まず、電流密度J= e (d~/dt) は時間反転に対して

J=e¥菩〉LJ (1.2) 
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御領潤

と符号を変える。また、マクスウェル方程式

マ.E=Pe (1.3) 

と電荷密度んが時間反転で変わらないことに注意すると、電場Eは時間反転不変

であることがわかる。したがって式(1.1)は時間反転対称性を破る。

2.パリティを破る。

まず、 2次元におけるパリティ変換を定義しよう。 3次元のパリティ変換はすべて

の座標の向きを入れ替えることによって定義される。仮に 2次元でも同様に定義す

ると

Z → -x， y → -y， t → t 

となる。ところが、この変換は座標系を 180度回転させたことにほかならない(図

1)。

y x 

1800 

x y 

図 1:2次元面の 180度回転。

そこでパリティ変換を次のようにしておく(図 2): 

P: x →一丸 U → y， t → t. 

y y 

P 

x -x 

図 2:2次元面のパリティ変換。

すると、電流密度fは

P: み→ -Jムゐ→ Jy
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「ホール伝導度と位相不変量J

となる。また式(1.3)は

DδnθD  マ.E=Pe 二→ --;-E:十 -EJ=peδx-x θy y 

となる。ここで、 E~ ， E:.は変換後の電場の成分である。マクスウェル方程式の不変x '~y 

性から

ヰ=-Ex， E: = Ey 

であることがわかる。したがって式(1.1)はパリティも破る。

3. J上Eより仕事ゼロ。よって、エネルギー散逸がない。

着目すべき点は、パリティPの破れと時間反転対称性Tの破れである。 PやTの破れ

を引き起こす原因のひとつに外部磁場があげられる。磁場 5は、 P変換やT変換で
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である。これは、マクスウェル方程式

→→ θB 
マxE二一一一

θt 

において

P: ゐ→一δ~ ， 8y → θ~ ， 8t →8t 

であるから、

5 工~ EP =-E (1.4) 

となることがわかる。時間反転に関しては

T: t →-t，マ→マ，E→E

となるので、

Eム ETニ -5 (1.5) 

となることが分かる。

Pおよび Tの破れからホール効果が生じる。特に、(後に詳しく述べることになるが)

2次元電子系で励起エネルギーにギャッフ。が存在する場合は、ホール伝導度が普遍定数

e2/2π厄cの整数倍に量子化される。すなわち量子ホール効果が生じる [1]0

2次元Dirac理論の質量項も、磁場と同様Pおよび Tを破る [2]。この場合も量子ホー

ル効果が現れる(励起ギャップの条件はゼ、ロでない質量項があることから自然に満たされ

ている)。量子ホール効果は磁場下の系特有の現象ではないことに注意しよう。蜂の巣格

子系における無磁場の量子ホール効果を指摘した論文として、文献 [3]も有名である。
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御領潤

1.2 位相不変量

位相不変量とは、関数が持つトポロジカルな性質、すなわち関数形の連続変形に対して

もrobustに生き残る性質を特徴づける量である [4]。例として genus数 9(曲面に開いて

いる穴の数)がある(図 3)。すなわち、位相不変量は関数形の詳細によらず、その大局

。一
一

図 3:曲面に聞いている穴の数は、連続的な変形に対して不変である。

的な構造のみによる。また、とびとびに量子化された値を持つという特徴も見逃せない。

位相不変量が物理量として顔を出す例として最も有名なものの 1つに量子ホール効果が

ある。位相不変量とホール伝導度の関係を導くのがこのノートの目的である。

第2節では、磁場中 2次元ブロッホ電子系のホール伝導度がチャーン数と呼ばれる位相

不変量で表されることを紹介する。オリジナルは文献 [5，6]である。第3節では、 2次元

ディラック系の無磁場で生ずる量子ホール効果と位相不変量の聞の関係を議論する [2]。な

お、以後、 li=c=lとする。

2 磁場中の 2次元ブ口ッホ電子系のホール伝導度

2.1 ブロッホの定理(磁場がない場合)

2次元周期ポテンシャル中の電子を考える。ここで、簡単のために周期ポテンシャルは

正方型であるとし、格子定数を αとする(図4)。

f 

• 

• 
α 

v--α一、 • 
図 4:格子定数αの結品格子。
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「ホール伝導度と位相不変量」

まず、磁場.8=0とする。ハミルトニアンえは弱束縛近似では

ニ2

え=会+U(i) 

である。また、ポテンシャル U(i)はM，Nを整数として

U(i) = U(i十Mαex+Nαら)

を満たすものとする。

ここで、並進オペレーター Tllx= eillX・5とハミルトニアンの交換関係を調べてみよう。

ムi=RMN= Mαら+Nαらのとき

[H，T，ムx]= [U(i)， Tllx]ニ U(i)-U(i十 RMN)= 0 (2.1) 

となる。したがって、

(同(め=山)K5 n→ (2.2) 
Tiil.lψ五(i)= e向 ，1.

kψf(i)

なる同時固有関数ψ五(i)を考えることができる。ここで、 M=N=lとした。

Tiil.lの固有値 eiakx+iakyの独立な自由度として

つリつ占
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ととることができる。この領域を(第 1)ブリルアンゾーンという。

また、

(作今(向め = e
i

〆刈~仰Eμ~旬旬sち旬WηUf(i伊仰5め)-司e 

行 eik・5行五e-ik.x
(2.4) 

とおくと式 (2.2)より

チfF五(i)= E，伊五(i) (2.5) 

が成り立つ。さらに、

T互MNψ五(i)= eiRMWkψ五(i)= ei長MWkeik.xu五(i) (2.6) 

であり、他方

T長MNψf(i)=ψf(i+互MN)= ei
長
MN.fe

耐
Uf(i+ RMN) (2.7) 

であるから、

句 (i+RMN)=句(i)

が成り立つ。これはブロッホの定理として知られている。

(2.8) 
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御領潤

2.2 磁気的ブリルアンゾーンとブロッホの定理

次に、 Z軸方向に一様磁場B=B乙をかける。このとき、ハミルトニアンは

え=zL(pd)2十時)
L，m 

である。ここで、ベクトルポテンシャルZは

A二 15×B.
2 

(2.9) 

(2.10) 

ととることにする。このゲージは対称ゲージと呼ばれる。もちろん、他のゲージをとって

も物理量に対しては同じ結果が得られる。

ハミルトニアンをiZMNだけ並進変換してみる。すると、

I 1 f" → e=， ='¥2 I →¥|  

T互MN1i 12~ Cp+ eA十三RMNX B) + U ~X+RMN) I TRMN  

ヂ冗T長MN (2.11) 

となり、並進不変でないことが解る。とれは、 Aが5にあらわに依存しているからであ

る。そこで、次のようなオペレーターを定義しよう:

すると

Tr; ei長MN'(ふe正)
ILMN 

ei長M N・0-55×5).

むMNH
e州旬以li)[去いiE×5)2+U(5)]

e白川一肝 (Ex互MN) Iよ(れ25×EY+U(5)|
12m¥2 ノ|

I 1 f" → e →→ e →→ ¥2 __ ，.. I 
= 12~ ~P十 eA 十三RMNX B十戸 X RMN) 十U(め!日MN

(2.12) 

ー冗TRMN (2.13) 

となり交換する。ポイントは、互のあらわな5依存性により生じた項をゲージ変換の自由

度を用いて吸収したことにある。

ここで、図4にある周期ポテンシャルの単位胞のまわりのふたつの経路1，IIそれぞれ

に沿ったTによる並進変換を比べてみると、

TaιTaεy 
eiae'x.(戸'-eA)eiaら・(p-eA)

eiα(Þx-~yB)eiα(九十~xB)

-eideBTduえら (2.14) 
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「ホール伝導度と位相不変量」

となり、交換しない。これはアハラノフーボーム効果である(図 5)。式 (2.14)を単位胞を

通る磁束争 =Ba2、および単位磁束量子争0=2π/eを用いて書けば、

円 it ~ 

TaexTaey = e“ 情TaeyTaι (2.15) 

となる。ここで、争/争0 =p/q (=有理数)である場合は、一方向を q倍した経路について

Taex九両 =TqaeyTaι (2.16) 

が可換になる(図 6)。

以上により

[チi，TaeJ= [冗，Tqαゐ]= [Taι?九aey]= 0 (2.17) 

が成り立つ。このような不変性は磁気並進不変性と呼ばれている。したがって、ブロッホ

の定理の拡張として (?mz(5) ニ山(i)
¥ι宙mk(i) e

iakx
世間五(i)

九αら守m五(i) eiqaky世間五(i)

となる同時固有関数世間五(i)が存在する。ここで、添字mはバンドを意味する。

き、ブリルアンゾーンは

(2.18) 

このと

7: (2.19) 

一一一く k く一一
qαqα  

であることがわかる。これを磁気ブリルアンゾーン (MagneticBrilliouin Zone，略して

MBZ)という。

式 (2.19)からわかるように、ブリルアンゾーンと比べて MBZは面積が l/q倍になって

いる。但し、自由度が l/q倍になったわけではなく、 1つのエネルギーバンドが q個のバ

ンドに分かれる:

々
川

歩・

1〉

図 5:周期ポテンシャルの単位胞のまわりの 2つの経路Iと経路II。
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式 (2.2)と同様に、

とおくと

a 

図 6:y軸方向のセルの長さが qα になった単位胞。

(九五同=ヘ;;(X)4 

?主 eik.x行;;e-ik・5

?fzumE(5)=EmEUm五(x)

(2.21) 

(2.22) 

が成り立つ。ここで、 {Iurn;;)I m = 1，2，….q}はEを固定した Hilbert空間で正規直交完

全系をなす。すなわち

である。

式 (2.18)と式 (2.21)より

(MmE)ニル
L:rn Iumk) (urn;;1 = 1 

Taι守m;;(X) e
iakx

雷同区(X)

ei;;.(x十αι)um五(X)

である。また、式 (2.12)より

えι申m五(X) ニ eiα(Px-~yB) 世間五(X)

e-i手yB曽m;;(X十αe'x)

e-i弓EUed・(x+αι)
匂m;;(X十 αex)

である。したがって、

旬間五(X+αEL)=ei弓互YU
m五(X)

であり、同様に

Urnk(X + qαゐ)= e-i与互XUmk(X)

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

であることがわかる。ゼロ磁場のブロッホの定理の場合と比べ、余分な位相がつくことに

注目されたい。この余分な位相はゲージの取り方に依存する。
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「ホール伝導度と位相不変量J

2.3 断熱近似とベリ一位相

この節ではいったんブロッホ電子系から離れて、断熱近似とベリ一位相のお話をする。

断熱近似は、系のハミルトニアンがゆっくりと時間変化する場合に使われる近似法であ

る。 tをパラメタと見なし、時間 tを固定したハミルトニアンの固有状態を争α(x;t)とす

る。(ここで αは系がもっ良い量子数の組で、エネルギー準位のほかにも、系が並進対称

な場合は(結晶)運動量、回転対称な場合は各運動量を指定するインデックスの組み合わ

せである。)すなわち、争α(x;t)は

冗(t)争α(x;t) = E.α(t)争α(x;t) (2.30) 

を満たす解であるとする。

ここで、時間変化が十分ゆっくりで、かつ各時刻において異なる準位聞のギャッブPは十

分大きいとする(図 7)。このような場合、準位間遷移は起こらない(断熱定理)。すなわ

ち、時刻 t=Oに固有エネルギー Eα(0)を持つ状態 φα(x;0)は、時刻 tには固有エネル

ギー Eα(t)を持つ状態争α(x;t)となる。よって、初期条件宙(t，x) =争α(x;0)の下で、断

熱近似による解は

世(t，x) ~ e-iJ~ d印 a(t')十i'i'a(t)争α(x;t) (2.31) 

と書ける。ここで、位相因子
e-iJ~ dt' Ea(t')+iヴa(t)

の前者 e-iJ~ dt' Ea(t')は動的位相因子と呼ばれている。また、後者 ei'i'a(t)における γα(t)は

式 (2.31)を時間依存するシュレーディンガ一方程式に代入すると求まる。結果は

γα(t) = rt 

dt' (争a(t') I三|φα(t')) 。 ¥|θt'I-U¥-'j

である。この量はハミルトニアンの各瞬間の固有状態争α(t)の位相の選び方(ゲージの

選択)に依存する。ゲージの選び方は任意であるため、 γα(t)は非物理的な量である。実

際、丸(t)= eida(t)争α(t)とすると、新たなゲージの選び方に対する任意位相首(t)と、元

E 

Em(t) 

En(t) 

t 

図 7:エネルギーの時間変化の概念図。
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御領潤

のゲージの選び方に対する任意位相γα(t)の聞には

首(t) ニ [dt!作(川会l弘(t')) 

(2.32) 

という関係があることがわかる。ところが断熱過程が時間に関して周期的であるとき、周

期を Tとして 1周期分の時間積分

ra(T)ニメベ丸(t)I !トα(t) (2.33) 

を考えると、これはゲージの選び方によらない量となることが式 (2.32)からもわかる。

t=Oとt= Tではハミルトニアンが等価であるため、九(0)=ゐ(T)となるからである

(ゲージ選択に用いるゐ(t)は一価であるため、 2π の不定性はない)。ゲージ選択に依存

しない γα(T)はベリ一位相 [7]と呼ばれる。任意位相 γα(t)と混同しないよう、注意され

たい。

特に、系がパラメタg(t)を通して時間依存している場合。すなわち、|争α(t))= I争α(g(t))) 
となっている場合を考える。パラメタ空間中のベクトル場

A(のこいω|会ドα(の (2.34) 

を導入すると [6，8]、ベリ一位相は閉経路に沿ったベルトル場の線積分

f diJ. Aω 

で与えられる。この積分は一般に経路による。

ベリ一位相に関しては、文献 [9]に詳しいレビューと数多くの参考文献が与えられてい

る。また、最近日本物理学会誌に掲載された藤川氏の解説 [10]も参照されたい。

(2.35) 

2.4 ホール伝導度とチャーン数

磁場中ブロッホ電子系の話に戻そう。以下では、断熱近似を用いてホール伝導度を計算

する。

U軸方向に一様電場 Eν をかけた状況を考えよう。このとき、ベクトルポテンシャル Z
は

A(t) = AーらEyt

ととればよい。したがって、ハミルトニアンは

(2.36) 

的)=か十eA-らeEut)2十U(x) (2.37) 

つ'“つ/】A生



「ホール伝導度と位相不変量」

となる。時間に依存するシュレーディンガ一方程式

十川=的)曽(t，x) (2.38) 

を解くために、 Ey<<1として断熱近似を用いる。

ハミルトニアンに新たに加えた電場の項ーらEytは磁気並進対称性を壊さない。した

がって、結晶運動量れま良い量子数である。ハミルトニアンの瞬間的な固有状態は

チゼ(t)φm五(x;t) = Emk(t)争間五(x;t) 

より得られる。 Umk(t)と行互い)を

(M)一

行(t) = 

(2.39) 

eMUm五(t)

eik，
x1勺(t)e-ik・5

で定義すると、

チゼ五(t)Um五(t)= Emk(t)umk(t) 

が成り立つ。また、

冗五(t)一 志(小命れμ+kれ+eAι一叫ゐ永糾糾eEy仰Eι勾νJルt
一 チ冗tん ，ky一→eEιyt

(2.40) 

(2.41) 

と書くことができる。したがって、

(川)二 Um;kx，ky叫

Emk(t) = E.叫ん，ky-eE百t
(2.42) 

とすることができる。んを知/qαず、らした状態は元の状態と等価であるから、この系は

時間に対して周期的に変化し、その時間周期Tは

π
一α
2
-
q
 

一一T
 

uu 
E
 

ρ
U
 

(2必)

から T=2π/eEyqαと求まる。

以上の性質を用いて、電流密度の期待値を求める。電流密度オペレーターは

J = ; 1 5 1 1 ( 2 4 4 )  

である。したがって、その期待値は

〈み〉 εfd ( | |  = L !An'7 (~:~2( \]imk(t)IT[i， H]I \]imk(t)) (2.45) m~oJMBZ (2π)2 ¥ -mJc¥-'1 i l-" -JI 

より求まる。ここで、 m。はフェルミエネルギー EF以下の最大エネルギーを持つバンド

である(図 8)。またZの積分範囲は MBZである。

つdつ中A
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御領潤

¥¥___  mo+ 1 

ー-Ep 

~ー-ーー一一~\ mo

図 8:フェルミエネルギー EFとバンドの関係。

式 (2.45)を変形すると

一 、)~ I 竺呉2le吋仇(毛式0んB回z(仰占ωハ)2L~\~mk\v/I~I~mk\VII I ~\~mk\v/I~I~mk\v/IJ 

一 2Jん品e[(Umk(t) Ixlumk(の)+ h.c.] 

-Zん恭矛[(Umk(t)Ixlunk(t))川 (t)lumk(t))+ h.c.] 

となる。ここで、第 1行目 (2.46)では

〈ゐ〉 (2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

えIwmk(t))=寸寸i長去|陀~川曽凡幻Wmk(ぷ五ぷ(t

を使つた。第2行目 (2.47)は式 (2.31)

IW mk(t)) ~ e-iJ~ d印 mk(t')+iγmk(t)eik・Xlum五(t))

を代入した。さらに、第 3行目 (2.48)は、恒等演算子

乞Ium;;;(t))(Umk(t) I = i 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 
m 

を挿入した。

さて、関係式

otM(t)lud(tNM川附十川)Iumk(t)) 間

に注意すると式 (2.48)でm二九の項はゼロになる。一方、 m#nの項は

(川川M凡Umk(瓦〆(tの)1防附州£利仰|仰匂Unk(ωηdぷ巨〆山ω州(t例附tのゆ))ド二 F勺;;;(ιι恥M五〆(t)ρ(似川(Umk(ωmk〆(の州州I[仇[伊仇£ム仰川?川冗均五]伽|仰Unk(切ηd減E民向(tの)

〈←いい~MM川五点t)I I梨警響恥!21刊Iu，.;;(t)) 

〈ザ|私(t)I Unf(t)) +い(t)I私(t)帰り}2.S4)

一一一IEmr(t)[Enk(t) (ザIUnk(t)) +ι玉川mk(t)ザ )]σ

バ斗
A

つ中A
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(2.57) 

となる。ここで、第2行目 (2.53)は

，Tb
一

f
t
-
z
 

ず
化
一
・
ル
九

A

行
一

na

n
O
一一一

，Ti
V
-

J
-
K
一
m

4

・K
一
〈

D
一

《冗一
Avd

n
O
一一一

aナ
L↓ーに

〈行
〈

中

山

(2.58) 

(2.59) 

£わ〈い<Urnk(t)匂Urnkω川ω川rnkぷJ訓五〆山刈州(t例附tの州)川IUnkω川 (οωtの川)

一十〈←い匂
Urnk(川rnkぷE〆山(収t)I寄り

を使い、第3行目 (2.54)は

£凡五(t)1えIunk(t))二 O

を利用した。さらに第 5行目 (2.56)は

〈会=k(t)I U"k(t 

を使った。

また、 Urnk(t)において時間tはん -eEytの形で入っているはずなので、 Urnf(t)は時間

に陽によらない。したがって、式 (2.48)において、

山日(tト

である。

以上の結果を使うと式 (2.48)はさらに変形できて、

r J2k Z。引BZ(;;)2e [仲間五(t)lxlunk(t))川)Iurnk(t)) + h.c.] 〈み〉

(2.60) 

一i向 2ぶ;引 品[(鴇ザ企|卜い川川~切ωω帆ηdぷ訓E〆山ω(οωt吟)仲)(川凡)(Unk
←かいい何
Unkωω州川ηdぷJ訓五〆山刈川(収例川tの川)川|鴇ザ企り斗)-一h.c叶c.] l 

一ie2向e2

となる。ここで、第3行目 (2.60)ではん=ん -eEt，kx =んと置換した。

以上より、ホール伝導度は

柱。f会[(安|制-(守|制l
であることがわかる。ここで

σxy 

(2.61) 九h=工戸 I~竺4122手)-~与 I ~k:k) I 
-J-。 2πiI¥θkx I 8k1} / ¥1} Iδkx / I 

はチャーン数と呼ばれている。この量は位相不変量となっており、整数に量子化される。

ホール伝導度のチャーン数表示は文献 [5]によって初めて与えられた。

F
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ky 

1T" 

qα 

一「
1T" 

ιー→kx

」
qα 

(a) (b) 

図 9:MBZをk空間で表した図 (a)と、周期性を考慮してトーラスにした図 (b)。

2.5 チャーン数の整数量子化

文献 [6]に従ってチャーン数の整数量子化を導いてみよう。以下では lつのバンドに着

目することにして、バンドインデックスmを省略する。また、 Lの~を省略する。まず、

z空間における「ベクトルポテンシャルJ

A(k) = (umkl号IUmふれ=乙
θk 

(2.62) 

を導入する。(これは現実のベクトルポテンシャルではないことに注意。)これを用いて

チャーン数を表現する。まず、

〈出lh¥θ (U→lM-〈u →
|θ2

一一一{ 一一一一一輔 } 一一一一一一t匂L 
δkんzθkんν/δkんz¥mた θkんν/ ¥ 

~mk θkんzθkんU7mr九z

一£Au(五)-(Umk 
I å~;ky Umf) 

であるから、式 (2.61)は

~ r d2k→→→  

= > ~ I ~ 
. 
~ [¥7 k x A (k ) L 

石二。JMBZ~7f1 

と書くことができる。この式は、「ベクトルポテンシャルJAがつくる「磁束jを与えて

(2.63) 

いると見ることができる。

ここでわかることは、チャーン数にあらわれる積分領域MBZはトーラスなので(図 9)、

ベクトルポテンシャルが正則ならば自明に Nch= 0となることである。一般に疋が正則

ならばマ xAの面積分はストークスの定理を用いて境界上における Zの線積分に直すこ

とができるが、積分領域がトーラスの場合は境界が存在しないので、必ずゼロになるので

ある。よって、 Nムヂ 0となるにはベクトルポテンシャルが特異性を持たなければならな

い。それほどのような特異性だろうか?

議論の準備として、 E空間における「ゲージ変換jを導入する。波動関数に対し、次の

ようなゲージ変換

|旬、)=e仰)Iη) (2.64) 

c
u
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h 

向

図 10:k空間のトーラスを 2つの領域に分ける。

を導入する。ここで、 f(k)はEの滑らかな一価関数である。ベクトルポテンシャルは

式 (2.62)より

A(k)→ A(五)+ iマkf(k) (2.65) 

のように変化する。そして、シュレーディンガ一方程式はこのゲージ変換に対して不変で

ある:

?込IU'k)= Ekl旬、)・ (2.66) 

この対称性と波動関数の一価性より、チャーン数の整数量子化が以下のように導かれ

る。状態ベクトル|勺)の座標表示における成分句(η=(什句〉に着目する。その中の 1

つの成分勺(rl)はEニ ιでゼロになり、また別の成分句(ら)は k= knヂk1でゼロにな

るとする。簡単のため、これら 2つの点以外には(他のすべての成分も合わせて)ゼロ点

は存在しないとする。そして、トーラスを k1を含む領域 H1とknを含む領域 Hnのふた

つに分ける(図 10)。まとめると

(刷)= (rllい いI

ukn (f2)ニ(ろlukn)= 0， kn E Hn 

となる。この時、町(行)と η(ろ)の位相をそれぞれ e(伝子~)と e(五;ら)とすると、これら
はそれぞれkI，knの回りで 2πの整数倍巻くことができる。その理由は以下の通りである。

一般に、複素数値をとる一価な 2変数関数f(kx，ky) = If(kx， ky) leiθ
(kx，ky)について考える。

fのゼロ点、すなわち振幅がゼロとなる点では位相は任意となる。 fの一価性から、ゼロ点

以外の点では位相はmod2π の不定性を除けば一意に定まっていなければならない。よっ

てゼロ点の回りの閉経路に沿ってマoを線積分すると、 2π の整数倍に量子化される、す

なわち Oはゼロ点の回りでは 2π の整数倍巻くことができる。

ゲージ変換を利用して

(句(円)は Hn'""C'~数
uk(ろ)は H1で実数

となることを要請しよう。つまり、 HIIに置ける状態ベクトル luII
)の位相はLの回りで

2π 回る 8(及川となるように、 HIに置ける状態ベクトル luI
)の位相はんの回りで 2π 回

ヴ
4つL

A
斗
A
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るD(五;ら)となるようにゲージ固定をする。すなわち、トーラス上でパッチを張り合わせ

る。(これは、ディラック・モノポールの量子化の議論の類似となっている)。すると、ベ

クトルポテンシャルはそれぞれの領域で

~(k) 三 (u11マ lu1) = iマD(k;乃); k εH1 

~I(五)三 (u~1マ|匂~) = iマD(伝子i); k εHn 

となり、いずれも正則であることが解る。 2つの領域の境界上でも正則である。

(2.67) 

(2.68) 

以上のようにパッチワークを用いると、 Nchは正則なベクトルポテンシャルのみを使っ

てあらわされると同時に境界が生じることからストークスの定理を用いることができる

ようになり、

凡Nch 1股会岱[マ×斗A1(kめ恥)

一ふ去凶~(k) -An(k)] 

-45wh)-df1)l 
一民 nεZ

のように整数量子化が導かれる。

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

以上ではゼ、ロ点が 2個の場合で証明したが、任意の個数の場合に拡張できる。最も簡単

な例は 1個の場合で、それももちろん可能だが、証明の見通しの良さの都合上、 2個の場

合で、行っている。

以上の議論を見返してみると、チャーン数はトーラス上にある波動関数の渦度を計算し

ているということがわかる。というのも、波動関数のゼロ点の周りにおける位相の巻き

は、まさしくトポロジカル欠陥の中でも最も有名な量子渦 (quantizedvortex)であり [11]、

2変数であること(2次元性)が本質的に効いている。式 (2.70)の各項を見ると、ベリ一

位相の式 (2.35)と同じ形になっている点が興味深い [6，8]0 

2.6 コメント、最近の話題に関する「漫談」

以下、コメントおよび最近の話題を順不同に列挙する。

-チャーン数の量子化は積分領域がトーラスの表面全体になっていることが本質的で

ある。よって、フェルミレベルがエネルギーギャップの中に存在することが条件と

なる。さもなければ(すなわち金属状態では)、積分領域はトーラスの部分表面と

なり、自明に境界が生じるので、積分結果(境界に沿ったベクトル場の線積分、す

なわちベリ一位相)は任意の値を取りうる。金属状態の異常ホール効果の伝導度と

-428-
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の関連が文献 [12]に与えられている。異常ホール効果については文献 [13]を参照さ

れたい。

-有限系の量子ホール効果を考えると、エッジ状態が非常に重要な役割を担う。チャー

ン数とエッジ状態の数の間の関係について詳細な議論が文献 [14]に与えられている。

この議論の入門が文献 [15]に与えられている。

・チャーン数を具体的に求めるには数値計算を用いる [14，15]。解析的には、ディオ

ファントス方程式を用いると磁束の大きさ、および何番目のエネルギーギャッブPに

フェルミレベルが存在するかを指定することにより、チャーン数が取りうる値を絞

り込むことができる(が、一意には決まらない)[5]。これらを相補的に用いることに

より具体的な結果が求められている。最近、チャーン数の数値計算について簡便化

された方法が考案されている [16]0磁場中ブロッホ電子系のスペクトルはHofstadter

の蝶と呼ばれるフラクタル構造をとる。蝶とチャーン数の関係を表す美しい図が

h七七p://physics.七echnion.ac.il/-odim/hofstadter.html

で見られる 0

・ブロッホ電子の量子ホール伝導度を断熱近似をさらに進めた近似で計算すると、時

間に依存する補正項が生じることが文献 [17]に示されている。との時間依存性はバ

ンド構造に対してセンシティブである。また、量子ホール伝導度の不純物効果に対

する新たな知見も得られつつある [18，19]0 

・量子ホール効果の 3次元系への拡張が文献 [20]に与えられている。

・チャーン数の応用は量子ホール効果以外にも多岐にわたりつつある。断熱ポンピン

グとチャーン数の関連が TKNNの論文の直後に Thoulessにより指摘された [21]0 

最近では(先にも述べた)異常ホール効果 [13]、半導体のスピンホール効果[22ト超

伝導・超流動のスピン量子ホール効果 [23]等の分野に応用されつつある。また、断

熱過程とチャーン数の関連に関する一般論が提案されている [24]0また、グラフエ

ンの量子ホール効果も最近のホット・トピックの lつである(文献 [25]およびその

参考文献を参照)。

以上、取り上げたテーマならびに文献は全く網羅的になっていないが、ご容赦いただけ

れば幸いである。
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3 2次元デ、ィラック理論のホール伝導度(ゼ口磁場で起こる

量子ホール効果)

この節では、 2次元ディラック理論のホール伝導度を計算する。ディラック理論は相

対論的不変性をもっフェルミオンの理論である。物性系に対しでも数々の応用例があり

(フェルミ面近傍の電子、超伝導ギャップのノード近傍における準粒子状態、グラファイ

ト系の電子など)、適用範囲の広い理論である。この理論からは、ゼロ磁場で生ずる量子

ホール効果が導かれる。

3.1 2次元ディラッ夕方程式と平面波解

ウォーミング・アップとしてディラック方程式を解いてみよう。記号を整えるという目

的以上にはあまり後の議論との関連はないので読み飛ばして頂いてもかまわない。

2次元ディラック理論のハミルトニアンは、

冗 =αxPx+αdν+sm 

である。ここで、 αm匂，sは2x2行列で、次の関係式を満たす

{αゎαj}= 2dij， {αゎs}= 0 

[αゎαj]= iεijβ， [αi，β]=i白jαj.

また、 1，，)=ινとし、匂は反対称単位テンソルである。この関係式を満たすものとして

的 =のう内二円，s=σzと取れる。ここで、九?σy，{!zはパウリ行列

(3.1) 

(3.2) 

¥
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(3.3) 

である。

ディラック方程式

iiLψ(t， i) =冗ψ(t，x) 
θt 

(3.4) 

の定常解と方程式は

ψ(t，x) = e一回ゆ(x)

行ゆ(i) = Eゆ(x)

(3.5) 

(3.6) 

である。この平面波解

ゆ(x)= eip.x1ヤ=♂x(U叶
¥ 'U2p J 

(3.7) 

ハU
n
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E 

d王京
m 

p 

-m 

図 11:ディラック粒子のエネルギー準位

を式 (3.6)に代入すると

LZLuP7)(:;;)=EC;) (3.8) 

となる。したがって、エネルギー Eは

m-E Pxー ipy
三1=0

Px十 ipy -m -.6' 
(3.9) 

を解いて、

E=土ゾf?+m2 (3.10) 

である。ここで、エネルギーが負の状態が出現する。そこで、基底状態は、負のエネル

ギーが粒子で満たされた状態と解釈する。したがって、基底状態と第 1励起状態にはエネ

ルギー 2mのギャッブPがある(図 11)。

正エネルギーの波動関数は

1 {Px十 lPν l
l rすでです (3.11)

p ゾ(m-♂市)2ぜい-vp2
+m2)

であり、負エネルギー状態の波動関数は

(m-JP訂京¥勺 1 川

U ゾ(mー伊市)24¥ 肘 ipν / 
…)  

である。
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3.2 パリティPおよび時間反転対称性T

次に、ディラック方程式 (3.4)で質量を 0とした

i8t'l1 (t， i') = (αxPx十αypy)曽(t，i') (3.13) 

が Pおよび Tに対して不変になるように守(t，i')の変換性を決めよう。式 (3.13)の両辺

にパリティ変換を施すと

i8t世(t，一丸ν)= (一αxPx十 ανゐ)曽(t，-x， y) (3.14) 

となる。ここで、ユニタリ行列 Upを用いて守(t，一丸y)= up-
1'I1P(t，丸 y)なる守p(t， i') 

がディラック方程式をみたすように Upを決める。これを代入して、

i8tをP(tぅi')= Up(-αxPx +αypy)Up -1長p(t， i') (3.15) 

となるので、

-UpαxUp-1 = αx， UpανUp-1=αν 

であることがわかる。したがって

(3.16) 

UP= αν=σν (3.17) 

である。

時間反転についても同様に考える。まず、 t→ -tとするとディラック方程式は

-i8t世(-t，i')= (αxPx +αypy)'l1( -t， i') (3.18) 

となる。両辺の複素共役をとって、

i8t'l1*( -t， i') = (-α;九一α;九)'l1*(-t，i') (3.19) 

が得られる。ここで、ある、ユニタリ行列 UTを用いて、古川(-t15)=UT-1{ド(t，i')なる

'IlT(t， i')がディラック方程式を満たすように UTをきめる。すると、先ほどと同じように

して

UT ニ αν=σν (3.20) 

であることがわかる。

変換性が分かつたところで質量mを有限にすると、ディラック方程式はパリティおよ

び時間反転対称性を破る (VおよびTである)ことがわかる。というのも、質量項が

Up(sm曽(t，i')) UpsmUp -lUp世(t，i') (3.21) 

= -smるP(t，-x， y) (3.22) 

UT(sm'l1*(t， i'))* 二 UTsmUT-l'l1*(t， i') (3.23) 

ー -smるT(-t， i') (3.24) 

のように変換するからである。質量項による pおよびTにより、ゼロ磁場でもホール効

果が生じることが期待できる。
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3.3 ゼ口磁場の量子ホール効果

ここでは場の理論的手法を用いてこの系のホール伝導度を計算する。最終的にホール伝

導度はポントリャーギン数と呼ばれる位相不変量で表されることを見る。ゼロ磁場で有限

のホール伝導度が得られること、かつその伝導度が普遍定数であらわされることが特徴的

である。

3.3.1 低エネルギー有効作用とチャーン・サイモン項

一般にエネルギースケールの異なる物理量が結合しているような系で、低エネルギーの

自由度に対する有効理論を求めるには、高エネルギーの自由度を積分して消去する必要が

ある。

2次元ディラックフエルミオン曽とゲージ場Aμ =(Ao，AI， A2)が結合している系を考

えよう。ゲージ場との結合は微分を共変微分Dμ こら -ieAμに置き換えることにより得

られる。ハミルトニアンの形から、この系の作用は

S[W， 'II， AJ1] = J川叩-m)w(x) (3.25) 

となることが解る。ここで、 x= (xo， Xl， X2)は3元座標(空間2次元、時間 1次元)で、

P三 γμDμ，量二曽川。であり、メトリックはgμν=diag(l， -1， -1)を用いている。すな

わち、 2つの 3元ベクトルAJ1'Bμの内積をとるとき、ローレンツの足の縮約は AμBμ=

gμνAμBv = AoBo -A1B1 - A2B2となる。共変微分を用いていることから、この作用は

明白にゲージ不変である。

ゲージ場に対する有効作用 Seff[Aμ]は経路積分を用いて以下のように求められる:

ぬ[牛 -iln J 1)W1)wteiS[山]

=J伽 3山

可F 可9 ・~

'-Lーに、

jμ=e曽(x)γμ守(x) (3.27) 

は3元カレント、

π(x -Y) = (OITjμ(x)jll(Y) 10) (3.28) 

はカレントーカレント相関関数であるに

もともとの理論がゲージ不変であるため、 Seff[Aμ!もゲージ不変でなければならない。

よって、そのなかに含まれる項の形は限定される。 3次元空間 (4次元時空)の場合に

2注 1:Tは時間順序積。注 2:カレントといっても 3元カレントなので、第ゼロ成分は電荷密度を表し、
π00は密度相関関数となる。相対論の用語を使っているので混同しないよう注意されたい。
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は、ゲージ不変でなおかつ低エネルギーで支配的な項、すなわちゲージ場の次数および微

分の階数が最も低い項は
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FJ.1-V 三 OμAvーんAμ

である。この項は微分の階数が2である。ところが、 2次元空間(3次元時空)では、さ

らに微分の階数が低い項が存在しうる:

/ぺ門J.1-8pAν (3.29) 

ここで εμpvは完全反対称テンソルである。この項はチャーン・サイモン (C-S)項と呼ば

れ3、2次元の電磁力学の低エネルギー・長距離有効理論のなかでは最も支配的な項とし

て知られている [26]0 c-s項に関する講義録として文献 [27ト日本語の解説では [28]が挙

げられる。

3.3.2 ホール伝導度

C-s項より得られるカレントは

j-6Sefr[Aμ]一一 [;'J.1-v 
μ oAμ 一山市pV.L

(3.30) 

となり、特に μ=xととれば

jx =κEy 

となる。これはまさしくホール電流であり、 C-s項の係数κはホール伝導度σxyに他なら

ないことがわかる。また、この事実からも C-s項が Pおよび、 Tを破る項であることがわ

かる。以下、お二九νとおくことにする。

式 (3.29)より、 C-s項が存在する場合ろν(x-y)のなかには微分の最低次の項として

iσxyεμpνδPo
3(x-y) 

という項が含まれる。 σ却を円ν(x-y)から抜き出すには、フーリエ変換して反対称テン

ソルの性質を使って得られる関係

1θ  
= lim ~.EJ.1-PVーらν (q) 

zuq→o 3!θqP (3.31) 

3e-S項は境界でゲージ不変性を破る。では境界がある場合の有効作用のゲージ不変性はどうなるか?

c-s項が有効作用中に誘起されるような系ではミクロレベル(積分前の理論)で境界に張り付いたカイラ
ル・エッジモードが存在する。このモードを積分すると c-s項による対称性の破れをキャンセルする項が

Seffに誘起され(この項はカイラル量子異常によって生じる)、結局、理論全体としてはゲージ対称性が保
たれることが示される。詳しくは x.G. Wen， Phys. Rev. Lett. 64， 2206 (1990)参照。
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を用いればよい。円ν(q)の電磁気結合に関する摂動の最低次の項は、自由なフェルミオン

の伝搬関数(2点関数)

内)ニ仰向帆州=戸京 (3.32) 

を用いて

りν(q)ニ -dff主TrbJLS(O)(p + q)γぷ(0)(p)] (3幼
) (27r)3μ 

と書かれる。 Trはスピノルに関するトレースである。ここで、ゲージ不変性から導かれ

るワードー高橋恒等式の摂動最低次に関する式

'JL =多川
を用いて4式 (3.31)の右辺を計算すると

のν=千づ:会3Th[，~ (か叫'1/S(O)ωl
一 手μづT恭宗与和言戸ベ昔[(←が伊仰(卯例叩O的)

×か(0)時
e2 m 

(3.36) 
4πIml 

となる。最後の行を導くのには伝搬関数の具体的な表式(3.32)とトレース公式Tr[ηγρ'1/]ニ

2iらρν を用いた。この量はポントリャーギン数と呼ばれる位相不変量の形をしている [4]0

ところで、コールマン・ヒルの定理によると、赤外発散がない系ではc-s項の係数に対し

て高次補正が存在しない [29]。すなわち、式 (3.35)は S(O)(q)を摂動の高次をフルに取り

込んだ伝搬関数 S(q)に置き換えた量

r d3v _ r (δλ/θ 入 /θ ，¥1
-EWl-ニ~~Tr I ( S(P)一的)-1) ( S(P)一的)-1) (S(P)一 均)-1) I (3.37) J (27r)3-~ l\θpμ ノ \θIpP~ V'I ) \θIpl/~ V'I ) J 

と等しい、という定理である。位相不変な量は摂動に対して robustであるという事実が

見て取れる。

まとめると、 2次元で有限質量のディラック理論ではゼロ磁場で量子ホール効果が生

じ、ホール伝導度は位相不変量で与えられ、微細構造定数e2/4πを単位として十lか -1

に量子化される。この符号はsign(m)= m/lmlで与えられる(図 12)。ここで注目すべき

はm→ 0の極限、すなわち PおよびTが回復する極限でもホール伝導度が有限で現れる

点である。強磁性相における磁化の無限小磁場に対する応答を思い起こさせる。この性質

は量子異常5の一種であるパリティ異常、あるいは奇数時空次元のカイラル量子異常とし

て理解されている [2]。蜂の巣格子系への応用として文献 [3]が知られている。

4ワードー高橋恒等式は摂動の各次数に対して成り立つ。

5古典論のレベルで存在する対称性が量子効果により破れる現象。

F
h
d
 

nペ
U

A
生



御領潤

Oxy 

m 

e2 

4π 

図 12:ホール伝導度の m依存性。

4 おわりに

以上、磁場中 2次元ブロッホ電子系の量子ホール効果、 2次元ディラック理論のゼロ磁

場量子ホール効果と位相不変量の聞の関係について概観した。これらの議論は最近さまざ

まな分野に応用されている。最新の話題に関しては筆者の実力と時間の関係でほとんどコ

メントできなかったが、それらの論文をフォローする際にこのノートが少しでもお役に立

てば幸いである。
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