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降伏応力流体の微視的理論 2体分布関数に注目して

東京大学総合文化研究 大槻道夫h佐々 真一

1 導入

コロイド分散系、ガラス、高分子などの物質は、図 1で示したように、勇断応力 σxyと努断速

度すの関係(レオロジー特性)が温度や密度などの環境条件によって大きく変化する。高温低密

度状態では勇断応力 σxyが勇断速度すに比例するニュートン則が観測される一方、低温高密度状

態では、その線形則が破れて σxyと守の聞に強し1非線形関係、が観測される。特に、極端な低温高

密度状態では、第断速度守→ Oの極限でも、勇断応力が有限の値(降伏応力)を持つようになる。

このような特異的なレオロジー特性は様々な興味深い現象の原因となっている。代表的な例とし

ては、宮本らによるゴムの引っぱり実験 [1]と、中原による乾燥破壊における記憶効果 [2]が挙げ

られる。これらの現象の理論的研究では、物質のマクロなレオロジー特性を仮定したモデルを現

象論的に適用することで解析が行われている [1，3]0
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図 1:コロイド分散系、ガラス、高分子などの物質の勇断応力 σxyと英断速度すの関係の、密度に

よる変化

しかし、これらの現象を示す物質は、分子やコロイド粒子などのミクロな粒子から構成されて

いるので、そのレオロジー特性は現象論的な関係式を仮定せずとも、粒子の微視的な情報から理

解されるはずである。そこで、我々は、降伏応力の発生を示す物質(降伏応力流体)のレオロジー

特性を表す式を、微視的なモデノレから理論的に導出することを目指した。
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粒子の微視的な運動を記述する方程式から降伏応力流体のレオロジー特性を計算する研究とし

ては、モード結合理論を用いた解析が行われている [4ぅ5]0モード結合理論を用いた解析では、勇

断流下の密度の時間相関関数を微視的なモデ、ルから計算し、一般化グリーン久保公式を用いるこ

とで、降伏応力を持った物質のレオロジー特性を導出している。特に、この解析の中では、密度

の時間相関関数の緩和時間の発散として、降伏応力の発生が解釈される。

だが、本来、物質の応力は、物質を構成する粒子の静的な配置から定義される量であり、動的な

量である時間相関関数を用いなくとも計算できるはずである。実際、物質の応力は、粒子聞に 2

体間力のみが働くと仮定すると、 2粒子間の距離の配置を表す2体分布関数から計算される。そ

れでは、 2体分布関数を通じて見た場合、降伏応力の発生はどのように解釈されるだろうか。そ

こで、降伏応力の発生を表す図 1を見てみよう。この図から明らかなように、降伏応力の発生は

す=0で勇断応力 σxyがOから有限の値に不連続に変化する事を示している。これは同時に、 2

体分布関数がす =0で不連続に変化している事を示している。このことから、降伏応力が発生し

ている状態では、守 =0の平衡状態で2体分布関数geq(r)が勇断速度守による摂動に対して不安

定になっていると推測される。つまり、 2体分布関数を通してみると、降伏応力の発生が、 geq(r)

の不安定化として理解できると推測されるのである。

この文章では、この推測に基づいた微視的な模型からのレオロジー特性の導出を紹介する(詳細

は文献[6]参照)。具体的には、まず、す =0の状態、で2体分布関数の線形安定性調べ、それが、降

伏応力が発生すると期待される低温高密度状態で不安定化することを示す。ついで、その不安定

化する状態の近傍での、勇断速度すのもとでの 2体分布関数を、分岐解析によって導出する。そ

れによって計算された 2体分布関数によって、降伏応力の発生を含む非線形レオロジー特性を表

す方程式が導出される。

2 モデル

モデルは、図 2のような、 v(r)= (すy，O，O)という流れを持った溶媒に N個のコロイド粒子が

浮かんだコロイド分散系である [7]。系の体積を V、温度を Tとする o riをi番目の粒子の位置と

し、全粒子の位置を r= (rlγ ・.，rN)と記述する。この粒子の位置の時開発展方程式は以下のラ

ンジュパン方程式で、記述される。

ベザ-v(ri(t))) =附)叫(t) (1) 

ここで、 Rは粒子の摩擦係数、 tは時間、 Fi(r)= Vi I:j#i U(lri -rjl)は i番目の粒子に働く力

で、 U(r)は粒子関ポテンシャルである。とは以下の式で定義されるランジュバンノイズである。

(とαi(tdcsj(t2))= 2RkBT8αβ8ij8(tlーら) (2) 

ここで、 kBはボルツマン定数である。このモデルでは、溶媒との相互作用は無視している。また、

慣性項も、溶媒の粘性に比べて十分小さいと仮定して無視している。
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図 2:コロイド分散系のモデル

この系の応力は、 2粒子間の距離の分布を表す2体分布関数

山)=い/N2〈56(rー (ri一町))) 

によって、以下のように表される。

ρ2 r J_XY _/__ -，-¥dU(r) 
σzu=15ldr79(rJ)173 

(3) 

(4) 

ここで、今後の議論を簡単にするために、 g(rヲt)を球面調和関数で以下のように展開しておく。

g(r， t) =乞乞 Gl，m(r，t)巧バ()，ct)， (5) 

勾 /T2=2d同，土2(()，ct)と表されるので、この式は以下のように書き直せる。

g(r， t) = f(r， t) X~ 十 g(r ， t)， 
T“ 

(6) 

ここで、 f(r，t)は以下のように定義される。

山 )=-3M2-2川 (7) 

長(r，t)はxyjr2と直行するので、この式を式 (4)に代入することで、以下の勇断応力の標識が得ら

れる。

2 r∞ 3δV(r) 
σxy -~.~ I drr一一一f(r，t). (8) 

IJ 15 JoθT  

この表現は、先程述べたように、勇断応力の異常性が 2体分布関数の xyjr2に比例する成分の不

安定性として現れることを示している。そこで、以下では平衡の 2体分布関数 geq(r)の安定性を

調べる。

平衡状態の 2体分布関数geq(r)の不安定性を調べるには、 2体分布関数の時開発展方程式が必

要になる。式 (1)と式 (3)から 2体分布関数の時開発展方程式を求めると、以下のようになる。

δg(rヲt)
一一一=-¥1・ J(r，t) 

θt 
(9) 
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J(rヲt) -2TVg(r， t) -2VV(r)g(r， t) 

一2P(J的 V伽

十守旬Udφ三g伊 (10) 

ここで、 2体分布関数の閉じた方程式を得るために、 3体分布関数 g3(r， r'， t)を2体分布関数

によって以下のように近似する Kirkwood近似を用いた [8]0

g3(r， r'， t) = g(r， t)g(r'， t)g(r -r'， t) (11) 

この近似は平衡での 2体分布関数の計算 [9]や勇断流動下の 2体分布関数の計算 [10]に用いられて

し、る。

3 線形安定性解析

平衡の 2体分布関数geq(r;T)は守 =0の条件での J(r，t) = 0の等方的な解として定義される。

この方程式は Born-Green方程式と呼ばれ、数値的に解を求めることが出来る [9]。この geq(r;T) 

の線形安定性を調べるために、 2体分布関数を、平衡解geq(r;T)と平衡からの摂動 h(r，t)によっ

て以下のように書き換える。

g(r， t) = geq(r; T)(l十 h(r，t)) (12) 

これを式 (10)と(9)に代入することで、摂動 h(r，t)の時開発展方程式を以下のように求めること

ができる。

geq(r; T)三九(r，t) 乙(h;T) + N(h; T) +守Q(h;T) 
可 ?θt (13) 

ここで、乙(0;T)は線形演算子で、 N(・;T)は非線形演算子で、 Q(0; T)は英断速度守に比例した部

分の演算子である。

geq(r)は非負の関数であるので、乙が正の固有値を持っときに geq(r)は不安定化する。故に、

geq (r)の線形安定性を調べるには乙の固有値を求めれば良い。しかし、 h(r)は3つの変数を持つ

関数であり、その関数に作用する線形演算子ιの固有値をそのまま求めるのは難しい。そこで、こ

こでは h(r)の形を以下のように制限する。

九(r)=ψ(r)Iml匂(()，ゆ) (14) 

この制限は妥当だと考えられる。何故なら、先に述べたように平衡状態の 2体分布関数は、少なく

とも ImY2，2(()，ゆ)の形の摂動に対して不安定化していると考えられるからである。ここで、乙(0;T) 

がh(r)に作用するとき、以下のようになる。

乙(h;T) = ImY2，2(()，ゆ)M2(ψ;T) (15) 
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ここで、んら(・;T)はh(r)の動径部分にだけ作用する演算子である。この性質から、乙(.;T)の固有

値を計算するには、人命(.;T)の固有値を計算すれば良いことがわかる。そこで、数値計算によっ

て、幾つかの温度と密度での固有値を計算し、その結果を図 3にまとめておいた。この図から、平

衡での 2体分布関数geq(けが降伏応力が発生する低温高密度領域で不安定化しているのがわかる。
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図 3:(p， T)面上の相図。

である。

分岐解析解析

次に、安定性が変化する臨界点近傍での系に注目しよう。密度pを固定すると、その温度以下で

geq(r)が不安定化する臨界温度九が定義される。ここで、 ψ*(r)を、 T=九で不安定化するんら

の固有関数としよう。そして、摂動 h(r，t)を乙の臨界モード仇(r)ImY2，2(O，ゆ)を用いて以下の形

に書き換える。

4 

(16) 

ここで、 A(t)は臨界モードの振幅、 s(r，A(t))は臨界モード以外からの h(r，t)への寄与を表す関数

で、その時間変化は振幅Aを通じてのみ行われると仮定している。臨界モード以外のモードの振

幅はAの値によって決定される値に速やかに収束することから、

九(r，t) = A(t)ψ* (r)ImY2，2(B，ゆ)+ s(r， A(t)) 

この仮定は妥当であると考えら

れる。

ここで、振幅 Aの意味するものを考えてみよう。そのために、式 (16)を式 (4)に代入すると、

T=九の近傍での努断応力が以下のように表されることがわかる。

/2π2 r∞ 3θU(r) 
σxy ~ AV~~ (17) 

ここで、 s(r，A(t))はAの線形項を持たないことから、 s(r，A(t))からの寄与を無視した。この式

を見ると、勇断応力が振幅Aに比例していることがわかる。つまり、この式はAが臨界点近傍で

のレオロジ}特性を記述する、秩序変数であることを意味しているのである。

この式から、秩序変数Aの時開発展方程式を求めれば、応力の勇断速度に対する挙動が理解さ

れることが分かる。ここで、分岐解析 [11]を行うことで式(13)と式(16)から振幅 A(t)の時開発
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展方程式を摂動的に、以下のように求めることが出来る。

竺A(t)= (五一 T)αA(t)+ G(A(t)) +すH(A(t))
dt 

(18) 

αは正の定数で、 G(A)とH(A)と一緒に式(13)から摂動的に計算できる。ただし、その計算は非

常に煩雑なので、代わりに、ここではこれらの関数の一般的な形を考え、それによって勇断応力

の特異的な挙動を、定性的に調べることにする。

まず、考えている系は Z→ -xとす→一今の変換に対して対称なので、 G(A)は奇関数でH(A)

は偶関数であることがわかる。そのため、 G(A)とH(A)は以下のように展開される。

G(A) = b3A
3 + b5A5十・・・ (19) 

H(A) =匂 +C2A2 +・・・ (20) 

それでは、式(18)と式(17)で表されるレオロジー特性を調べてみよう。特に、 b3< 0場合を考

える。この場合、す ~O で式 (18) は

~-' A(t) = (Ts - T)αA(t) + b3A(t)3 +守句
dt 

(21) 

となる。ここで、守 ~O であることを利用して、すと A の高次の項を無視した。また、定常状態に

おける契断応力と勇断速度の関係を表す式は以下のようになる。

(丸一 T)α*σxy+ biσ3u+ 守C~ = 0 (22) 

この式で表される守→ 0の極限でのレオロジー特性は、、 T>Tsの場合、式 (22)の第 2項が

無視できて、 σxyrvすのニュートン則が成立する。また、 T=九の場合、第 1項が無視できて、

σxy rvす1/3のベキ乗則が成立する。 T<Tsの低温状態では、第3項が無視できて、 limす→oσxy- σy 

となり、降伏応力σyの発生が見られる。また、守がある程度大きい場合は、どの温度でもσxyrvヂ/3

のベキ乗則が成立する。これらのレオロジー特性を図 4にまとめておいた。ここで示されている

レオロジー特性は、ガラス状物質のシミュレーションでも観測されている [12]0

log('i~}..- / 
log(σ勾)1'....::1¥1 ..， /イ

T<Ts，，_; ... 

" /T>Ts:' 

T=Ts ~切

log(y) 

図 4:b3 < 0の場合の、勇断応力 σxyの勇断速度守依存性
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5 まとめと議論

この文章では、最初にコロイド分散系のモデ、ルから、平均場的な Kirkwood近似を用いること

で、 2体分布関数の閉じた時開発展方程式を求めた。次いで、その方程式をもとに、平衡状態での

2体分布関数の安定性を調べ、それが低温高密度状態で不安定化することを示した。ただし、そ

の際に、 2体分布関数の摂動の形を制限した。最後に、 2体分布関数が不安定化する臨界点の近

傍で、分岐解析を行い、降伏応力流体のレオロジー特性を記述する秩序変数の方程式を導出した。

ここではコロイド分散系のモデ、ノレの解析を行ったが、構成方程式が式 (22)の形になる理由は、

系の対称性が原因であり、モデルの詳細によらないものである。つまり、このことから、レオロ

ジー特性が式 (22)で記述されるユニパーサリティークラスの存在が期待される。実際、シリケイ

トメノレトのレオロジー特性は式 (22)で記述されるものに非常に近く、 shearthinning指数も 2/3

に近い値を取る [13]0今後、構成方程式 (22)の実験による検証を通じて、より良いレオロジー特

性の理解が進むと期待される。
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