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1 序論

1.1 スピンクーラス理論について

磁性、ひいてはスピン系に関する研究辻、現在も統計力学の主要な題材の一つである.特に、

Onsagerが2次元正方慈子上の強難住イジングモデルの議密解を導いて以来 [1]、イジングスピン

系は栢転移と臨界現象の標準模形として績力的に研究されてきた.フラストレーション、諮子形

および次元、外場といったものに応じて、この系は議々な振る舞いを見せたのである.

統計力学の中でも最も重要で面自い話題の一つは、桔転移と臨界現象に関するものであろう.

1960年代から 70年代にかけて、繰り込み群の方法とスケーリング理論が需発され、臨界現象の

本質が、空間的に一様な系に対しては、ある意味で包括的に明らかとなっていった.このときか

ら、統計力学はその適用範囲を広げ、より多影な対象を扱えるよう拡張されていくこととなった.

非一様性やランダムネスを持った系の取り扱いはそのような方向の一つであり、スピングラス理

論はそのような試みの中で最も成功した例の一つである.

スピングラス理論のそもそもの自的は、ある種の磁性合金の奇妙な援る舞いを説明することで、あっ

た.この種の合金に関するもっとも初期の実験の一つは希釈Au-Fe合金に関するもので、 Cannella

とJVfydoshによってその性質が諜べられた [2].その特徴的な性質は、強い屡歴現象(ここでは、

サンプルの性費が加熱、冷却の手JI買に著しく該存していることを意味する)と転移点Zにおける

交流磁生率の異常なカスプ(鋭り)である.これらの性震は、系に無数の準安定な状態、があり、そ

のうちの一部に系がトラップされてしまうために起こると考えられている.実際、このような合

金系の相互作男が以前から調べられていて [3ラ 4]、それによれば以下の式

品ゐいj円江去叫k戸

によつて表現されることが分かつている.これを RKKY相互作用と呼ぶ.rijは2スピン間の距

離、 kpはフェルミ波数である.RKKY棺互存用は、その原子(スピン)の詮置に応じて、正負荷

方の値を程互作用にランダムに導入するため、系に無秩序なフラストレーションが生じ、そのた

(1.1) 

めにたくさんの準安定状態が生まれると考えられている.

EdwardsとAndersonはこのような合金を取り扱うのに、 EAモデルと呼ばれるあるモデルを導

入した [5].このモデルでは、相互作患は最近接のものに担り、各相互作用をボンドごとに独立な

分布から生成される確率変数として扱うのである.ハミルトニアンは

H=一乞Jijσiσj (1.2) 
n.n 

と表され、 σはイジング変数、みjはスピン関の相互作用であり確率変数である，このモデ、ルを厳

密に解くのは非常に難しいため、 EdwardsとAndersonは、このモデ)レの解析に平均場近訟を用

いた.一般に平均場は空間次元が上がると正しい解に近づくことが知られていて、実際、一様な

相互作用を持つ強磁性イジングモデルでは厳密に会る.そこで、 EAモデルをよち詳細に解析する

ために、 SherringtonとKirkpatrickはSKモデルと呼ばれる、 EAモデルの無限レンジ販を導入

した [6].SKハミルトニアンは以下の式

H=  -LJijσtσj (1.3) 
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d
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で与えられる.ここで和の変数は全てのスピン対について取るものとする.SKモデルの場合、全

てのスピンが全結合しているという対称詮から、ある秩序変数が自黙と導入される.この変数は

スピンクゃラス秩序変数と呼ばれ

q = ((σi)2] (1.4) 

という式で表現される.ここで(...]は相互作詞 Jijの分布に関する王子均で、十-うは通常の統計力学

の意味の平均〈熱平均と呼ぶ〉を表す.なぜ桔互作用に関する平均がつくかというと、一穀に大自由

度系で観樹に掛かるのは、物理量の平均値のみであり、ゆえに十分大きい系を考えるのであれば熱

力学量の計算はその平均檀を計算するだけでよいのである.この性質を自己平均性(self-averaging 

property)と呼ぶ.

ここで上で導入した変数 qの物理的意味を考える.高温の常難住相においては、スピンは特定

の向きを向くことはないので、磁化m もqもOである.また、強磁性担では空間的に一様な秩序

を持ち、ある特定の方向をスゼンが向きやすくなっているため、ほとんどのサイトでくσu>Oで

ある.このことはm =[(σi)] > O，q > 0を意味している.一方、もしスピングラス相があれば、そ

の特徴であるスピンがランダムな向きで凍結しているという性賓を反映したものであろう.これ

は局所磁化 mi= (σ心は9でない値を持つが、その向き辻サイトによってばらばらであり、結果

として大域的な磁化がm = [(何日 =0となることを意味する.ところが、同じ状況で、パラメー

タ~q は、正の量 (σú2 の平均であるために 8 ではない.故にスピンク守ラス椙はm=Oぅ守 >0 とい
うふうに特徴付けられ、河時に qがスピングラス秩序変数として解釈できることが分かる.

この SKモデルの解析は大きな成功を寂め、有限逼度Tcでスピングラス相への2次相転移が起

こることが示されると同時に、磁化率のカスプといったスピンク、、ラスの特設的な性質が定{主的に

再現された [7].また、予期されていなかったスピンク、、ラス桓の興味深い性質が、 SKモデルの解析

から明らかとなった.それは、異なる qの値を与える多くの純粋状態、が共存するというもので、あっ

た.2章で詳しく説明するが、スピンク、、ラスの振る舞いを正しく見るにはこれら純粋状態からの全

ての寄与をきちんと評髄しなければならないのである.それぞれの純粋状態は自由エネルギーの

値としては同じ僅を持ち、熱力学極患ではお互いが無限に高いエネルギー揮壁によって区切られ

ている.しかもこれらの状態の数はシステムサイズ Nと共に増大し、やがては相空間で連続的に

分布するようになるのである(図 1参照).これらの純粋状態の面白い性賓として、それらが階

p (q) P (q) 

q q 

5 
m
 

5 

図 1:スピングラス秩序変数qの分布関数P(q).左が通嘗の系、右がSKモデル.

層構造 (hier訂 chicalstructure)を成すということが知られている (8，9]. ここでいう詰層構造と

は3つの純粋状態を選んだとき、その状慈関の距離〈確率分布の重なりで定義される.詳しくは
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[8ぅ号]を参照)が、担空間上で、常に二等辺三角形か正三角形を成すことを意味する.この性質を

超計量生 (ultrametricity)と呼び、現実のスゼングラスの性質にもこの構造が影響を及;ましてい

ると忠われている.どういうことかというと、椙空間の無数の安定状態、の存在は、エルゴード性

の破れ(履霊現象〉と結びついているが、この安定状態の数が、誼度が抵くなるにつれ階震的に

(一つの安定状態、がいくつかの安定状態に技分かれして)増えていくと考えられているのである.

実諜いくつかの実験がこの描畿を支持している [10].もちろん、以上の結果は平均場理論である

SKモデルの解析によって得られたものであり、それが現実の3次元のスピングラスを記述してい

るという保揮は無い.しかし、その物理的措橡は通常のランダム系にも自然に適用でき、またそ

れを否定するような実験結果もないので、これら平均場モデルの結果は、スピングラス理論の最

も重要な結果として認識されている.

無担レンジモデルの成功の一方で、有摂次元のスピンク。ラスに関する亘接の知克というのは未

だに多くない.有摂次元における解析的アプローチはかなり難しく、多くの研究では数植計算に

頼るのが通常となっている.EAモデルに関する最も興味ある話題の一つは、上述した SKモデル

の詰像(すなわち超計量|生やP(q)の構造など)が成り立っているかどうかというものである.こ

の描像は一般にモンテカルロシミュレーションなどによって確かめることができるが、スピング

ラスではしばしばこれらの数誼計算もうまくいかないことがある.高濯の平衡状態に対応するラ

ンダムなスピン車位からシミュレーションを始めた場合、フラストレーションによって発生する準

安定状態にトラップされてしまい、特に低温ではサンプリングがうまくいかない.これを克服す

るのに、低湿の平衡状態に近いであろう基底状態からシミュレーションを始めるというアイデア

があるが、一般に EAモデルの基患状態の探索は系が大きくなると非帯に難しい.3次元以上では

この間還はNP完全であることが知られている [11].大雑把にいうと、 NP完全問題というのは、

システムサイズNの多項式時間でその問題を解くアルゴリズムが知られてい在いような問題の集

合である.現在、数多くの数値計算から、 EAモデルでは3次元以上でスピンク、、ラス相が存在する

が2次元以下では存在しないと考えられている [12].しかし、今の許算機能力では低誼でのスピン

グラスの振る舞いに関してはっきりとしたことが言えておらず、その描橡に関していくつかの相

反する主張が提出されており [13，14， 15ト現在も様々な方法で研究が進められている.

1.2 量子スピングラス

椙転移と臨界現象は多数の要素が絡み合った巨視的な現象であるため、遥常、ミクロな量子効

果には影響されない.それでもごく低誼領域では、量子効果による相転移が起こりうる.この量

子椙転移は熱的な椙転移とは異なったメカニズムで起こるものであり、また多くの富有の性質を

持つことから近年盛んに研究されている [16].量子スピングラスの場合、その研究自体は古典ス

ピンク守ラスと同時期から行われていたが、その取り扱いの難しさから発展が吉呉の場合と比較し

て遅れていた.それが近年、横磁場イジ、ング、モデ、ルのモデル物質で、ある LiHoxYl-xF4に関する実

験が行われ[17]、再び注目を集めるようになってきた.この系は熱揺らぎと量子揺らぎが支配する

領域の明確なクロスオーバーを示すが、スピングラス相周還での遅い夕、イナミクスのせいで、量

子相転移点近努で、の性質がはっきりとは分かっていない.ハイゼンベルグタイプの量子スピンクや

ラスに関する研究も行われているが [18]、その場合、量子効果が実験的iこ謁節することができな

い上、理論的な取り扱いもイジングスピンより難しい.結果として、イジングタイプのスピング

ラスのほうがより精力的に研究されている.
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理論的な立場からは、量子スピンクゃラスに関する興味ある問題は、やはり P(q)の構造に関する

ものである.古典の場合、自由エネルギー障壁が純粋状態、需を(熱力学極摂で〉無限に高い壁で

隔てるため熱謡らぎで、はいったん一つの状態にトラップされると脱出することができずこのこと

がエルゴード笠の破れを生んでいた.一方量子スピングラスの場合、量子揺らぎは必ずしも障壁

の高さに影響される必要はないので、それらの霞壁をトンネル効果によって通り抜けられる可能

性がある.これはエルゴード性を毘復した〈言い換えるとレプリカ対称の〉スピングラス相の存

在の可能性を示唆している(レプリカ対称性については後述). 

これらの疑問に苔えるために、解析的に量子スピングラスを解こうとする研究が現在も行われ

ている.それらの仕事の多く泣横磁場 SKモデルに関するものである [19，おう 21，22]. しかし、量

子スピングラスの場合、スピンオペレーターの非可換性のために古典的なスピングラス理論がそ

のままの形では適用できず、無限レンジの場合においてもなんの近以も導入せずにこれを解くの

は難しい.結果として、いくつもの桓反する相図が異なる研究者らによって得られていて [22]、レ

プリカ対称のスピンク手ラス栢の存在についてもその真偽は不明である.

量子スピンク、、ラスの性質を理解するうえで、可解なモデルを考察することは大きな意味がある

と考えられる.そこで、我々は?体椙互作用イジングスピングラスに横磁場によって量子効果を

導入したモデルを、 pが非常に大きい極患で考察した.横磁場がない場合、このモデルは古典的

となり、 Derridaによって導入されたランダムエネルギーモデル(以下REM)と呼ばれるモデルと

p→∞の極援で一致する [23].REMは相互作用の不短期性に起因するスピンク、、ラスとしての性

質を保持している一方で、解析的に非常に取り扱いやすいモデルであることが知られている.我々

はDerridaのモデ)レよりも広い範囲で問題を扱うが、鵠単のため以韓、我々のモデルも REMと表

記することにする.この量子板の REMは、最初 Goldschmidtによって調べられたが [24]、いく

つかの開題が未解決で、残っていた.本論文ではそれらのうち多くの点を明らかにしたのでこれを

報告する.

この論文は5つの章からなる.次の章では、スピングラス理論の中核をなす手法のひとつであ

る、レプリカ法と DerridaのREMとに関する解説を行う.3章ではレプリカ法とトロツタ一分解

[25Jを荊いて讃磁場を導入した REMの解析を行う.トロッタ一分解は量子効果を扱う上で有益な

方法であり、再じ章の最初の節で詳掘に説明する.また、自由エネルギーを計算する擦に、 Brav

と班ooreによって提案された静的近似 (staticapproximation) [18]を用いた.これは秩序変数の産

時間(トロツタ一番号)への依存性を無視する近似で、あり、それについても同じ章で解説する.秩

序変数と自由エネルギーを全ての相;こ関して計算し、その椙函を得たということがこの論文にお

ける成果である.

静的近訟のもとで導出された結果は、あくまで近訟であり厳密ではないように思われる.実際、

Thirumalaiらは、横磁場SKモデルを SAを用いて解析し、温度O極援でエントロピーがOにならな

いということを示し、 SAが不正確であることを明らかにした [20}.しかし、我々 は、 Dobrosavljevic

とThirumalaiが提案した [2句、 pが大きいことを利男した一種の摂動許算により、 REJ¥1の場合、

SAが議密であることを支持する証拠を得た.これに関する詳しい議論を 4章に示した.最後の章

は以上の結果の総括に充てられている.
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2 レプリ力法とランタeムエネルギーモデルのレビュー

この章ではレプリカ法と古典的な REJvIに関して解説する.まず最初にレプリカ法の基本的な

概念について説明し、そのトリッキーな蔀分にも触れる.その後REivlを用いてレプリカ法の実

演を行い、その結果とミクロカノニカルの方法を用いた厳密な結果とを比較し、両者が一致する

ことを見る.

2.1 レプリ力法

スピングラスモデルを解析する上で、交換程互作用を確率変数として取り扱う必要が生じる.物

理量を得るためにはスピン変数と椙互作用の両方に関して平均をとらなくてはいけないのである.

この際、平均のとり方として大まかに分けて二つの場合が考えられる.一つは需方の平均を同時

に取ってしまう方法である.これはスピンの反転と椙互作用の変化が同程度の時間的スケールで

起こる場合に対応し、これをアニール平均と呼ぶ.もうひとつの方法は、まず相互作用を国定し、

先にスピン変数だけ和をとってしまい、そのあとで椙互作用に関する平均をとる方法である.こ

の掻像は相互作用の変fとがスゼン反転の時間的スケールよりはるかに遅い場合に対応し、これを

クエンチ平均と呼ぶ.アニール平均の場合、フラストレーションが椙互作用の変化(スピンの位

置の変化)によって均されてしまい、スピンク、、ラス的な撮る舞いが晃られなくなってしまう.ゆ

えにスピンの凍結を含めたスピンクゃラス的な援る舞いは、後者のクエンチ平均の場合に対応する.

クエンチ系では、相互作用に関する平均は担互作用を国定して熱力学量を計算した後で行われ

る.よって自由エネルギーは次のように書かれる.

F = -T[logZ]. (2.1) 

ここで、 [.. .]はすでに述べたように相互作用に関する平均であり、配位平均と呼ばれる.ボルツ

マン定数を簡単のため 1としてある.Zは分配関数である.後はこれを計募すればよいのだが、一

般に logZの配位平均は非常に難しい.レプ1)カ法はこの難しさを克撮するために罵いられる方法

である.この方法の基本的な構想、は次の恒等式を用いることにある:

[zn]-l 
[log ZJ = li昭一一一一.n-→v n 

(2.2) 

レプリカ法という名前は Z九が η 掴に複製された元の系の分配関数に対応することにちなんでい

る.右辺の表現において、本来は実数である η がもし仮に岳然数であれば、配金平均を明示的に

実行することが可能である.そこで、レプリ方法の通雷の処方筆では、 ηが自然数だ、と患って [Z勺
を計算し、その後自然数から実数へ解析接続することにより η → Oをとるのである人しかしここ

で問題が生じる.ほとんどの場合、自然数から実数へ解軒接続には、いくつもの(原理的には無

数の)接続が考えられる.故に、解の選択というのが不可避な問題として残るのである.現在で

は、この問題を扱うための系統的な手法が護立されている.これを Parisi解という [8ぅ 9].次の節

で、 Parisi解を含めたレプリカ法の手続き全捧を、具体例として REMに適用しその結果を見る.

lレプリ方法の英語名として一般に認識されているのは2つあり、それぞれ ReplicaMethodと豆eplicaTrickと

いう.Trickというのはその数学的怪しさを込めた呼称だろうが、区別して使う場合は、恒等式 (2.2)を馬いることを

Replica Methodと呼び、 Z百をねが自然数として計算して解析接続する部分を ReplicaTrickと呼ぶようである.
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2.2 ランダムエネ}(...ギーモデルへのレプリ方法によるアプローチ

2.2.1 レプリ力対称解

REMは次のp体相互作用イジングスピングラスハミルトニアン

H=- 乞 Jir...ip<JI1・・σip

むく…<Zp

(2.3) 

において p→∞の極i哀をとったもので記述される.ここでけまサイト番号であり σはイジング

変数である.交換椙互作用 Ji1...ipはクエンチされた謹率変数で、あり、その分脊関数は以下のよう

に与えられる.

P(み1...ip)= (記)2 exp {一号仇ャ)2} (2.4) 

適現に極限p→∞をとるために規格北定数として NP-l とp!が必要である.もし p=2とおけ

ば、このモデルはSKモデルになる.レプリカ法の処方筆に従えば[27]、分配関数の η次モーメン

ト(nENと仮定)の配位亨均を計算すればよい.

izni=j E dA1J(J}Iip)zn 
21 <一-くZp

r T""T ( NP-1 ¥ 
1/2 NP-1 

"""""つ i
= I 11 d去Iiph石!) 均{一一一 ~_. (Ji1...ipr ( ) • :'-.1¥}  

~.~r 

1 J2p!.ム i
21 <ー <Zp 、 21<...<Zp J 

xTrexp {βz JizipZσ:…σt J 
¥i1 <…<ip μ=1 I 

= Trexp ~話 z む <Jt)2 ~ 
il <…くら μ=1 J 

= Trexp {出乞玄(σ円 σ三ぃj
l ilく…くら μ#ν j 

r _'"' _" 
_ _ 

/ ¥p、
=寸官Tre叫X勾p~ 与主吃乞 (ι古詑ε訂σイfσf ρ 

kμ<ν¥/  ) 

ここで Trは全てイジングスピン変数に関する和を表し、 μとνはレフワカ番号を表している.式

(2.5)の最後の式を導出するために次の関孫式

N
 

O
 

+
 

p
 

¥
E
E
l
s
-
ノ

σ
 

乞
z

l
一N

/It--x、
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一一σ
 

me zい

1
i
-
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一N
(2.6) 

を使った.ここで次の変数を導入するのが便利である.

qlW =会玄σ了σf (2.7) 
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これを吊いて式 (2.5)中の2:iイσilNを量き換え、制限 (2.7)はデ〉レタ関数と {qJ.tつに関する積

分で課すことにする.さらにデルタ関数のフーリエ表現を用いれば、 (2.5)泣次のように書くこと

ができる.

間 =ujEd何 μV
exp{等主(円一NE川 U

十TUGu十
ここで(jJ.tvはqJ.tV のフーリエ共役変数である.スピンに関する和は、各サイト番号iごとに独立に

とること会fで、きるようになって

問=(IT dqJ.tv dqt-tv exp {ヰ主I:(qJ.tV)P-吃門J，V

vμ<V ¥.μ<νμ<V 

+寸:グ向s2J2Nnη叶+州叩N川 i附 E仰叫l乞2互(jJ.tVμW叩νaJ.to-V )υ} ρ 
¥μ<ν I ) 

を得る.熱力学極認では、これらの積分は鞍点法によって評価することができる.鞍点条件を書

き下すと、
r1""'_一μ 」ノALτ

qJ.tlノ =μ込J，Pu=jP32J2(F)P-1(210) 

とできる.ここで L=玄μくV(j/-LVポグとした.更に計算を進めるためには、グジの異体的なレプ

リカ番号への法存性を考憲しなくてはならない.単純に考えると、レプリカは配位平均のために

人工的に導入したものであり、物理的な結果がしプリカに依存することは無いように思える.こ

の推量によって我々はしプリカ対称性 (replicasymmetry、以下 RS)の坂定qJ.tV = qへと到達す

る.RSの下で、秩序変数 qμν の物理的意味を簡単に見ることができる.式 (2.10)を以下のように

書き直すと

r '!'ro-rσiexpβL-yH-y 1 _ fT吋 exp一βHμ Tro-iexp-sH" 1 _μ ジ

μ ν=i|-j!-i(σ)(σ)]  = [(吋21(2.11) I Trexp(-β乞γH，)I L百:exp(一βHJ.t)1i-exp(-βHv)J L¥-z I \~Z 

を得る. ここでHγ はγ番目の複製されたハミルトニアンで

Hγ = L Ji1...ipo-Z…σL 
Zl <...くZp

(2.12) 

で与えられる.また式 (2.11)の最後の表現は各レプワカの独立性から導かれる.ゆえに q/-LV = q 

は1章で説明したスピングラス秩序変数を表すことが分かる.

RSの仮定の下、式 (2.9)中の μとνに関する 2重和(乞μ<ν(jJ.tVo-/-Lo-V
) は次のように書ける.

EVσジ=q(~>~r -n} (2.13) 

つ企phυ 0
0
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また分配関数は、

列勾十(いs2J2!!:.戸ぺ2戸川η叫〈
竹叫吋(必何乞む?判σ〆サ刊μう分)リ川}] 山問

) 

となる.ここで

Dz=iLパ (2.15)
v' ~π 

という記法を黒いた.この zに関する積分は、 2次の項を 1次に落とすために箆われる変換で

叫 (~X2) = J ~き吋 (2.16) 

この操作を Hub bard-Stratonovich変換と呼ぶ.ここに至り、スピンに関する和が各レプリカごと

に独立に取れるようになり、自由エネルギー fを具体的に計葬できるようになった.特に η → 0

の掻躍で、

1 [zn]-l 
-βf = :T [log Z] = liIll古一一一ーラ

lV n-→U lV n 

1 _:::-I 1 02 r2 1:::-I ( 一一~ß2J2qP + ~qq+ ~ß2J2 -~q+ I Dz log2cosh(ふ (2.17)2 L .L . 4' 2;L . I 

となり、また鞍点条件は次の状態方程式を導く.

qニJDz tanh2( ylqz)， ロ18)

ペps2J2qP-l 間)

SKモデル (p= 2)の場合、杷境界をランダウ展開から決めることができる.式 (2.18)をq~こ関し

て展開し 1次まで残すと、

q=β2J2q. (2.20) 

この方翠式は SKモデルが2次転移を起こし、その転移温度がT=Jで与えられることを示して

いる.

一方REMの場合、極限p→∞をとる. 故に式 (2.19)から互の檀はOか∞となる.各秩序変

数の値互=0と百=∞は q<lとq=lの場合にそれぞれ対応する.これらの条件を状態方程式

(2.18)に代入し矛看がないか確かめることにより、次の二つの解 (q予言)= (0ラ0)，(1，∞)を得る.解

(q， (j) =ゅう0)は常磁性椙に対応しその自由エネルギーは式 (2.17)に異体的な値を代入することに

よって得られ、
T2 

fp = -Tlog2一二一
4T 

(2.21) 

となり、またそのエントロビーは
時

-d

一P
つムσ

0
 

0
 

一一S
 

(2.22) 
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である.これは明らかに T本 =Jj(2.jI石三)以下で負になる.このことは、 T*以上の温度で栢転

移があることを示唆しており、実際、後で見るように T= T*でスピングラス椙への椙転移が起

こる.

もう一つの解 (q，ej)= (1ぅ∞)はスゼングラス解を表している.これの自由エネルギーも計算で

きて

fSG→ -T仔→一∞ (p→∞) (2.23) 

となる.この解はスピングラス程の自由エネルギーが常に需議性栢のものより小さいということ

を示しているが、これは明らかに非物理的である.実際、多くの場合RS解はスピンク、、ラス椙では

誤った解を与えてしまうことが知られている.

例えば、 SKモデル(p=2)の場合、 RS解は低誼極限で負のエントロビーを与えることが分かっ

ている.これは明らかに熱力学第3迭問に反している.研究の皐い段階では、この問題は極限の

不適切な入れ替え、すなわち η → 0とN →∞のJI慎穿を変えてしまうことに原因があると考えら

れた.正しい顛序では、まず極限 η → 0をとり、その後N →∞の極援をとるべきだが、我々は

鞍点法を用いるために最初に極限N →∞をとっていた.この点はレプリカ理論の正当性と深く

関わっており、現在も関連した研究が進められているが、ここではこれ以上深入りはしない(もう

少し詳しい議論が[28Jに簡潔な形であるト結局、長年の研究から、この問題はしプリカ対称性の

破れ (replicasymmetry breaking、以下 RSB)を考慮し適切な解を構成すれば回避できることが、

経験的に明らかになったため、現在では上のような開題に頭を笛ませる必要はなくなった.この

適切な解構成というのが先に述べた Parisi解である.

2.2.2 レプリ力対称性の破れ

母混でのスゼングラス椙の振る舞いを晃るためには、 qμν のレプ1)力添え字への依存性を叡り入

れる必要がある.もちろん qJ.l，V の一般的な形はわからないので、いろいろ試してみてそれが正し

い解のもつべき必要条件をみたしているかどうかを調べていくしかない.Parisiはレプリカ対称性

がi警層的に破れるという掻像のもとでひとつの解を提出した.具体的には次のような再帰的なア

ルゴリズムによって、 Parisi解は構成される:

(i)第1段階:η舗のレプリカを、 ml{冨のレプリカから成る、 n/，r別個のクラスターにグ、ループ

分けする.同じクラスター中では、それぞれの qJ.l，V (μ#ジ)は同じーっの値引を持つことにする.

一方、異なるクラスター需のレブワカ聞では qμν =qo ::;; qlを持つことにする.

(ii)第2段階:サイズmlのクラスターそれぞれを m2<ml倍のレプリカでなる mI/1勾留のサ

ブクラスターに分割する.同じサブクラスターに罵するレプリカ関ではグν=q2とむの値を持つ

とし、それ以外はそのままとする.

この手順を操り返すことにより、レプリカ対称註がkステップに破れた場合を一般的に得るこ

とカfで、きる.

η;三ml三m2・・・ >mたど 1，弘之島一1と'" ~ ql ~三 qo ・ (2.24) 
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以下の例は2ステッフの豆SBで、 n= 12ぅml= 6，m2 = 3とおいた場合である.

O q2 q2 

q2 O q2 ql 

q2 q2 8 。q2 q2 

ql q2 。q2 

{qJLV} = I I q2 q2 O 

qo 

qo 

9 q2 守2
(2お)

q2 O q2 ql 

q2 q2 O 

8 q2 q2 

ql q2 O 守2

q2 q2 8 

極震 η → Oをとるために辻、 各 miの処理法を考えなければならないが、 Parisi解では、それら

が連続変数となりしかも上記の不等式を逆転させた関孫にあるとf反定する.

。三;ml:::;;・・・三1. (2.26) 

以上がParisi解の基本的な構想である.

2.2.3 レプリ力対称性の破れの物理的意味

SKモデルにおいては、低温の振る舞いを正しく記述するには∞ステップの RSB解が必要であ

ることが知られている.このとき自由エネルギーは以下のように与えられる.

り =-22f(1イq2(x)dx-叫 -J Dzlo(O伺 z) ♂27)

関数10は、次の Parisi方程式と呼ばれる方程式

δfo(xラh) J2 dq fθ210. (δん¥〕
〈一一÷パ -:lVI } (2.28) 

δx 2 dx Iδh2 '~\θh J I 

の、初期条件ん(l，h)= log2coshsh における解である.式 (2.27)をq(x)に関して最大北するこ

とによって、 SKモデルのスピングラス椙の真の解が得られる.

RSBはさき初、 RS解の不合理を克服するために導入されたが、 RSB解そのものに、深い物理的

な意味があることが現在でーは分かつてきている.スピングラスは安定したいくつもの状態が共害

している状態と考えられるが、これは自畠エネルギーを状態の関数として書くとき、それがたく

さんの極小檀〈谷〉を持つことを意味している.そこで自由エネルギーがそのような多谷構造を

持つと考えると、 RSBの物理的意味がよく理解できるようになるのである.

一般に自由エネルギーに多くの谷かち有る場合、谷と谷の間の自由エネルギー捧壁のために、物

理量の長時開平均と真の熱平欝値とを区期する必要がある.一つの谷にトラップされている状態

丈
U

「

O
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O
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での物理量を観察するために、 Edwards-Andersonオーダーパラメータと呼ばれる次の変数 qEA

を導入する.

似三{乞九(mf)2J (2.29) 
G 

ここで九は系が谷αに捕らえられている確率であり、 m?はその谷におけるサイト tの局所磁化

である.その物理的意味を考えると、この qEAという量は次のように書くこともできる.

守EA= li限 Jim[(σi(O)σi(t))]. (2.30) 
t--->oo IVー→ζ幻

長時間極担1imt_切に先立って、熱力学極限N →∞を先にとるこの式は、 qEAが一つの谷にお

ける長時間平均{重であることを示している〈熱力学極限を先にとることによって、エネルギ-~章

壁が無限大に高くなり、そのため系は一つの谷から説出することができなくなるに間接に真の統

計力学的平均鐘を調べるために次の変数が導入される.

百三[L乞弓九mim?]= [(玄Pamf)2]・ (2.31) 
αb  α 

この量は、その物理的意味から、式 (2.30)のように

百=.!im ，lim [(σi(O)σi(t))] 
lV-→00 t-→00 

と書き直すことができる.故に互は、全ての状態、における物理量をその重みごとに考麗した、真

の意味での統計力学的平均値であると解釈することができる.一つしか谷がない場合、この二つ

の変数は一致するが一般には、 qEA>否である. この二つの変数の差 qEA一石は椙空間の多重度

を判定する目安となる.以上の考察から、スピングラスの詔空間の多様性を反映して、秩序変数

が奇から守EAまで連続的に分布し、またそれがSKモデルにおける Parisi解の q(りに対応してい

ると期待できて、実擦現在ではそのように解釈されている.そこで、上述の各秩序変数が、レプ

リカ法の言葉にどのように対定、するかを以下で克る.

統計力学的平均鑑三はすべての可能な状態の王子持鐘であると解釈できるのでそれを各レプリカ

関のオーバーラップグν=[(σfσnlの全平均であると考えると

(2.32) 

百=V Iqw=jq(z)dz 
会cn(n-1) ん

という等式を得ることができる.一方、一つの谷におけるスピングラス秩序変数の値は、異なる状

態関の重なりを考慮する必要がないため、佐の可能な{直よりも大きい檀をとると考えられる.故

(2.33) 

に守EAをqμν の最大檀と同一視することができて、

z
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(2.34) 

以上から qEAと互を q(x)と対応、{すけることができた.上の議論をまとめると、スピンク、、ラスの熱

力学量を正しく評価するには、自由エネルギーの多谷構造を考麗しなければならず、その自岳エ

ネルギーの構造は、レプリカ法ではRSBによって表現されるということである.もう少し搭み込

んで言えば、レプリカ添え字の組 (μラレ)が、自由エネルギーのどれかひとつの谷に対志している

ということができる.この解釈によれば、自由エネルギーの多谷性を起源とするエルゴード性の

破れが、 RSBと自然に結びついていることが分かる.より詳細な議論は、文献 [29]を参照のこと.
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2.2.4 REMのスピンクFラス解

REMにおいては、 1ステップのRSB(lRSB)で正しい解が得られることが知られている.この

証明はかなり産感的に与えることができる.式 (2.10)と(2.24)から、全ての qiが1より小さいと

仮定すると、全てのをiがp→∞の極翠で0となり、その結果RS解が復活することが分かる.そ

こで条件qo三位三・・・三 qk-l< qkニ 1を仮定すると、やはり全ての告白<叫がp→∞の極摂

で9に坂束し結果、高次の RSBがqo= O，ql = 1の 1RSBに婦着する.この証明の詳績は Gross

とMezardによって与えられている [30].

さて、 REMの自由エネルギーの計算に戻ろう.1RSBを用いれば、式 (2.9)における μとνに

関する 2 重和(乞μ<V~Vがσつは、

L?W=i(ベトr十 (E1-dxsjサ (2.35) 

と書くことができる.右辺の最初の項は、 {qlll/}をqoで埋め尽くす項であり、第 2項は、ブロッ

ク部分のおをむで量き換える項、第3項は対角要素を Gにする項である.同様に (qμV)Pは、

1 ~， "."  _ 1 _ 1 f <)ηq¥  
li~:: ) ~(qIlV)P = ~ li~ -:: ( n:lqO + ~U mi(qf -qg) -nqf ) =ぷ(7nl-l)qf -mlqb} (2.36) 

ム .-.J'- :ln→On¥ml  -A } :l 
μ<ジ¥/

となる.ここでHubbard-Stratonovich変換を行えば、
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(2.37) 

を得る.スピンに関する和は各レプリカごとに独立にとれて、故に自由エネlレギーは

1 _'"' _'"' ~ 1 
-βf=~qlqo+ 三 (1 -mdqlql -4β2J2qb -i(l-mdβ2J2qf + iβ2J2 -~ql 

十 1r DZ1 log r DZ2 coshm1 (AoZl十布てゐ)十log2 (2.38) 
IILl J J 

と計算される.状態方程式培、

_ r n_ (JDZ2 coshm1 (/roZl + J ql -qoZ2) tanh( /roZl十布てqozバ2( J - -.<------ ¥ V ':l V-~ ， V ':l~ ;;:;:.-.<-/ V_____¥ v ':lV-~ ， V '1~ '1V-L./) (2.39) 
} --~ ¥ J Dz勾2C∞osh'T子1m狩mη吋Z

一 rn_ JDz勾2∞S泊hm問 1(ゾqoz引1十ゾ訂士E冨OZ巧ω2討)ta鉛nh2(/roz勾1十;q;てE苔OZゐZ勾2ρ) 
(2.40) 

J L/':;1 J DZ2 coshm1( v信九+v宮てqOZ2)

SC=1β2J2pqg-lラ 51=1β2J2pqf-l (2.41) 
2 

となる.ここでqo= qlとおけばRS解 (2.18)、(2.19)が再現される.lRSBがRSを異なる解を

持つためには、不等式 qo< ql， (るくをi)が満たされなければならない. 条件 ql< 1を復定す

ると、先の高次の RSBが不要であることを示した議論と同議にしてを0=長=0が婦結され、故

iこ豆S解qo= ql = 0が導かれてしまう.そこで条件 ql= 1， qo < 0が必須である.この条件は式

(2.39)において、分子の Zl積分が消えて、結果 Z2の奇関数となり qoがo~こなることを意味し、

ヴ
t

F
h
u
 

nδ 
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従ってスピンクーラス解として{守Oぅ守1)= (0，1)を得る.これを自由エネルギーの表式 (2.38)に代入

すれば、 p→∞の極摂で次の式

β2J2 1 
-βf=~m1 十一一 log2

4 m1  
(2.42) 

を得る.mlに関する変分条件を寝ると

(m1βJ)2 = 41og2 (2.43) 

となり、これを代入し最終的な解として

fSG = -Jy'I石三

を得る.転移温度Zは条件 fSG= fpより

(2.44) 

T，..= J =T* 
2y'log 2 

(2.45) 

となり、意磁性椙のエントロビーが清失する温度T*において椙転移が起こることがわかった.こ

のとき秩序変数 q1は不連続に変化するが、エントロビーは連続的に消失するので熱力学的な意味

で2次担転移といえる.IJ量度Z以下では系はエントロビーを失って完全Lこ凍結することが分かる.

2.3 ミクロ力ノニカルの方法

この節では、ミクロカノニカルの方法Lこよってレプリカ法と同様の結果が得られることを見る.

この方法はレプリカ法とは全く異なるものであり、数学的に怪しい所はなくその結果は厳密である.

ミクロカノニカルの方法に必要なのは、ハミルトニアン (2.3)のp→∞極限でのエネルギー分

事であり、まずそれを調べる必要がある.あるスピン配位 {σ}が持つエネルギーの分布は次のよ

うに書ける.

P(E) = [8(E -H( {σ} ))]. (2.46) 

デルタ関数のフーリエ表現を舟いれば、配位平均は簡単に実行することができる.その結果は

( E2 ¥ 
P(E) =守=三位pI -"̂--: T? ) (2.47) 

V N1rJL. ¥ NJ2) 

となる.同じ相互作用を持ち二つの独立なスピン配金 σ(1)?σ(2)のハミルトニアンがエネルギ-

ElラE2を持つ確率分布P(E1，E2)も同様に計算することができて

P(EI， E2) = [8(E1 -H( {σ(り}))8(E2 -H( {σ(2)}))] 

( E? +E~ E~ -E.2¥  
exp i-i e=-i 乙 (2.48)

NπJ2、1(1十 qp)(l-qp) ¥ 2N J2(1十字) 2N J2 (1 -qp) ) 

となる.ここでq=244)42)/Nと量いた 2つのスピン配位は独立であるので Iqlは常に 1以

下である.ゆえにp→∞の極限で、 P(El，E2)は

P(EI，E2)→ P(E1)P(E2) (2.49) 

O
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となり異なるスピン配註のエネルギ一分布は独立となる.このことは各エネルギー準位が、ガウス分

布から生成される独立な確率変数であることを意味する.この性賓が fランタeムエネルギーモデ、ル」

の名前の由来となっている.同様な結果を3つ、あるいはそれ以上のエネルギー準位P(El，E21... 
)に関しても得ることができる.

エネルギ一分布が分かったので、エネルギーEの状態、の数を数えることができて

守 ( /円、 2)

n(E) = 2N P(E) =づ壬=三expN< log2ー{ーニ)} 
vNπJ2 --L  - I ¥NJ) I (2.50) 

となる.熱力学極限 (N→∞)で、 IEI < NJy1石三三 Eoの範囲には非需に多数の状態、があるが

IEIとEoの範留には準位がないことがわかる.ゆえに IEI<Eoでのエントロビーは

( /¥2  l 

S(E) = logn(E)ニ N< log2 -!二一 I} I --0  - ¥ N J / I (2.51) 

となり、あとは温室の定義から

dS 1 NJ2 

一一=一一一件 E=一一一-
dE T(E)" - 2T 

(2.52) 

を得る.カノニカルアンサンプルの場合を考えれば式 (2.52)は温度Tの熱諮に接しているときの

系のエネルギーを表していると解釈できる. ここでEo以下にエネルギー準位を持たないことか

ら、逆に Z三 NJ2f(2Eo)= Jj(2y1否豆)以下の誼度で培、系は一つの状態に完全に凍結してし

まい、ヱント Eピーが消失し、内部エネルギーはT=Tcでの値を保持することが分かる.ゆえに

自由エネルギーは次のように与えられる.

f={-TW一五 (T>丸)

1 -JJlog2 (T <丸)
(2.53) 

これはレプリカ法の結果と同じである.

もちろん REMはスピングラスモデルの中でも非業に単純なモデ、ルの一つで、あり、現実の物貿

でこのようなハミルトニアンζよって記述されるものがあるわけではない.しかしその解析性の

高さから、スピンク、、ラスや情報処理 [31Jの問題に対して非需に多くの知見を与えてきた.ここで

は、 REMの和点を尾いて、レプワカ法が語頼に足る方法であることを示す議論を与えたことにな

る.次の章では、 REMの量子販の解析を仔う.先に述べたように量子スピングラスは古典の場合

より込み入っているが、その性質を調べる上でも REMが有益な悟報を与えてくれることを見る.

3 横磁場中のランダムエネルギーモデゾレの解析

横磁場ランダムエネルギーモデルは、 Goldschmidtによって拐めて解析され [24]、その椙図がス

ピンク。ラス椙〈以下SG椙〉と二つの常磁性椙をから成ることが示された.それら常磁性相のうち

のひとつが式 (2.21)で表される古典帯磁性椙(以下 CP相)であり、もう一方が、横議場によっ

て誘起された量子常磁荘相(以下 QP相〉である.この結果は、量子スピングラスが解析的に解

かれ、熱謡らぎと量子揺らぎの違いが顕に明らかにされた数少ない例の一つである.
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この章では、 Goldschmiぷの用いたモデルを強磁性バイアスが有る場合に拡張したモデルを解

析する.強磁性相〈以下 F椙〉における量子揺らぎの影響は自明ではなく、ランダムネス、量子

揺らぎ、強礎性バイアスという三つの競合する効果に、系がどのように影響を受けるかは興味あ

る問題である.

ハミルトニアンは次の式

N 

H=一玄 41ip〈…ぺ -r玄σf (3.1) 
21<…<2p i=l 

で与えられる.ここで σZ、♂はパウリスピン演算子であり、 rは横磁場の強さを表す.相互作

用 JI1...ip の確率分布関数は次の式

(品川p)= (記)1/2 eベ-55;(A1ip-誤r (3.2) 

とする.ここでioは強磁性バイアスであ号、担互作患の平均誼である.

量子スピングラスの場合、スピン変数が数ではなく非可換なオペレータであるため、前章のよ

うに素直にレプリカ法を用いることができない. トロッタ一分解はこのようなときに便利な方法

である [25J.この方法を用いると、秩序変数がトロッタ一番号(経路積分の虚時爵と同一)に依存

するようになるために、それらの僅を自己無撞着になるように計算しなければならない.結果と

して問題は非常に難しくなる.この函難を回避するために考えられたのが、秩序変数の持関依存

性を無視する静的近以〈以下SA)であり、この章では我々もそれを男いる.

3.1 トロッタ一分解

量子系を扱うための通常の戦略では、何らかの方法で非可換なオペレータをひ数として取り扱

うことが多い. ト2ツタ一分解もそのような定式化のひとつである.その基本的な構想は、次の

恒等式を用いることにある:

(eK!MeU!M)M =叫 (K+U十土[K，UJ + O(M-2) )→吋K+U) (M→∞). (3.3) ¥ '2ML--'-J'-"-- 'j 

この節でのみ、[.• . )は、交換関係を表すものとする.式 (3.1)の経路積分表現を導くため、ハミル

トニアン (3.1)を以下のように UとKに分裂する.

N 

U = -2::: Ji1"，ipO"[1'" σL?K =-FEンf・ (3.4) 
il <...<Zp i=l 

分配関数 Zはこのとき

Z = Tr e-H/T = Tr(e-H/MT)M =官 (e-(K十U)jMT)M

= 乞 乞(σl!e-(K+U)jMTIσ2)(0"2Ie-(K+U)jMT...1σM)(σMle一昨U)/MTIO"l)

勾三=...2:::(σ11〆/MTe-
UjMT

I0"2) (0"2 le-KjMT e-U/MT  ...1σM)(σMle-
KjMT 

e-U/.
A1T

I0"1) 

三 ZM (3.5) 
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と書くことができる.オペレータのM 重積の間に恒等演算子 1=玄σtIσt)(引を挿入すれば2、2

行自の式のようになる.ここで円 ={σi，dはt番目に挿入した完全系のスピン配位を表す.もと

がTrであるから周期境界条件σM+l=引がトロッタ一方向に課されなければならない.

ここで基震として Uを対角化するものを選ぶと、

(σt!e-UjMT e-KjMTIσ件 1)= (σtle-K/MTIσt+1)ε-U(内 )/MT

が得られる.異なるサイトのスピンは交換するので、式 (σtle-K/MTIσt+1)は

N 、

(円le-
KjMT

IO"t+l)=日(山xp(青々 )100i，t+l) 

と積に分解でき、スピン-1/2の代数から次の関係が得られる.

(σi，t 1低 p(会ィ)1σ五山

ここで、

l' I 1 ワド ¥ 2 

B = ~ln釧hT~' c= ¥言sinh市 j

と置いた.ゆえに t番目の中間状態、は

川 jMTe-U/M TI0"t+1) = CN exp匂V

と表現でで、きる.従って分配関数は

(M  I ¥、
Z叩 =CMNL ... Lexp ~ t (詳+BL…+1) ~ 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

となりこれは新たにトロツタ一方向の次元が加わった古典的なイジングスピンの分配関数である.

式 (3.11)における誤差は、。(M-2
)であり、 M →∞の極限で損失する.

3.2 レプリ力解析

前節の結果から、トロッタ一分解によって得られる次の分配爵数を計算の出発点とすれば、よい.

J パ M M ¥ 

ZM = CMNTrexp ( ~Æ L L Ji1...ipO"il，t・-σzμ 十BLLσi，tσi，t+1I 
¥ t=l il <…くら t=l / 

ここで苫はスピン σに関する和を表す.レプリカ法を用いて配意平均を実行すれば、

/々27 2 M M n / l y
[Z到=Tre斗tETZE二(万乞σ:ん)

¥ t，t'=1μ，ν=1¥ ノ

A ・軍 ?λ({ n 1_ ¥P βf η ¥ 

+ヰ~LL( 長Eンf，t )十BLLLンfdtHj，
t=1μ=1¥ / t=1μ=1 ノ

2この、挿入された完全系のことをトロッターレプリカ、あるいはトロッタースライスと呼ぶ

司，ょF
O
 

口

δ

(3.12) 

(3.13) 
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を得る.レプリカ添え字は仏ジと置いた.配位平均は再び[...]と書く.またいくつかの有意でな
/ ¥ P  

い定数辻落とした.スピンの護の項 (Liσftσi.t'/N)を隷形化するために、古典的なREM(2.7)
の場合と同様にして、積分変数qSとデルタ関数S(qg-23σftσi.t'/ N)を導入する。また、デ)レ

タ関数は共役変数52了Lこよるフーリエ変換によって表現する。

現在のケースで辻、対角項qgと非対角項qU(μ 手りを豆期する必要がある. 物理的には、

qgは量子揺らぎを測る邑安で島り、ョ2了はスピングラス秩序変数である.量子揺らぎがない場

合、スピン配位σ九は車時間 t~こ夜存しなくなり、 qg=1 となる.量子揺らぎは qg を 1 より小

さくなるよう抑制する.ゆえに 1-qgは量子揺らぎを測る秩序変数となることが分かる.また

(Li C7tt/N)Pを箆略fとするために磁1tmrも導入し、制約mf=Ufz/Nは、デ、ルタ関数の共

役変数品fによるフーリエ表現を男いることによって課す.以上の変換によって分配関数は

[ZA1J = / rr rr dmrd対日Edqgdq;FEEdqgdzr
U μ t μくV t，t' μ 

主ヲ正t'

×ω(zz(22(qgy-出rqg)÷乞乞(与;(qgy-お344テ)
1.. tι警
tγfμ<ν、ノ t仁，t' μ、/

十屯乞ε訂(守(m吋吋fわ)P一寸去h討品匂?川m吋川fけか)トいい÷孔吋10ωO姥g

t μ¥/  ) 

となる.ここでHeffは有効ハミルトニアンであり

Heff = -B~~イ41 一幸εpfσf-dEZZUσfσ3 一歩乞乞Uσfσ3
t μμt  μ<V t，t' μtヲ6t'

(3.15) 

で与えられる.熱力学極限では、護製された系の自由エネルギー Fを鞍点法によって計算するこ

とができて、その結果は

引 =ZZ(22(qg)P-担了qg)+ZZ(45(qyy一部「qg)
t，t'μ<ν、ノ t，t' μ、ノ

+L乞二乞(~.等争(仰m吋?げt 一去品吋rm吋r)ト+附
t μ 、 J

となり、鞍点条件から状態方程式

q44←zσト了μ=桝

q4dzgゲ=(伊σイ付f台σC7r，)，認拡トゲμ=jシβN刈ゲη伊)Pペ 仰 bめ) 

mf=(σf)，品r= sjop(mnp-1 (3.17c) 

が得られる.ここで(・・・)は重み exp(-Heff)による平均を表す.秩序変数が車時間Eこ高度に依存

しているために、これらの方程式を議密に解くのは毘難である.しかし、極限p→∞で辻、各

共役変数が Oか∞しかとれないために非常に問題がシンプルになる可能性がある.例えば、式

(3.17c)と条件 9三mf壬1から、品f→ o(0三mr< 1)か品f→∞ (mr→ 1)の2つの場合の

みがあると掃結される.ゆえに SAは厳密に成り得る可能性があり、このことは次の章で詳しく議

論する.

つ白Fhu 
oo 
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3.3 レプリ力対称解

計算を進めるために RSを仮定しよう.それに加えて静的近似を用いれば、秩序変数は次の 3つ

μμ 一 μu
qu' χ) qu'三 q)mt == m (3.18) 

に在る.すでに述べたように χは量子揺らぎの効果を鶴る秩序変数であり、りまスピングラス秩序

変数、 m は磁化である. 自由エネルギーは、より簡単に

βF 
-βf三-.lim lill! ~ 

M ー→α;)nー+υ n
<) ~<)， ~ 1 ~ 1 = ~ß~fL (χ.p -qP) + ~qq -xχ十 sjomP一品m十 lim lill! ~ log Trexp (-Heff) (3.19) 2 '-.. ，，-，，-.， J ~ 1¥11→∞する→On

となる.全ての秩序変数と共投変数が時間とレプリカ添え字について独立であるため、 Heffの中

のスピンの積の項は次のように書きなおすことができる，

話料=H(界ザ-写(~>rr} (3.20) 

ゆえに有効ボルツマン因子exp(--Heff)はHubbard-Stratollovich変換を用いることにより非常に

簡単になり

日

A = J2X -q z2 + yq zl +伝 (3.22)

と置いた.ここでトロッタ一公式を逆に夜えばTrを篇単に計算することができて M →∞の極

限で

I_~ A~ ¥ 
itjkhxp(B2ン向性十五i2ンt'=壬〆十酌X=2∞shVA2+β2r

2
. (3.23) 

を得る.全てのレプリカが自由エネルギーに同じ寄与を与えるため、極摂n→ 9は簡単に取れて、

結果は

一イβ巧f=jシβ町 p一♂約作)H+j炉什h什一以加+吋3幼jomP一伝伽m+JD九山10吋O
となる.ここで

ω = (A2
十 β2rつ
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と置いた.自由エネルギーの鞍点条件をとると状態方程式

品 =FjopmP-l，

トシ2J2pχp-lラ

ペグJ2pqP-l，

m =  / Dz勾dげlYγ一lヅ/Dz山一1、切切切1sin1討位山耐1n凶n1註}

χ= / DZ1 y-1 
(/  DZ2 A

2w-2 coshω+ s2r2 
/ DZ2 W-3ル)ラ

守=/ DZ1 Yγ一-2(/μμDz山一→1弘切也池S討ぬ由iI包叫1註1

を得る.簡単のため

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

y = / DZ2叫 J 間

と撞いた.この表式でr=oと置くと、 χが1~こなり自由エネルギーが古典的な結果 [23 ラ 30 ， 31]

iこ戻ることが分かる.方珪式 (3.26)-(3.31)はGoldschmidtの結果 [24]を有限の強般住バイアス jo

が有る場合にー殻{としたものとなっている.

あとは状態方程式 (3.26)ー(3.31)を解けばよい.この際次の不等式が有用となる [32]. 

χ=  / DZ1 y-1 (/ DZ2ん -2吋川2r
2
/ DZ2ω加山)

と/ DZ1 y-1 
/ DZ2 A2w-2 cosh ω 三/ Dz1Yげ1戸1Y-γ一→1ゾ/D勾Z2A2ポ必ル2Wω〆一2 討

どfμ介Dz引dげ1Y-一べ/D仇一-lS切S討白叫11

最後の不等式はシユワJルレツの不等式

/ Dz勾2C∞08詑hω/Dz勾2Aん2Wω泊山/Dz勾2子凸内S討叫i

三(/D山川h吋イr間

を用いた.式 (3.26)ー(3.28)と条件 0:::;χ?もm:::;1から、共役変数は極限p→∞でOまたは∞

である.これから可能な解の組み合わせは

(m，支うを)= (0ぅ0，0)，(0ラ∞，0)，(0，∞，∞)， (∞タラ0)ラ(∞ヲ∞ぅ0)，(∞，∞，∞) (3.35) 

の 6つである.このうち解(品，丸を)= (∞ぅ0，0)泣不適であることが次のようにして分かる.こ

れらの値を式 (3.29)-(3.31)に代入すると、解として (m，X， q) = (1予1ヲ1)を得るが、これは条件

なうを)= (0，0)に震している(なぜなら {χ，q)= (1，1)のとき乞q(x p(l)p-l→∞であるから)の

で除外されなければならない.同様にして(仇支，q)= (∞，∞，0)も解ではない.以上から最接的

な解として

(m，χぺ)= (0土tanhsrぅ0)ぅ(0，1，0)，(0，1ぅ1)，(1ヲ1，1)
'βF 

-864-

(3.36) 
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の4つを得る.

解 (m，χ，q)= (むう 1，0)は、帯磁性解であり、量子揺らぎがない場合と同一である.この程では量

子効果が実効的に有意でなく、そのためこの相は CP穏である.解 (m，X， q) = (0，会tanhβr，O)

は、量子揺らぎのために現れた新しい常磁陸相で、 χが横磁場Fのために 1より小さくなってお

り、これがQP桔である.また(瓜 χ，q)= (0ヲ1，1)はSG桔のものである.極限p→∞では、有

限の qの藍は、式 (3.26)ー(3.28)から q=lに限られる.また不等式χ?qより χも1となり、ゆ

えにこの栢では量子効果が有意でないと期待できる [26，33].最後に (m，x，ヨ)= (1，1，1)は強磁性

解である.この椙では全ての秩序変数がp→∞の極根で 1をとることになる.ゆえに量子揺らぎ

はこの椙でも有意でないと期待できる.以上の結果を、表 1にまとめておく.これらの解を自由

Phase (m，χ?守) (inぅχ?言)

CP (0，1，0) (0，∞，0) 

むP (0， tanhβr/(βr)，O) (0，0，0) 

F (1，1，1) (∞ぅ∞，∞)

SG (0ラ1，1) (0，∞，∞) 

表 1:各担における秩序変数の誼

エネルギー (3.24)に代入すると、それぞれの椙の自由エネルギーの値を

fQP = -Tlog2 -TlogcoshsI¥ ( 3 . 3 7 )  

fcp =十J2-Tlog2， 間

fF = -Yo， (3.39) 

fSG = -T，J笠→-∞ (p→∞ (3.40)
亨7r

のように得る.このうち SG相のものは非物理的な結果になっておりこれは古典の場合と向じで

RS仮定のためと考えられる.正しいSG解を得るためには、 RSBを考麗しなければならず、次の

節でその具体的な計算を行う.

3.4 RSB解と相図

前章で見たように、古典的な RE誌の場合、 SG解は 1RSBによって正しく導出された.ここで

はそれに習い、高次の RSBは考憲せず、 1ステップのみに限定して計算を行うこととする.新し

い秩序変数と、レフリカ行列をブロックにわける変数mlとを導入し

qlαI，19;=qo，qhifβl' = ql 手[' (3.41 ) 

のように置く.ここでlニ 1ぃ..，η/mlはブロックの番号であり、向 =1ド..，mlはl番目のなか

のレプリカの番号である.SAの下で、式 (3.16)は次のように書ける.

Ff=iml(jβ2均-qOqo) -~ (ml -1) ( ~ s刊-qlql) -(シ2Jγ一以)¥ 2' ~U .I.V ;LV J 2' A I ¥ 2' .Li .LL .LL J ¥ 4' ，~，~ J 

-(βjomP一品m)-. !im 1i~ ~ log Tr exp ( -H eff )・ (3.42) 
M→∞n→ 0η 
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さらに、有効ハミルトニアン Heffは

-Heff = BL乞σfσι1+品乞乞σf+支L乞σfσC
t μ t μ tヲ正t'

+~ (品工乞何十(員一品)芝乞乞σrlCJ~1 ) (3叫
¥ μヲ正vt，t' μt手正Eノ1t，t' / 

となる.スピンの積に関する和を

) 十か(界σf)2+;(51-4((pp)2一写(午苧戸刊イザサfア今ヴ叫iうヅ)'川
2} 

+べ巾す(かヤ支ト一すi炉忌叫(写Pp刊イサr)'+Bεロ写例1十品弓写写矛σイf 但

のように変形し、 Hu bbard-StratonovIch変

{=f41(fD4(fM(拝山平叫

A1 = vfro Z1 + vq.;てqOZ2十fiXてq1Z3十品 (3.46) 

と置いた.式 (3.23)でやったように、 M →∞でスピンに関する和はトロッタ一公式により簡単

に取れる.さらに極限 η → 0をとれば、次の式

Ajさ:cl!正問吋-Heff)=土 /D山 g/ DZ2山 Z3吋叶 (3
ml J J ¥J J 

をf得尋尋iる. ここで、

ω1 = (Ai +β2r2)き (3必)

と置いた.2つのスピングラス秩序変数を等置 (qo= q1)すると、 RS解 (3.24)が再度得られる.

lRSB解の自由エネルギーの鞍点条件は次のように与えられる.

品 =sjOpmp-l， 

支=jp2J切 -1う

る=;92M-19

邑=jP2M-l，

m=  1 DZ1γ1 DZ2 y2
ml-¥ 1 DZ3 A1ザ sinhω1，

χ=  1 DZ1 y1-
1 1 DZ2 Y2

m1
-
1 (1 DZ3 Aiw1

2 
c倒的+s2f2 1 D Z3 w1

3 
sinh時)，

qo:イDZ1(y1-1 1 D岬 -11 DZ3 A1wl1 
sinhωlt  

q1 = 1 DZ1 y1-
1 1 D Z2 Y2

ml
-
2 (1 D仏 ω子山，)'

-866一

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 
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箆単のため

五= 巳W陥川い仇ω1ο)三 J Dz仇吋Z勾イ2べ(JDz勾…3
という記法を用いた.不等式 χ三ql三qoが式 (3.33)とほ廷同様の方法で得られるが、計算の詳

細泣ここでは省略する.

極限p→∞において、状態方程式 (3.49)ー(3.56)と不等式χとql主的から lRSBの自明でない

解は (m，x，qoラql)= (0，1ぅ0，1)の 1つに決まる.対応する自由エネルギーは

f=-:βJ2ml一 Tょ同2
生 1nl

(3.58) 

で、 mlに関して微分して SG栢の自由エネルギー

!SG = -J0石三 (3.59) 

を得る.境らかにこれは古典の場合の SG椙と同じである.

全ての椙の自由エネルギーが求まったので、椙図を求めることができる.栢境界は異なる 2椙

の爵の自由エネルギーを等置することによって得られ、その結果が国 2-5である.横磁場Fが大

きくなると、量子謡らぎが強磁性秩序を持制し、 QP相への相転移を起こすことが図3から見て取

れる.秩序変数は全ての椙境界で不連続に変化するが、 SG相から CP相、 F椙への相転移はエン

トロビーの飛びを伴わず、熱力学的な意味では2次椙転移である.位の転移は全て 1次である.

4 静的近似の妥当性の検証

この章では、前章で用いた近似である SAの妥当性を検証する.その吾的のために、まず最初、

秩序変数のpが有患であるときの補正項を SA下で計算する.その後、同様の方法で秩序変数が虚

時間t，t'に荻存するばあいでの有援のpの橋正項を計算する.最後に自由エネルギーをこれら補正

項について展開し、 p→∞の極限で、時間依存性が有意でなくなることを示す.

具体的な議論に入る前に、以下の結果の多くが先行研究によるものであることを注意しておく

(26， 33].我々独自の成果は以下の議論のうち強磁性椙に関するものに限られる.

4.1 Large-p展開

RSとSAの復定のもとで自由エネルギーは

一βf=;β勺2(χP-約十15q一疋χ+sjomPー伽十 IDZ1 log I DZ2 (2∞伽)生 2-;;"-.L /¥"/"-' '-JV' I - ..L --(J  I 

で寺えられた{式 (3.24)を参照).十分大きいが右限のpを考えたとき、秩序変数はp=∞での解

に非常に近いと考えられる.つまり、共役変数X，q，品は非嘗に大きいか非常に小さいかのどちら

かであり、このことが系統的な自由エネルギーの計葬を可能にしてくれるのである.

ウ
t

C
H
U
 

G
O
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T/J 
r;lJ 

QP 

r/J 

QP 

図 2:横磁場REMの全領域の椙図の概略図.QP 

相はfjJがれjJ=ljV2より大きい領域に存在

する.CP椙はfjJとft!J = log(2+ J3)j(2V2) 
の領域では、量子揺らぎに完全に抑制されて消失

する

T/J 

QP 

むP

F 
SG 

jo/J 
G 

q
L
 

f
/
 、l

J
n
f』nH 

，，a
、、

図 4:]三三f:::;ftの範屈における、 T-jo平面の概

路函.這度Tが高いと、 CP椙がQP棺に取って代

わられる.fが大きくなるにつれCP相の存在する

領域は狭まっていき、 f=じで;自失する.

r/J 止立

(1 n2) 

jo/J 。 nf-
f
J
J
 

4a
司、、‘
a''

q
J』nu 

r
g
t

、

図 3:基底状態T=O平面での担医.横磁場Fが

大きくなると、量子揺らぎによって強磁性秩序が

破壊され QP椙へと移行する

T/J 

QP 

Jo/J 
O r/J 

密 5:非常に大きいrに対する T-jo平面の梧図.

SG栢誌fjJ= fo/j = JiOg言以上では量子揺ら

ぎのために現れない.
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CP相の場合、支と>cpは非常に大きく、告の変数はOと考えられる.pが大きいとして鞍点法を用

いれば、式 (3.24)における勾積分を評伍することか。できる.そのために積分の中身を顕;こ書くと、

/ DZ2同 hω)

r dZ2 r (1?  I ~ ~ ') / ~~，.，\( 1 ' )ー ¥〕
= Iつ三={expl-EZ2 十ゾ2支z~ + (sr)2 1 + exp {ーが~ -< • .1 2支z~ + (βr)2 ) ~ (4.1) 

J VL:rr l\~ / \~ / I 

である.このうち第2項は第 1項と比較して無視できるほど小さい.第 1項の鞍点は

q

L

-
T
一MVT 

一一

2

q

L

-
~χ
一

A
U
Z

一

t''''zI 
士一一つ'u

~
A
 

で与えられ、ゆえに式 (4.1)の鞍点での{自立

f譲住p(-~z川制十(βr)2いほph-i222)
一 ¥/¥ 4支 /

となる.このとき自由エネルギーは

'-_0 (βr)2 
βf=一一(βJfxp十χχ -log2-X十一一一

4支

と評価される.支 iこ関して変分をとれば、秩序変数χの僅が得られ

(1¥-2  ，.(r j J)2 1 
xcp = 1一一(βr)2支-2ニ 1一一(βr)2( ~(βJ)2pχp-1 ) 勾 1-4¥4 V-~ J .l'̂) -(sJ)2 p2 

となる.これを自由エネルギーに代入すれば最終的な値として

βfcp=-:(βJfー均2-~ (rjJ)2 + O(p-2) 
生 p

(4.2) 

(4.3) 

( 4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

を得る.

次にむP椙について考える.この杷では、支が非常に小さくまた他の変数はGである.そこで状

態方程式 (3.30)で Zl積分が利かずに

χ= y-1 (/ DZ2 A2w-2 
COい β2r2J Dz2w加 ω)

となる.ここでωの定義から、 xに関する微分は以下のように許算できる.

品.v A .-1 dA A. _-1 1 .-1_.2 
でご =.fiW - 一= .fiW 一一言モZ2=二仏) -Z2・dX --- fiX 

式 (3.30)中の穣分は、支が小さいとして展開すればそれぞれ次のように評倍される.

/ DZ2叫お叫r+長sinhsr，

J Dz2A2ωw-2一-2COS 

Dz.おつ ω一-3【_.ι一L.. 2支 ( _3sinhβF ∞shPF I siZ121βF 

ト一一-(-3ー÷-)十一一ー 一一一 (βr)2¥ βr 
. 

(βr)2 ) '(sr)2 sr 

Q
U
 

F
O
 

0
0
 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 



小潟智之

以上の檀を式 (3.30)に代入すれば、秩序変数の僅は

anhsf 1 J2 フ /βr¥
QP =一一一+一ーす(3-3ßftanhßf 十 tanh~sf)pexp ( -(p -1) log L- _~L- OT"' ) 

βf 4I“ ¥tanhsfJ  

となる.これを自由エネルギーに代入すれば、

( 4.12) 

1 _'"' J.  

β!QP = -logcoshβf -log2 ーーグJ~exp {-plog (βf/切出βf)} (4.13) 
4 

を得る.ここで注意すべきは、 p に関する補正がp~こ関して指数関数約に小さいということであり、

これは後の時間依存の計算結果と著しく矛盾する.

強磁性程では、 pが十分大きい範囲では、条件2支=互が有設のpでも成り立っているとするの

が、妥当な板定であると考えられる〈この仮定は後で検証する).式 (3.30)はこのとき

χ=/叫ん-2十何 ( 4.14) 

となる.式 (4.14)の右辺第 1壌は次のようにも書ける.

J DZl A'w-' = J DZ1 • ， ~ fZ._ J~1+ ふd品)2DZ1 A
2
w-

2 
= J DZ1 1 ， () F:_ I.~ / 

1十2.jqzd品十(.jqzd品)2+ (釘/品)2

pが十分大きいとき、 1/伝亡xl/pは非需に小さいと考えられるので、式(4.15)をこれで展開でき

る.単純な計算の後、主要な l/pの補正項は、

( 4.15) 

fDZIA2u-h-421=1-(;)2シ一山 ( 4.16) 

で与えられることがわかる.同様に式(4.14)の右辺第2項についても計算を行う.これを変形す

ると

J D Z1 (
s2r2ω-3-292Fb-31三J ( 4.17) 

となり、このうち exp(-2ω)はpに関して指数関数的に小さい.上式 (4.17)の第 l項は式 (4.16)

と同様に、 l/pの幕展開で評錨することができて、結果は

J DZ1 s2r2w-3勾兵ふ-3p+3

ρ)o p 
( 4.18) 

となる.この項は 1/p3に比例するので、式 (4.16)の捕正項よりも小さい.また、他の変数mおよ

び守についても同様の方法で評倍することができる.条件2支=互のもとで式 (3.29)は、

m =  J Dz1y-l 
/ 

D勾 Aw-1sinhω =/D山九nhω

勾 JD山 (4.19) 

ハ
υ
弓

i口。
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で与えられる.最後の表現はm に関する反復代入によって得られた.さらに qについては、式(3.31)

を計算すればよく

守=J DZ1 YべJD山 -1sinhωr = J Dzt{い nhw)2

r _ .'1 '1 fr¥2 1 
勾 IDZ1 A:tω 辺 見 1-{ァ iτ=χ ( 4，20) 

J ¥Jo/ P白

を得る.この式は最初に仮定した条件2X=否と自己無撞着である.以上の結果を代入して主要な

項を残せば自由エネルギーは

1 1 f r ¥2)P (1  1 fr¥2¥ P r 
sfF勾 -s・。<1-~τ{ ァ) > + sjopい一写{ァ J I -I Dz1log 2coshw 

i 乙P"'¥Jo/ I ¥乙p占¥Jo/ I J 

見 -βJo+ O(p-2) (4.21) 

となり、 1/pに関しての 1次の項は現れないことが分かった.式 (4.21)の最後の行を導出する際、

積分JDz1log2coshω は、

JD仇吋ω 記 JD山品十詰(~)~m一如

勾れのoP {l-~r言~ (~r} = ßjop一手 (~r 十字;(2)2 M2) 

のよう ζ評価した.

最後に SG程に関しては、 1RSBの結果を用いなければならない.計算はかなり長く込み入って

いるので、これを省き結果だけ書くと

E2 
χぉ i-P2J2log2=q1? 

fSG二一J( v10示一 r
2 

十 O包一寸
¥

V ~~b - 2pJ2 y1否豆 / 

を寄る.より詳細な議論については文献 [26，33]を参考のこと

( 4.23) 

( 4.24) 

4.2 蒔需依存large-p震関

4.2.1 時謂依存状態方程式の導出

SAを改良するためには、秩序変数の時間依存性を残したまま取り扱うことを考えなければなら

ない.RSの仮定の下で、各秩序変数を次のように書くことにする.

qfC=χ(t， t') ， qr~ = q(tヲt')， mr = m(t). (4.25) 

ヴ

too 
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ここで、各共役変数を持問依存部とそうでない部分に分けて考える.すると有効ハミルトニアンも

そのように分けることができて、それを Heff= Hstat +γ(t， t')のように書くと

Hsω=-BL2ンf41-dEZZσ何
μ tヲ正t'

一三和2工作-:2二三ンr， (4.26) 
μヲt:vt，t' μz  

V(t， t') =一 会LLム支川付一歩ε乞ム峨互訳釦(科仇仰似川t仁Mμ，t')ずめfす)イ
μ t子#全勾tγf μ予#正ジ t，t' ， 

古zp品(t)σf 件27)

となる.ここで共投変数は

支(t，t') =支+ム支(t，t') ， q(t， t') =富十ムq(いう，品(t)=品十ム品(t) (4.28) 

とする.時間依存部の分割の任意性を残さないためには支を、支(t，t')の時間に関する平均値とみ

なせばよい.他の変数についても同様である.ここで、各秩序変数はもともと式 (3.17a)ー(3.17c)の

ようにスピンの栢関関数で書かれていたことを思い出せば、それらは 1より小さくしかも時間関

踊 It-t'lに慢する単調減少関数であると考えられる(但し、周期境界条件から It-t'1/2三M の

満たされる領域でトゆえに、鞍点では秩穿変数のp乗で表される共役変数の時間依存部は、 pが

大きくなるにつれて速やかに減衰すると考えられ、自由エネルギーを時間依存部で展開すること

は、非常に良い近似を与えると期待される.

自由エネルギーを V(t，t')に関して 1次まで展開すると

1 1 ~ f 1 _" _ " ¥  
sf =ー'寸 γ(~ß2 J2q(t， t')P -qq押す一緒川q(t，t') } 2M2ム-J¥ 21~ ..... "1.¥-' - / ":7'2¥-1..... / -'1. \~7..... 1"2¥-7 - / } 

1 ""'" (1 ~'ì ~') ，¥  
一一τ)~ ( ~ß2 J2χ(t， t')P一枚(t，t')ーム支(t，t')χ(t，t')) lVlーム--'¥ 4'- /¥... ¥. -} -，/ /¥.. /¥.. ¥. - J - J - /'-¥ -7 - .1 /'¥. ¥. -1 - I J 

t子生t' 、 ノ

一4 γ {(s必j州 t)P一ベ(品÷ ム凶州品何(t伽 (t約帥t吟叫)け}一li註泊ZnJI
1~ほ宮ム-J π一..0rη Z 

を得る.ここで(ー・ )staけまexp(-Hstat)を重みとした平均を表す事とする.各秩序変数の状悪方翠

式は、共役変数の待問依存部の汎関数微分によって得られ、結果は

州)=ぬれ玄σr) (4剃
1μ I stat 

qM=-j当日乞付) ， 同 b)
1μヲt:v I stat 

χ(ザ)= liIl1 .!. {γσμσけ (4.30c)
n→u n ¥ '"'--" -I 

1μ I stat 

である.先迂ど新しく定義したハミルトニアン Hstatは、実はSA下の有効ハミルトニアンと向ー

であるので、式 (3.21)で、ゃったように Hub bard-Stratonovich変換で簡略化できる.式 (3.21)及

つ白ヴioo 
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び (4.30a)-(4.30c)から、 qとmが時間に依存せず、 χのみが時間依存することを示すことができ

る.なぜなら、ボルツマンファクタ一位以-Hstadにおいて、トロッタ一方向は時間 tの平行移動

に関して不変で、かつ各レプリカが独立なので、 (σnstatは時間によらず、異なるレプリカ間のス

ピンの積の平均が、平均の積に分かれてしまうためである.従って、問題は一様磁場中の一次元イ

ジングモデルの2点栢関関数を求める問題に婦着した.今の場合、椙互作用 Bがスピン数M に故

存しているために計算が少し込み入っているので、その詳細を AppendixAに記した.その結果を

用いればχ(7，7')は次のようになる.

X(7， 7') = J DZ1 YべJDZ2A2ω2COい s
2
r
2J Dω~伽 [1-21ァーサ同)

ここで式 (3.22)-(3.25)と同じ表記を使った.M→∞の極限では、時間は連続的となり Gから 1

の範囲の値をとる変数ァを
t 

ア三 11m 一一
M→∞ M 

(4.32) 

と定義することができる.式 (4.31)を時間ァ及びァfに関して積分すれば SAでの結果 (3.30)が再

現される.砲の秩序変数の状態方程式はSA下での方程式と同一である.不等式χ(ァ，7')三qが任

意のアヲアfで成り立つことは、式 (3.33)の導出から容易に分かる.

4.2.2 χ(ァ)の解

CP相では、量子効果は有意でなく古典の場合と同様に χ(けが極めて 1に近いと考えられる.

他の秩序変数qとm はOであろう.ゆえに条件 q=品 =0から、えに関する積分は京jかず、式

( 4.31)は

畑

となる.χ以(7寸)が極めて 1に近いのでで、、 Xはpが大きいとき非常に大きいと考えられ、 Z2積分は鞍点法

によって評舗できる.積分の分母にある因子Y三 JDZ2 coshω はすでに式 (4.3)で求められている

ので、改めて計算する必要はない.また分子のA2w-2= 2支z~/(2支乏十β2r2 ) の項は、 O く Z2 く∞

の範囲で僅を大きく変えず、また支の{直とは無関係に単調減少するため鞍点へは寄与しないと考

えられる.ゆえに A2w-2coshω の鞍点は SA下の式 (4.2)と同一であると近似できる.従って、式

(4.33)の第 l項は

J DZ2 A
2w-2 coshw ~ J DZ2 ( 州/仰¥(-附)DZ2 A
2w-2 coshwぉ ID Z2 (1 -: _'-') } coshω 勾 (1-~X-2) 仰いーーァ}

j \2支Z~}¥/¥ 4X } 

のように計算される.式(4.33)の右辺第2項も同様にして

( ~ f 1 ，，1 _ _， I ¥ ， (βr)2¥ j介Dz恥町z勾Z2w糾〆戸ωw-2COS一-2
2支2(1一27)2¥χ/

と求められる.この式の導出の擦、鞍点は

Z2ニ土
4支(1-217 -7'1)2ー (sr)2

2支
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と評価した.以上から χ(アぅア')の最終的な表式は

χCP(7， 7')勾 1-Eど支-2+ β2r2 e一(1-(l-2Ir一戸1)2)支
4 '" . 4支2(1-21ァ_7'1)2 

勾 1-4~~/J2 土十 4Eιf l e-iPJ2{1ー{ト2lr-r勺2)p (4.36) 
(sJ)2 p2 ' ~ (βJ)2 p2(1 -217 -7'1)2 

である.これを見ると時間荻存補正項はpが大きくなるにつれ指数関数的立小さくなることが分か

る.この意味で、 CP栢では有担のpに対しても、それが十分大きければSAが正しいということ

カfで、きる.

QP椙では量子揺らぎが支寵的で有ると考えられ、それはχ(け が1より小さい栢として特徴付

けられると期待できる.ゆえに全ての共役変数の非時間依存項はp→∞の極限でOとなると考え

られる.このとき式 (4.31)は次のように書ける.

coshβr(l -217一戸1) 1_ _， 
χQP(アラ7')→ Dnχo(  7，7') (p→∞). (4.37) 

coshsr 

ゆえにこの椙ではχが、 p→∞の極限でも、時間に依存していることが分かる.しかし自由エネ

ルギーの中には、 χ(7)は需にpの幕χPの形で現れるため、任意のァで 1より小さいこの解では、

全ての χ(ァ)に依存する項がp→∞で消え、自出エネルギーに影響泣現れない.有限のpの議正項

を誇るには、自由エネルギーを Vに関して次のオーダーまで展開する必要がある.その結果は

均舌低均p( いB乞σ伺舟十孔1十 I宇;長22ε:ム将支(仰hがt，t'ず巾f
¥t単=l=tず I

U~ I 1 ~. _， ¥ 1 I I 1τ--.. . -，-¥  
記 logTret10 + {話〉ムχ(t，t')σ向)十一{1寸〉ム支(t，t')σ向 I) ¥“ム.J- /'-¥ -J - I - ~ - ~ I . 2 ¥ ¥ 1ば】ム...J~ /¥.， ¥. ~} - I - v - V I I 

¥ t=l=t' I 0 ¥ ¥ t手t' / I 0 

1 I 1 ~. __... ¥ 
一一(一τ〉ム支(t，t')σ向， ) (4.38) 2 ¥ M“ム-' /¥..¥-;-'-(，，-[，/ 

\ヲ~V I 0 

ここでHo= BLt内町村とし、(・・・)。は重み eHoによる平均を表すものとした.ム支(tラピ)に関す

る況関数微分をとることにより、状態方程式として

W刷川，t')どめfう)=川+(走持z2ム幻胡帥蝋支京灼純(σ仇tr，t2仇叫O一-(走持花喜E2叫山2う久ヤトい)入介νトトOJffy(伊仇伸σ円叩t(J'σ

→ xo(r， r') + 11 11

何乃{ぷ(刊日)一χ仇乃附，7')}ム支川)

ぉ χoM+:(βJ)2pf f州乃(必)何，71，72)一χ仇乃)初日}XO(717'ド同9)

を得る.ここで χ~4)(7，7' 1ア1，72)三 limM→∞ (σ向 σ伊山は単一量子スピンの虚時間方向の4点

相関関数である.これの具体的な計算法 AppendixAに与えた.この式中の 71ぅ72に関する積分は

ー設には非常に難しく込み入っているので、ここでは参考文献 [26]から、その結果だけを引尾す

ることにする.

1 (βJ)2 
XQP(アラア')=χ0(7，7') +五

x[lー χ。(7，7')+ 2βFχ。(アヲ7'){tanhβr-(1-217 -7'1) tanhsr(l -217 -7'1)}]. (4.40) 
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この結果から自由エネルギーのpの補正項が計算できて

1βJ {.L___1_ l::n，¥-1 
sfQP = -logcoshβr -log2一一一一(tanhβr)-l (4.41) 

4prjJ 

となる.この結果を SAの結果(4.13)と比較することは非常に有意義である.SAの場合、自由エネ

ルギーの低温での振舞いは温度の幕期f-f(T= 0)江 -TP-1に従う.この解は、低温極限で、自

由エネルギーの湿度に関する任意の回数の徴分が全て 0になることを要求する熱力学第3法期に

反している3 一方、時間依存性を取り入れた解析では邑由エネルギーは指数期 f-f(T = 0) cx: 

-exp( -2sr)jpを満たしており、これは熱力学の要請と一致している.さらにいえば、この二つの

解ではpが大きい極限で、の収束が賀的に異なっている.SAの解がp'こ対して指数関数的に減衰す

るのに対して、時罰依存解は署員号となっており、このことが自由エネルギーに対して 1jpの補正

を与えることになっている.

F椙では、全ての共役変数カヰド需に大きいと考えられる。このときは、 SAの場合と同様に2X=q
と仮定することが妥当と考えられる.このときぬ穣分は利かずにただ 1を与えるので

r TL  (A2. .-2 I D2n2. ._2coshω(1 -21T -T'I)¥ 
XF(T， T') = I DZ1 ( A2w一 iI - - . 1 .  ¥ - - -- . 1- - -- coshωj ( 4.42) 

となる.それぞれの共役変数は p~こ比例し非常に大きいので、 ァと T'を国定したパラメータと見

て、鞍点法によって評舗することができる.式(4.42)から、右辺の第1壌はSAの場合と同じ寄与

を与えることがすぐに分かる.第2項誌を変形すると

J Dz1w-
2CO伽

(L;h!?-TfiL= J DZ1W-2~斗ザiIC(2-21ベ)

イDZ1ω
-2(ε-21ベ

を得る.項ω-2exp( -21T -T'Iω)鞍点条件を書き下すと

/々2，，2¥

zr = 41T-哨 ( 4.44) 

である.この方程式を議密に解くのは難しいが、非常に大きいpに対しては、式(4.44)の右辺第2

項が無視できるくらい小さく、ゆえに鞍点はみ=土21ァ-T'lyqのように評価できる.このうち符

号が+の鞍点からの寄与は

{ (21T -T'I(j + m)2 + s2r2} 
-1 

exp ( -21T一戸12(j-21T -T'IV伸一中品)戸
2
十P

I I 内 l 2々r2¥ I 
お雨戸pi -llT -T'I2 J2β2 +21ァ -T'ly (IT -T'I2J2β2十州+こ了川 ( 4.45) 

¥百 p" / I 

と評価できる.もう一方の鞍点z= -2IT-T'1 yqも似たような寄与を与える.2JT-T'1を2-2IT-'--T'1

によって霞き換えれば、項ω-2exp(-ω(2-21T -T'I))の鞍点でらの値も求まることとなる.以上か

3この文章註文章夫 [26]の引用である.遥帯、熱力学第 3法則というのはエントロピーが低撞極限でOになることを要

求するもので‘あり、その場合pと3ではこの法則を満たしているように晃える.全ての数分がOなどという強い要講に

は善通ならないが、今の場合はそうなるべき袈拠がある.これについて AppendixBで考察する.

F
h
d
 

ウ
4

0
0
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らF椙では、有限のpによる議正がCP相の場合と同様に pに関して指数関数約に小さいことが

わかる.
fr¥2 1 Ir¥2 1 

χF( T， T')勾 1-( ;-)τ+(;-)τf(γ，T'， p). (4.46) 
¥JoJ p~ \ JoJ p~ 

ここで関数f(アラア'，p)は時間依存積正部であり、 pが大きくなると指数関数的に減衰する.ゆえに式

( 4.46)の第3項は無視できるほど小さく、主要なpの補正は SAと同じになることがわかる.当然、

自由エネルギーも式 (3.39)ままであり、この近似で誌pが有援であることの補正は現れてこない.

SG相で辻、 lRSBを仮定する必要がある.χ(アヲアうを計算するためには、式 (4.27)及び (4.29)

中でSG秩序変数qを守oとqlに置き換えなければならないムx(t，めに関する徴分を取れば

l~ 1 一一χsG(tj)=JhzLETrイヰexp(-Hstat，lRSB) (4.47) 
μ 

を得る.RSの場合と同じように Hstat.lRSBはSA下の 1RSBハミルトニアンと等しい(式 (3.43)ー

(3.45)を見よ).ゆえに χ(アヲT')の呉体的な解は再び一次元イジングスピンの相関関数によって得

られ

XSG(T，T')= J DZ1斤 1J D叫 1-
1

(JμμDz叫 f叫 1+ J DZ3s2rγ C∞O俗Sぬ伽向叫hωM川川ω叫叫1(山(ο1一2勾lト7←…一寸ア〆吋r

となる.ここでで、式(伶3.46的)及びび、(伊3.57η〉と同じ記法を用いた.RSの場合と南じ理由でで、 q弱0，qlおよびm は

時間に依存せず、その方程式は SAでの解 (3.53)ぅ (3.55)ベ3.56)で与えられる.不等式χとql之qo

が任意の 7で成り立つことは、シュワルツの不等式を用いれば今までと詞様に簡単に証明できる.

状態方程式から、 RSB解がRSと異なる解は、極限p→∞で (m，xぅqo，qd= (0，1ヲ0，1)しかあ

りえず、これは SAでの解と同一である.ゆえに SG椙でもまた SAが正しい解を与えることが分

かる.

宥限のpでの時間依存稽正部を得るためには、式(4.48)の第2項を計算しなければならない.し

かし、その結果は菖感的に分かりやすい簡明な形をしていないため、ここではその補正がCP、F

相と同援にpが大きくなるにつれて指数関数的に減衰する解であることを指摘するにとどめる.そ

の意味でCP、F栢と同様に SG椙でも十分大きいpなら SAが近似的に正しいということができ

る.SG椙における詳細な計葬は文献 [33]を参考のこと.

以上の議論をまとめると、 CP、F及びSG程では、秩序変数の持開法存部がpが大きい領域で、は

指数関数的に小さく、 SAが有限の p~こ対しても近似的に正しいということが分かった.一方、 QP

相では、 SAによる結果と待問依存性を取り入れた解析との関に著しい違いが有ることが明らかに

された.秩序変数χ(アヲア')は強く時聞に依存し、 SAによる自由エネルギーの振る舞いが、熱力学

法則に長することが示されたこれらの事実から、 SAは量子効果の弱い領域では効果を発揮する

が、そうでないところでは破綻するということが明確となり、直感とも一致する結果となったこ

れらの不都合立もかかわらず、 p→∞の極限では全ての相の自由エネルギーがSAの結果と一致

することもわかった.その意味で、 SAはREMに対しては厳密であるといえる.
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5 総括

本論文では、横磁場中の REMをレプリカ法を用いて解析した.トロッタ一分解によって量子系

を古典系に落とし、状態方程式を解く際iこは SAが仮定された.それらの解はp→∞の極提では

解析的に得ることができ、結果として量子揺らぎが強磁性秩淳を破壊し、常磁性相への栢転移を起

こすことが示された.これらは現実の系に対しても起こりうる、もっともらしい性震と考えられる.

また、 large-p展開を用いることにより SAの妥当性を検註した.秩序変数の有担のpの矯正項を

計算することにより、 CP、F及びSG梧において時開法存菊正項が、 pが大きくなるにつれ急激

に小さくなることを示した.その意味で、有援の、しかし十分大きいpに荒しても、 SAがこれら

の相で正しいことが分かった.一方、量子揺らぎの影響が非常に大きい QP程では、秩序変数が

実擦に待問に法存するだけでなく、有限のpに対する SAによる解は、熱力学法則に反することが

明らかとなった.横磁場rの強い極限では、各トロッタースライスが独立にそのスピン配位をとれ

るようになり、物理量はスライスに依存するようになると考えられ、この撞畿はSAの破綻と一致

している.有限のpでのこのような圏難にもかかわらず、 p→∞の極限では、全ての椙の自由エ

ネルギーがSAのもとでの結果と一致した.このことは、 p→∞の極限ではスピン霊位が凍結し、

各スライスごとの証金の差が有意でなくなるためと解釈できる.結果として、 RE況では SAが正

しくなり、椙国 (2)-(5)が厳密になると考えられる.

また、我々の計算から REMにはRSなSG栢は存在しないことが明らかとなった.もちろん、こ

のモデルは SKモデルとは異なるが、 REMは取り扱いやすい理想{とされたモデルであり、相空間

の講造は吉典の場合でも SKモデルより単純で、あった.これらの事実から、過去に報告された RS

なSG相辻、なんらかの近似によって存在してしまった副産物であり、そのようなものは横磁場

SKモデルには存在しないと推溺できる.

言うまでもなく、 REMは現実のスピングラスを忠実に再現したモデルではない，また、これま

での議論から分かるように、 SA辻より現実的なモデルで、は誤った結果を与える可能性がある.量

子揺らぎの強い領域の解析は非常に難しく、 SAは大きく破読してしまう.そういった領域への有

効なアプローチを見つけること、あるいは SAを改良することは未解決の問題であり、今後の輿味

ある課題の一つである.そのようき試みに対して、我々の結果はSAが厳密になる事例として意義

を持つはずで、ある.

A 相関関数の計算

ここで誌椙関関数の計算を行い、式 (4.31)の導出を行う.規格化因子をとりあえず省略した相

関関数を書くと
/ M M ¥ 

G(ザ)= TrO"tσパ Xp(JLσ向 +1十 h乞σt) . (A.1) 

となる.このとき罵窮境界条件を仮定する.これは一議な一次元イジングモデルであるので転送行

列法を買いて許算することができる.そのー殻解は

G(t， t') =吋え(入アpd+~入YMλゲ)+ (2x~ -1)2入子+(記ーの子 (A.2) 

ウ

tゥ，.
0
0
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で与えられる.ここでλ土は転送行列の酉存値であり Z士は対応する固有ベクトル|土)の第一成分

である.それらの具体的な形は以下のようにかける.

入土=〆 (cωhh土ゾC邸内 -1+e寸予 (A.3) 

I ~-J \/\ 
{ -e ~ ¥ ( x土 l

i土)= D土 1( • 1 1 _ I ¥I == ( ~:r: I 
¥ eJ (sinh h平、Isinh2h十 e-4J) } -'-¥ y士 j

(A.4) 

定数 D土は規格化因子である.今の場合、変数 J= B = log (cothsr /M)I/2とh= A/lげはス

ピン数 M~こ依っているので M →∞を註意してとらねばならない.表記を省略していた定数

C = {(1/2) sinh 2sr / M} 1/2を復活させれば、有限の檀を M →∞の極隈で得ることができる.そ

の結果は

1JF)2 ぅ (CλJ→ e土ω(A.5)
2ωZ平 Aω

である.ここでωはすでに式 (3.25)で与えられているものである.以上から椙関関数 G(えめは

G(t， t')→ G(アヲ 7')= 2A2ω-2 coshω 十2(βr)2ω-2cosh w(1 -217一戸1) (A.6) 

と計算される.式 (A.6)を式(4.30c)に代入し、握手良 n→ Oをとれば最終的な結果として

x( 7，7') = J DZ1 y-l (J DZ2ゐ匂shω+s2r2J DZ2ω九叫-217ーパ

を得る.

4点、程関関数がの場合も同様にして計算できる条件れくら <t<片仮定する簡単な計算

から

I M ¥ 

ゐ×込(}(tl'叫 t')= Tra向町内町 (B~σtat+ l ) CM 

=CM(入沼伊竺M+村tむ日1γ一

→ 2c∞os油hβr(但1十 2弐(アηl一乃十ア一 7〆'))(M→∞件A.7η) 

を得る.ここで Zo= 2coshßr はボルツマンファクタ~e-Ho に対する分配関数である.大小関係

むくら <tくずが変化した場合は式 (A.7)中の変数もそれに応じた願番で並べなければならない.

B T→ 0極限における自由エネルギーの温度微係数について

一般に、系が基底状態と励起状態の慢にギャップを持ち、連続的な対称性を持たないとき、基底

状態と第一勧起状態の縮退度及び、エネルギーをそれぞれgO，glとEo，Elと書けば、母温での分配

関数は

Z =1-goeーβEo十gle-βEl

のように書ける.このとき自由エネルギーは

F = -TlogZ手Eo-TloggO一主Te一βムE
go 
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となるムE二五 -Eo> 0である.このうち最右辺の第2項は基底状態が系の大きさ N と共に指

数関数的に縮退するような異営な事態でない限りは Nのオーダーにはならないので無現してよい.

結果として自由エネルギーの温度依存部は Texp(-βムE)の形をしており、自由エネルギーの任

意の階数の温室微分がT→ G極援で9となることが分かる.実擦、イジングスピン系や講和振動

子系はこのようになっている.もちろん、連続的な対称性をもっ気体モデ、ルやハイゼ、ンベルグモデ、

ル、ギャップのない系はこの限りではない.本論文で扱った系は、離散的な対称性老持つイジング

系であり、量子棺転移境界を誘けばエネルギーギャップが脊ると考えられるので、以上の議論が通

用するものと思われる4
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