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講義ノート

ランダム行列理論とメソスコピック系

東京大学生産技術研究所基礎系部門 今村卓史牢

(2007年8月68受理)

ランダム行列とは、乱数を要素に持つ行列であり、物理学において 1950年代に Wigner

によって導入された。それ以来、 2次元量子重力、 QCD、量子カオス、メゾスコピック

系、非平衡統計力学等、分野やエネルギースケールを超えて幅広く応用されている。

講義では、メゾスコピック系や不規期系への応用の観点からランダム行列理論を解説し

た。具体的には、まずランダム行列理論とそのユニパーサリテイクラスを導入した。つぎ

に、量子ドットのような9次元系について、コンダクタンスやそのゆらぎ等の物理量がラ

ンダム行列理論からどのように計算されるか、またそれらがユニパーすりテイクラスにど

のように依存するかを議論した。

講義で仮定した予錆知識は、学部で習う程度の数学と量子力学、それに統計力学のみで

ある。特別な予備知識を仮定することなく、初学者がランダム行列の基礎を理解できるよ

う心がけた。この講義が、ランダム行列の勉強を本語的に始めるきっかけとなれば幸いで

ある。

なお、この講義は2006年8月26日から 28日にかけて山中湖村の思学荘で、東京

大学生産技術研究所羽田野研究室の夏合宿として行われた。講義ノートの作成に当たって

は、文章は町田学、国は佐藤直哉が担当した。

1 イントロダクション

1.1 Landauer公式

ランダム行列の理論を説明する前に、まず、ランダム行苑が使われる舞台として、メゾ

スコピック系の電気伝導について復習しておく。

開放量子ドットの電気伝導を考えよう。量子ドットはリード線によって左右の熱浴に接

しているとする(図。。リード線は擬一次元的であるとする。つまり z方向(電子の進行

方向)にはマクロな長さを持ち、それと垂直な払z方向の長さは徴小であるとする。左右

の各々のりードにおいて、熱浴のフェルミエネルギー EFをもった電子の波動関数は
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ト
図 1:開放量子ドット系。

と書くことができる。ただし、リードの擬一次元性 (y，z方向の長さが微小であること〉よ

り、 Z軸方向の波数んは離散的な値をとることに注意する。 n~まそれをラベルしていて、

1から Nまでとるとする。 (Nは払z方向の長さや EFに依存する量である。)リード内の

電子状態は、式(1.1)で表される N個の離散的な状態に摂られる。これらの状態をモード

〈チャンネル)と呼ぶことにする。電子はこれら N個のチャンネルを通して熱浴からドッ

ト内に出入りする。

よく知られている Landauer公式は、チャンネル数N=1の場合に電子がドットの左側

から右側に通過するときのコンダクタンスを与える。ここでは多チャンネル (N> 1)の

場合の Landauer公式を導いてみよう。

密 1の各モードの波動関数の振指α?とbj土)の関の関係を、内向設と外向波の関係式

として

(広)=s(51;)
と書くことにする。ここで現れる S行列は次のように書かれる:

(1.2) 
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(1.3) 

ただし、 γと〆はNxNの反射行列であり、 tとずは NxNの透過行列である。 Sはユ

ニタリ一行列なのでtsst = sts = 1を満たす。これを使うと

乞(Irijl2+ It~jI2) = 1，乞(lrjil
2+ Itjil2) = 1 (1.4) 

3 3 

?装束が保存することより

(ぷω一汁M，Jb吋 ( ;:;; ) = (αぷ耐副a(+)t科糾州+吋引)汁M?

が成り立つ。これよ号、 sst= 1がわかる。また、(1.2)式の両辺に時罰反転誤算子e(S2.2)を作用させる
ことによっても、 sst= 1を示すことができる。
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「ランダム行列理論とメゾスコピック系j

がわかる。したがって、

乞14jj2=乞Itijl
2

(1.5) 
Z) Z) 

を得る。この式の左辺は右から左への電子の透過確率、右辺は左から右への透過確率で

ある。

さて、密 1 の量子ドットに関して温度T=O、電位差 v~Oを仮定する。左のリードの

i番自のチャンネルを、エネルギー E，，-， E十 dEで涜れる電流dlt)(E)を考えよう。電子

の速度を v(E)、左傑の熱浴が従うフェルミ分布関数を fL(Eトリードの電子の状態密度

を川町、左のリードの i番目のチャンネルに入った電子が右側(のどこかのチャンネル)

に透過する確率を Ti(E)、と書くことにすると dILi)(E)は

dI~汽E) = ev(E)fL(E)ν(E)Ti(E)dE (1.6) 

と書ける。ここで、 Ti(E)は透過行列%を使って表せる。行列要素tijは左側のj番目の

チャンネルに入射した波が右側の i番目のチャンネルに透過する確率振幅なので (ltijl2は

その確率を与える)、

Ti(E)ニ玄Itjil
2 (1.7) 

3 

である。また、リード内の電子として l次元理想フェルミ粒子を仮定して、状態密度を

ν(E)=1(1.8)  
27r1iv(E) 

と書く。左から左への電流も同様に考えると、エネルギーErvE+dEで流れる電流dI(E)

は

dI(E) = dえ(E)-dIR(E) 

-乞dlt)(E) 一三二 dI~)(E)
't 't 

-;乞(人(E)ltijI2-fR(E)lt~jI2) dE (1.9) 
1，) 

と求まる。これより、全電流Iは

1 = J dI(E) 

= ~J dE(日)ーん但勾Itijl2
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となる。ここで式(1.5)を用いた。また、ムμは左右の熱浴の化学ポテンシャルの差であ

る。電往差は v=ムμJeと書けるので、コンダクタンス Gは結局

Gニよ=三γItijl
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今村卓史

と求まる。これが多チャンネルの場合の Landauer公式である。

1.2 このノートで目指すこと

国 1の量子ドットとランダムな不純物が含まれるとき、コンダクタンスの不純物分布に

関する統計量を求める必要が出てくる。そこで、ランダム行列理論を用いて Landauer公

式からコンダクタンス Gの統計量を求めることがこのノートの目標である。具体的には

Gのサンプル平均 (G)と分散varGを計算する。驚くべきことに (G)やvarGには系の詳

細に依存しない普遍的な量が現れる。

さて、 Landauer公式によるとコン夕、クタンスはS行列の要素を用いて計算される。し

たがって、集団平均に着目することにすると、我々は散乱行列の確率分布 P(S)を求める

必要がある。分布 P(S)が求まれば、コンダクタンスのサンプル平均 (G)は

s
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(1.12) 

分散は

varG = (G2)一(G)2，

として計算できる。ここで次の 2つの疑問点が出てくる。

(1.13) 

• P(S)をどのように選ぶか?

.物理量をどのように計算するか?

前者については、系がランダムといっても Sをただランダムに選べばよいわけではな

い。まず初めに、 Sはユニタリ一行列でなければならない。また、分布P(めには系の対

称性がきちんと反映されなければならない。ドット内には不純物があるので、系には並進

対称性、回転対称性、反転対称註などはない。しかし、時間反転対称設やスピン田転対称

性がある場合がある。その場合には P(S)を求めるときにこれらの対称性を考虚しなけれ

ばならない。

後者の疑問は、 P(S)が求まったとして、式(1.12)や式(1.13)が具体的にどう計算され

るのかという問題である。実はこの計算は実行できることがわかり、系によらない普遍的

な量が得られる。

このノートでは、 32と33でランダム行列の基礎を解説する。その後、 34で 1番目の疑

問に答え、 35で 2番自の疑問に答えることで、ランダム行列理論を用いてコンダクタン

スを計算する。
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「ランダム行列理論とメゾスコピック系j

2 ハミルトニアンの対称性

この蔀では、ハミルトニアンの 2つの対称性とスピン回転対称性、時間反転対称性を数

式で表現する。

2.1 スピン回転対称性

ハミルトニアン Hを

H= HN0H2 (2.1) 

と書く。 HNは実空需の NxN行列、 H2はスピン空間の 2x2行列とする。したがって、

Hは2Nx2Nのエルミート行列である。

スピン空間の回転演算子込町。)は次のように書ける:

Rik)(B) = lN o exp(-iSkB) ， 品=jσk kε(x， y， z) (2.2) 

ただし、 lNはNxNの単位行列、 σkはパウリ行列tである。ハミルトニアン Hがスピン

空間で自転対称であるときには、次のように Hとぬが交換することがわかる。

R~k)(B)H = HR~k)(B) 宇=>- [Sk，H] = O. (2.3) 

2.2 時間反転対称性

次に、時間を反転させる演算子@を考えよう。@の異体的な形についてはすぐにはわ

からないが、物理的な意味やスピン空関での自転演算子mk
)(めとの類推から、。の性質

を探っていくことにしよう。

。は時間反転演算子であるから、粒子の運動をビデオテープに撮っておいて、それを巻

き戻しながち再生するような操作のはずである〈図 2)。この物理的意味を考えて、まず、

位置おと運動量Pに関して@に以下のことを要請する。 |α)を系のある状態とすると、。

は

8xlα)ニ£θ|α)， 8会iα)=一台。/0:)， (2.4) 

つまり

8xθ-1ニ X， θ会θ-1二一台 (2.5) 

を満たすとする。時間反転しても粒子の位置は変わちないが、運動の向きが逆になるはず

だからである。
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今村卓史

ビデオテープを巻き戻す

図 2:時間反転すると反対方向に運動する。

また、込町8)はユニタリー演算子で品った。実空間での回転や反転の操作を考えても、

対応する演算子はユニタリーである。そこで時間の反転についても、対応する演算子。

が仮にユニタリーであることを要請してみよう。

ところが、上の 2つの要請は互いに矛置していることが次のようにしてわかる。 l番目

の要請 (2.4)を用いると

。[x，為]Iα)=θ持品-為x)Iα) = -[x，必]8Ia) (2.6) 

を得る。しかし 2番目の要請 (θがユニタリー演算子という要請)を用いると、ユニタリー

演算子は当然線形演算子なので、

。[5:，ι]la)=θi引α)= ih8 Iα) = [5:， Px]8 Iα) (2.7) 

を得る。この 2つは符号が異なる。 iα)はどんな状態でもよいのだから、 2つの要請のう

ち 1つを捨でなければならない。そこで、我々は 1番目の要請を保持し、 2番目の要請を

捨てることにする。

演算子。を表すために、まず複素共役をとる演算子Kを考える。状態 !α)= cllβ1) + 
c21s2)に対し、 Kは次のように作用する:

KIα) = c~ Isl) + c; Is2ト (2.8) 

なお、 Kは線形演算子ではなく、その作用は基底のとり方に依存するので注意が必要で

ある。ここで時間反転演算子が、あるユニタリー演算子Uと複素共役演算子K との積で

。=UK (2.9) 

と書けるとする。こうすると式 (2.7)は

。[x，PxlIα) = 8ihlα) = -ih8 Iα)二一[x，ゐ]81α) (2.7') 

と変更され、式 (2.6)と矛盾しない。ただし@はユニタリー演算子ではなく、線形演算子

にすらなっていないことに注意しておく。

時間反転演算子の形がわかったので、 θの性質について考えていこう。
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「ランダム行列理論とメゾスコピック系j

2.2.1 8 fこ関する性質-内積

@がユニタリー演算子でないことを表す端的な例として、時間反転した状態同士の内積

について考えてみる。状態 jα)とiβ)に対して、それぞれを時間反転した状態を

la) = 81α)， 1;3) = 8 Iβ) 

とする。@を作用させるためには両者を同じ基底で展開しておく盛要がある:

すると、

なので、

la) = 8 L ICli) (匂!α)=玄(αi!α)*U Iαふ
事

1;3)二 8LIα仰
z z 

。1=乞(αjlβ)(α'jl Ut 

仰の=乞(仇la)*(α.jlβ) (α市)=乞(al匂)(αjlβ)ゐ

= (αiβ) = (βiαY 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

となることがわかる。(通常のユニタリー演算子では内積は保存することに注意しておく。)

2.2.2 e fこ関する性質一実空間に対する作用

次に、時間反転演算子の実空間に対する作用を考える。位置演算子£に対して@を作

用させる。まず、
(2.4) 

£@|Zr)=@£id)=Zr@izr) (2.14) 

より

。Ix')= Ix') (2.15) 

がわかる。ただし、位相国子を lとした。これを用いると、ハミルトニアンの時間反転に

ついて

山

一 拘が削叶11つ"1[イiイ[芸??p(伊何忽町叫山川山山11伊制山i凶問附附H引均吋i同μZど的山山川fうh叩川)川印仇川i拘同凶Z町叫1心>]トトト=寸吋= (x"伊ゲぱ川忽ピx"
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を得る。一般に、毘有値が実数の譲算子Aが時間反転対称 (8A8-1= A)なとき、その

固有状態 |α)に対して、

。jα)ニ |α) (2.17) 

が言える。したがって、

(♂18H8-11α') = (a"l H 1αγ (2.18) 

である。

一方、演算子ρは時間反転対称ではなく、会については式 (2.18)のような関係は成り立

たない。実際に、

合8Ip')=-8ρIp') = -p'8 IP') (2.19) 

より

。Ip')= eid I-pう (2.20) 

となり (eidは位和国子)、企の場合の議論は成り立たない。

2.2.3 8に関する性質-スピン空留に対する作用

今度は時間反転演算子 θのスピン空間に対する作用を考える。スピン演算子 Si(i = 

訊 y，z)はスピン空間の回転の生成子である。スピン空間の回転の向きは、時間反転操作

というビデオテープを巻き戻す操作をほどこすと逆向きになるという物理的要請から

8Si8-
1 =一£ (2.21) 

を満たすとする。実擦、上の式および式 (2.めのもとで交換関孫持，Sj]=ぬjkSkが保存

し、式 (2.6)、(2.7)のような矛震は生じない。

Z軸を量子化軸にとり、スピンが上を向いた状態を|十)、下を向いた状態を|一)と書く

ことにしよう。このとき国3のように、上向きスピンを U軸のまわりにむだけ回転させ、

さらにそれを Z軸のまわりに Ozだけ回転させた状態In，+)を考える:

In，十)= e-iOzSz e一向Sy1+). 

この状態に時間反転演算子@を作用させてみる。まず式 (2.20)の類推から、

81+) = e
id 1-) 

となる。この式と式 (2.9)、(2.21)を用いると、

。In，+) = eid In，一)

となる。ただし、 In，一)=二 e-iOzSze-iちらト)である。

-780 -
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U 

z 

国 3:スピンを回転させる。

以下では、 Si二 jの (iニ x，y，z)という表示を用いることにする。 !n，一)は次のように

計算することができる:

e-i争 ze-i守主σ
型 1+)

(C4-wnDMe-h十)

In，ー〉

同 )(coS3+i山与)e中富1+)

同 )K(COS ~ -iωnZ)e中 y1+) 

(-iO"y)K e-i与の e-i与勾 1+)

(2.25) 

ここで、 3行自から 4行自への変形では、 σzとi勾が実数行列であることを使っている。

式 (2.25)から

(-iη)Kln，十). 

(2.26) e = eid(_iσν)K 

と書くことができる。 8~ま任意であるから、慣例に従って 8=π とすると、結局、

(2.27) 

を得る。

以上32.2.2と32.2.3より、ハミルトニアンの時間反転について次のことが言える。 Hの

行列表示を得る際には、実空間の基底については時間反転対称なエルミート演算子(たと

えばx)の酉有状態をとり、スピン空間についてはパウリ行列を用いた表示をとることに

する。そのとき、ハミルトニアンが時間反転対称ならば、 H= 8H8-1なので、

θ= _e-i付12)σYK=iσyK 

(2.28) H = 8H8-1ニ rH*r-1

。。
ウ

t
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が成り立つ。ただし、

ァ=lN@iσν (2.29) 

である。

3 ランダム行列アンサンブル

以下ではランダム行列の基本的な 3つのユニパーサリテイクラスを紹介する。時間反転

対称性 (TR)の有無とスピン回転対称性 (SR)の有無により、ランダム行列はユニタリー、

オーソゴナル、シンフレクティックという 3種類に分類される。

βを、オーソゴナルの場合は 1、ユニタリーの場合は 2、シンフレクティックの場合は 4

をとる変数とすると、エネルギー居有麓{ぉ}を持つラン夕、ム行列ハミルトニアン Hの分

布乃(H)とその毘有誼分布 Pβ({Xi})は

乃(H)dHーすxp(~~tr Hい
ーすベ-2p)耳iぉ -4dZ4 (3.1) ろ({ぬ})n dXi 

't 

となる。 Zβ とZムは規格化定数である。富有誼分布を

P({zJ)HdZ4=JT奴pl-β(~ε X; -ln IXi -xjl ) I n dXi (3.2) 
“βi¥“ i / I 

と書き重すと、これが対数的に反発しあう 1次元粒子系の分配関数になっていることがわ

かる。

ランダム行列のクラスと系の対称性との関係は、表 lのようにまとめることができる。

以下、これら 3種類のランダム行列を導入する。

βTR  SR 

Orthogonal I 1 0 0 
Unitary I 2 X >くO

Symplectic I 4 0 X 

表 1:系の対称性とランダム行列のユニバーサリテイクラスとの対応。

3.1 ユニタリークラス [TRXヲ SR>く0]

まずはじめに、時間反転対称性 (TR)もスピン回転対称性 (SR)もない場合を考える。こ

のときには、ハミルトニアンは一般にエルミートであるという以上のことは言えない。し

つ白0
0
 

可
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たがって、式 (2.1)のハミルトニアン Hを

H =  
Xl，2 - IYl，2 

Xl，l 二rl，2+ iYl，2 

ニピ2，2

Xl，2N + iYl，2N 

X2，2N + iY2，2N 
(3.3) 

Xl，2N - IYl，2N X2，2N一lY2，2N X2N，2N 

と書く。

一方、時間反転対称性はないがスピン自転対称、註がある場合は、ハミルトニアン Hに

式(2.3)の条件が課され、

H = HN @12 (3.4) 

と書ける。ただし HNは N x Nをエルミート行列である白このように時間反転対称性が

ないときには、スピン回転対称性の有無にかかわらず、ハミルトニアンの形はエルミート

である人スピン自転対称性の有無はスピン空間に関する結迭としてのみ反映される。こ

のような対称性クラスのことをユニタリークラスと呼ぶ。

我々はここで、式(3.3)で表される行列の集団として、ガウシアン・ユニタリー・アン

サンプル (GaussianUnitary Ensemble (GUE))というランダム行列を導入する。 GUEと

は式 (3.3)の行列要素 {24J}と{Yi，j}が各々ガウス分事をする独立な乱数である行列の集

団であり、行列Hの分布関数は次のようになる:

ろ(H)dH = 妄抑(-Z44-2玄ゐ-2 L Y;'j ) II dxυII dXi，jdYi，j 
ー ¥i くj iくj / i i<j 

-去均(ー吋2)dH σ 
ただだ、し、 Zゐ2は規格イ化と定数である。式 (3.5)の諜度はユニタリ一行列に関して不変である。

Hの固有値 Xl，X2γ ・.，X2N (Xl > X2 > ・・・ > X2N)の分布を考えるために、

H=UXut， X = diag(X}'X2l" ・，X2N) (3.6) 

と対角化する。ただし、 Uは2Nx2Nのユニタリ一行列である。 Hから{ぉ}への変換の

ヤコビアンを J2(X)とおくと、国有値分布九({ぬ})は

I 2N ¥ 

九(仇})pda= 会ほpl-~X;) ゐωq仏 (3.7) 

と書ける。ただし、 Z~ は規格化定数である。以下、ヤコビアンを計算する。(計算方法は

文献 [5]に基づいている。)

5ただし、式 (3.3)のハミルトニアンは、全ての非対角要素の患部を、実部と同じ分布をもっ乱数で与え

ていることに注意する。このために、ハミルトニアンが g3.2の GOEや 33.3の GSEで表される系におい

て、磁場をかけるなどして時間反転対称性を破っても、ハミルトニアンがただちに GUEで表せるわけでは

ない。

円。
0
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まず、ある変数Yl，Y2γ •• ， YN かち別の変数 Zl({Yi})， Z2( {訪})，・… ，ZN({Yi})への変換を

考えて、外積の間の

dZ1 ̂・・・ d̂zNニ J(y)dYl̂ ・・・八dYN， ゐ)= det [ま!
という関係に養目する。これは次のようにして示すことができる:

て~ dZ1 dZN 
dZ1八・・・八dZN ニ ツ一一 • •• ~'- j v dYl ̂  . . . ̂ dy ょ;lvduj1dujN g g 

zAぉ dZNー ム .， .一一sgn(jI，.. . ，jN )dYl八・・・ d̂YN
dYil ... dYiN 

(jl，...，jN)Eσ(N) VJ~ VJJV 

-叶ま]dYl ̂ ... ̂  dYN 

ただし、 σ(N)は {1，2，・・ .，N}の置換である。

(3.8) 

(3.9) 

さて、ハミルトニアン H= uxutとおいて行列要素を微小変位させた行列 dHを考

える:

dH=dUXU↑+Udxut十 UXdut. (3.10) 

ここで、 utdHU~こ対して外積を考えると

2N 2N 2N 

八(UtdHU)ii八Re(UtdHU)ij八Im(UtdHU)が = [Uの関数j
i=l Zく3 i<J 

2N 2N 2N 

×八dゐ八Re(dH)ij八Im(dH)ij (3.11) 
i=l Zく3 i<J 

となる。この式の右辺が式 (3.5)のdHである。ところで、 utU=1より dutu= -UtdU 
であることを用いると、式 (3.1めから

UtdHU UtdUX + dX + XdU↑U 

= UtdUX + dX -XUtdU 

がわかる。したがって、 tく jとして

Re (UtdHU)ij = (Xj -Xi)主e(UtdU)ij 

1m (UtdHU)ii ニ (Xj-xi)Im (UtdU)ij 

(UtdHU)ii = dXi 

を得る。これを式 (3.11)に代入すると右辺は

rr dXi rr (Xi -Xj)2 X [Uの関数!
4く3

-784 -
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となる。この ItdEiが式 (3.7)のI1dXiである。以上から 11dXi I1i<j(ぬ - Xj)2 cx: dH  

となり、 Uの関数の部分を除くとヤコビアンは

J2(X)二日(ぬ _Xj)2 (3.15) 

と求まる。したがって式(3.7)より、

I 2N ¥ 

九阿削(α{ヤZ勾吋i}訓}
晶¥i=l I iくj

(3.16) 

の形で固有値分布が求まる。

3.2 オーソゴナルクラス [TR0， SR 0] 

次に、時間反転対称性 (TR)もスピン回転対称性 (SR)もある場合を考える。スピン回

転対称性(式 (2.3))により、式 (2.1)のハミルトニアン Hは

H = HN012 (3.17) 

と書ける。つまりスピンに関して状態は縮退している。また、時間反転対称性より

rH*r-1 = H (アニ lN 0 io-y) ， (3.18) 

つまり、 HN=HNが満たされている。したがって、 HNは実対称行列であることがわか

る。すると、この場合のハミルトニアンは一般に下の形に書ける:

HNニ

Xl，2 X2，2 X2，N 
(3.19) 

Xl，l Xl，2 Xl，N 

Xl，N X2，N XN，N 

式 (3.3)と比べると、対称性のために釣J三 Oという制限が課されたことがわかる。この

ような対称性クラスのことを才一ソゴナルクラスと呼ぶ。

ここで我々は行列 (3.19)の要素{zu}が各々ガウス分布をする独立な乱数であるような

ランダム行列を考える。このようなランダム行列は、ガウシアン・才一ソゴナル・アンサ

ンブル (GaussianOrthogonal Ensemble (GOE))と呼ばれる。

GOEの分布関数は次のようになる:

I ~ N ¥ 

Pl(品同=かP(-izd-乞41F仇耳dXi，j

一去吋十時)dゐ 。
F
h
d
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O
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ここで Zlは規格化定数である。式 (3.20)の誤11度は直交行列に関して不変である。

HNの居有値 XI， X2，...，XN (Xl > X2 > ・・・ > XN)の分布を考えるために、

HN = OXOt， X = diag(Xl， X2，..・，XN) (3.21) 

と対角化する。ただし、 OはNxNの直交行列である。変換のヤコビアンをみ(X)とす

ると酉有値分布 Pl({ぬ})は

I _ N ¥ 

只({X訓X= 言問 l-~芸X; ) J1 (X) (3.22) 

と書ける。ただし、 Ziは規格化定数である。ヤコビアンの計算は33.1と同様にできて、

J1(X) = II IXi -xjl (3幼
i<j 

と求まる。なお、今は Xl> X2 > ・・・ >XNとしているので絶対植の中の符号は一定だが、

一般に入れかわった場合のために絶対値をつけておく。したがって、

ー/_ N ¥ 

引 い})dXl...dXN =会均(-~乞 X; ) II IXi -xjldxl . . . dXN 
A¥i=l ノ i<j

(3.24) 

の形で国有値分布が求まる。 GUEと比べると、行列要素に虚部がないために式 (3.13)の

第 2式の寄与がなく、そのために式 (3.15)と式 (3.23)とが違ってくる。

3.3 シンプレクティッククラス [TR0， SR X] 

最後に、時間反転対称性 (TR)はあるがスピン自転対称性 (SR)はない場合を考える。例

えばスゼン軌道相互作用(略。=S. l)のある系はこのクラスに属する。この場合はどの

ようなランダム行列が得られるであろうか。

時間反転対称性のある系では、すべての固有値が 2重に縮退することが知られている。

(Kramers縮退向。したがって、縮退している 2値の状態を 1組として扱いたい。そこで、

すこし唐突ではあるが、ここで四元数qを導入する(四元数の定義は文献[4]に基づいてい

る。):

q ニ q(O)eO十 q.e

(0) n_ ---'---，.，，(1) n_ ---'---....(2) 0_  ---'--- ，..(3) q'-'eo十 q''''el+ q，.w'e2十 q (3.25) 

ただし、 q(Q)， q(I)， q(2) ， q(3)は通常の複素数で、

¥
1
1
1
1
j
J
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(3.26) 

可Eの固有状態 |α)に対し、 |α)と81α)が同じ富有径を持つことから来る縮退 (L.D. Landau and E. M. 
Lifshitz， "Quantum Mechanics" (Pergamon Press Ltd.， 1977) g60 )。
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である。 2x2行列の4つの要素から、 q(O)， q(1)， q{2人q(3)という 4つの複素数への変数変

換になっている。西元数の共役(を)と複素共役 (qつは次のように定義される:

q q<O) eO _ q . e = q(O)品十 q(1}el+ q(2)ε;十q(%;7

rニ q(O)本eo十 q*.e. (3.27) 

複素数の場合の共役とは違うことに注意してほしい。四元数の共役は、 eo，e1， e2， e3の

エルミート共役をとる操作、四元数の複素共役は、 q(O))q(1)， q(2)， q(3)の複素共役をとる

操作である。両方の操作を再時にとることによって初めて、 2x2行列全体のエルミート

共役をとったことになる。

f壬意の 2Nx 2N行列Qは NxNの四元数行列の形

Q = (qij)ニ

qll q12 

q21 q22 
(3.28) 

qNN 

で書ける。行列の複素共役と転置については次のことがわかる:

(Qt) ji 二品3

(QT)ji = e2丞jeZ1.

また、 Qの双対QRを次のように定義する:

(3.29) 

(QR)ji = e2 (QT)jie21 = iiij. (3.30) 

式 (3.29)の第2式は
I _(0) ・(1) _(2) ・(3)¥

匂-( quれもj 匂十1%)-， _(2) ・(3) _(0) ・(1) I 
¥-qu 十1ququ-1fu/

(3.31) 

に対して

(0) ~ I _(1) ~ _(2) ~ I _(3) 
2qije2 - qu' eO十 qu'e1 -qu' e2十色j'e3

I _(0) ・(1) _(2) ・(3)¥
{ qij 十鴇j -qu+1qu i -， _(2) ・(3) _(0) ・(1) I 
¥qu十 lqij' qij' -lqi;' } 

(3.32) 

となることかち確認できる。 Qがエルミートのとき、

色j=qL (3.33) 

が満たされる。また、

qij = qji (3.34) 

円

icc 

門

i



今村車史

であるとき、 QR=Qであり、 Qは自己双対(selfdual)であるという。

さて、 2Nx 2Nのハミルトニアン HをNxNの四元数行列で表して、対称性を考え

てみる。万を四元数で表したときの要素を (H)4JOJ=If-~N)と書くとハミルトニア

ンがエルミートであることより

(H)4j=(H)j7 (3.35) 

である。また、ハミルトニアンがエルミートでるることと、式(3.18)の時間反転対称性と

を使うと

Hニ 1'HT
1'-

1 (3.36) 

と書けるが、これを四元数行列要素と用いて書き直してみると Hは自己双対であること

がわかる:

(H)ij = (ァHTT-l)4j=e2(HT)41=否)ji. (3.37) 

ここでiη=のを使っている。したがって、式 (3.35)と(3.37)より、

(H)ij = (H)ji = (H)ji (3.38) 

であることもわかる。国元数を使ってエルミート共役の操作を式 (3.27)の2段階に分け

たことによって、時関反転対称性を式 (3.38)のような簡単な形で表せるようになった。式

(3.38)のような性質を持つ行列は、実四元数行列と呼ばれる。実際に、式 (3.38)を満たす

行列を

(H)ij = h~~) eO十時;}el÷hPE2十時:;>e3 (3.39) 

と書くと、 hFは実対称行列であり、 hS)?hY7hjj)は実反対称行列になる。このような自

己双対エルミートの対称性を持つクラスのことをシンプレクティッククラスと呼ぶ。また、

行列要素hj??hfFhjj)Fhg〉がそれぞれ独立にガウス分布する乱数であるとき、このラン

ダム行列のことをガウシアン・シンプレクティック・アンサンプル (GaussianSymplectic 

Ensemble (GSE))と呼ぶ。

GSEの分布関数は次のようになる:

I N ¥ I N ¥ 

則的dH = ずxp( -2乞hjf)2)叫(-4玄(h;;)2十時)2十時)2)) dH 
品 ¥i=1 ノ ¥Zく3 ノ

ーかp(-2tr H2
) dH. (3.40) 

Hの固有値引，X2，・・・，X2Nはそれぞれ2重に縮退している (Kramers縮退〉。そこで、それ

ぞれの国有植を次のように番号付けする:

Xl = XN+l > X2 = XN十2>・・・ > XN = X2N・ (3.41 ) 
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万の国有僅の分布は33.1や 33.2と同様にして求めることができて、

I N ¥ 

九({ぬ})dXl むN=会改p( -2乞X;) rr (Xi -Xj)4dxl . . . dXN (3叫
せ¥ i=1 / 五<j

となる。 GSEでは4つの実数の分布を考えるために、ヤコビアンに 4乗が現れる。

以上をまとめると、 3つのユニバーサリテイクラスの違いは、固有値分布には式 (3.1)

のようにFの違いとして現れる。

4 ランダムS行列

31で扱った開放量子ドット系に戻ろう。この系のコンダクタンスを計算する準備は整っ

た。ここではS行列の分布 P(S)を計算し、 31.2の 1番目の疑問に答える。この章の議論

は文献 [6]に基づいている。

結論を先に述べると、ドットの部分のハミルトニアンをランダム行列として出発して

も、ドットの部分の S行列がラン夕、ム行列であるとして出発しでも、全系の S行列の分

布 P{S)は

P(S) = Idet (1 -st S) I一(2βN十日) ( 4.1) 

で与えられることがわかる。ここでSはある定行列である。式 (4.1)で与えられる確率分

布の性質として、 Sの平均はSとなることが知られている:

3二 /s伊P附 S 但

このような P{S幻)はボアソン.カーネルと呼ばれる。

4.1 開放量子ドット系のS行列-ハミルトニアンからのアプローチ

図 1にあるような開放量子ドット系のハミルトニアン Htotを次のように与える:

Htot =乞iα)EF (α1+ 乞 iμ) 万μν (vl 十乞(1μ)~時 (αi 十 iα)w;α(μ 1) . (4.3) 
α=1 μ，1/=1 μ，a 

ここで、第一項はリード線のハミルトニアンを表す。 31.1で説明したように、各チャンネ

んはフェルミエネルギ-EFを持つ。チャンネルの個数は左右のリードるわせて 2Nであ

る。第2項の MxM行列Hは量子ドットのハミルトニアンを表す。ただし Mは量子ドッ

トが孤立していた場合のドット内の状態数である。第3項の Mx2N行列 W はドットと

リードとの結合部を表す。ドット内は十分カオティックであるとして、 Hをランダム行列

にする。量子ドットの対称性を表すパラメータ βと、それに対応する行列HとW、S行

列について表2にまとめた。

Q
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表 2:ハミルトニアンの対称性と対応する W 行列、 S行列。

このとき、 S行列は 2Nx2Nのユニタリ一行列であり、

(4.4) S(EF) = 1-2πiWt(EF -H + iπww↑)-1W 

と書ける〈参考文献 [7])。レゾルベント展開することにより、上式を

1 十 2πiWt(~ 十 1 i付号勺V1 ÷---i IW 
¥H-EF . H-EF--. .. H-EF' } 

1十 2(WtAW + WtAWWtAW十.• ) 

(1 + WtAW)(l十 wtAW十・・.) 

S(EF) 

(4.5) 

(4.6) 

と書き重すことができる。ただし Aニ ktzである。したがって、

S制 =(1+WHJr)(1-WHJゐwr
ここで、 W を次のように特異値分解する:となる。

(4.7) 

ただし、 UはMxMユニタり一行列であり、 wは 2Nx2N行列である。 QはMx2N

行列であり、

W=UQ~号r

2N 
，，--̂-ーー、

(4.8) 

。

1
i
n
u
 

1 

ハυ
A

U

Q=M  

。8 

という形をしているiにさらに、 2Nx2N行列

iZ= QTUt(H -EF)-1UQ (4.9) 

I!通常、特異僅分解とは W = UL;Vで、 Uが MxMユニタリ一行列、 Vが NxNユニタリ一行列、 2

が特異種(正数〉を対角要素とする行列である。式 (4.7)では特異植を Vにかけて、 Qを対角要素 1の行

列にした。そのため合はユニタリ一行列ではない。

nu 
Q
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を定義すると、 S行列はこれらの新しい行列を用いて

S(斗)= (1 +刊古川(l-I1rW古川 1 (4.10) 

と書くことができる。なお、式(4.9)でQTとQをかける操作はMxM行列Ut(H-EF)-lU 

の左上の 2Nx 2N部分行列をとってくることになっている。

4.2 ローレンチアン・アンサンプル

式 (4.10)を計算するためには、ランダム行列Hの分布として、 P(H)以外に P(H-1)も

必要になる。 P(万一1)をガウシアン・アンサンプルのランダム行列かち直接計算するのは

難しいが、以下でみるようにローレンチアン・アンサンプルのランダム行列を経由すると

可能になる。

パラメータ(入3ε)のローレンチアン・アンサンプルとは、下のような分布関数で与えら

れるランダム行列のアンサンプルのことである:

削 )dH=者 det[入2十日-ε)2]一戸一円H. (4.11) 
Ljβ 

Hの国有僅{ぉ}の分布は

P({xd) II dXi二五日[入2十 (Xiーグl一側一日)/2II IXi -Xjls II dXi (4.12) 
Uβi  k j  

である。ここでどLo) と Z~Lo) は規格化定数である。
ββ  

4.2.1 口一レンチアン・アンサンブんの性糞(ヱ)

P(H-1
)はパラメータ(え=訪?と市)のローレンチアンアンサンブルになる。

このことは次のようにしてわかる。

H-1は H と再じユニタリ一行列で対角化されるのでい/ぬ}の分布を考えればよい。

訴 =1/勾として、
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となり、確かめられた。

ローレンチアン・アンサンブルの以下の 2つの性震は証明なしで用いることにする。詳

細は文献 [6]を参照していただきたい。

4.2.2 ローレンチアン・アンサンブルの性質 (2)

MxM行列 Hがパラメータ (λε)のローレンチアン・アンサンブルならば、 Hの左上

のM1X M1小行列もパラメータ (λ?ε)のローレンチアン・アンサンプルになる:

H= 

M1 

.-̂-句、

川図

M 

4.2.3 ローレンチアン・アンサンブルの性質 (3)

M. (4.14) 

ローレンチアン・アンサンプルとガウシアン・アンサンブルとの関には次のような関係

がある。

一般にランダム行列 Hの閤有値の η 点相関関数は

向 (XI，...，Xn) = f'p( {Xi仇 +1" ，dXM 加 5)

と定義される。国有謹を平均準位間隔ム =λπ1Mで規格化してふ=ぉ/ムとする。する

とM →∞のときに次のような関数九(6，・..，cn)を定義できる:

Yn(6ド・.，ふ)= Jim d:..np，η(6ム?・・・?と'nd:..).
M→∞ 

(4.16) 

実はこの関数Yn(6γ ・・?と'n)が、同じPを持つローレンチアン・アンサンブルとガウシア

ン・アンザンブルで等しいことが知られている。それぞれの ηについて η点相関関数が等

しいのであるから、 M →∞の極限ではローレンチアン・アンサンプルを使って求めた結

果がガウシアン・アンサンプルから得られる結果と一致するというわけである。

以上のことから、以下では Hとしてβニ 1，2，4のガウシアン・アンサンブルの代わり

にβ=1，2，4のローレンチアン・アンサンプルを使って話しを進める。
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4.3 Wij = π-1/26ijの場合

まずはじめに、 2Nx2N行列咋が特定の簡単な形をしている場合を考察しよう。具体

的には

l+ij =π-1/264j 

とする。この場合の S行列をお(EF)とすると、式(4.10)より

1 +iH 
So(EF) =一一-1-iH 

( 4.17) 

(4.18) 

を得る。このお(EF)の物理的意味はg4.5で明らかになる。 So(EF)はHと同じユニタリ一

行列 Vで対角化される。したがって、丘の固有値を{ゑ}とすると

f 1 + iXi ¥ vtiIv二二 diag(xふ vt SO(EF)V = diag ( 7-一一 (4.19)
¥1 -iゑ/

となる。 So(EF)の国有僅を{eIθうとすると

iθ 1十 iXi { .: "t <"l <"l 1¥ T¥ 二一一一::.:. (i = 1. 2... .‘ 2N) 
1-iXi

、 (4.20) 

という関係が得られる。

ここで、 Hはパラメータ (λ0)のローレンチアン・アンサンプルに属するとする o す

ると、 H-EFはパラメータ (λ，EF)のローレンチアン・アンサンブルに属する。さらに

g4.2.1の結果を使うと、 (H-EF)-1はパラメータ(えニ市，EF=合)のーンチ

アン・アンサンブルに属する。ユニタリ一行列で変換してもユニバーサリテイクラスは変

わらないので、 Ut(H一斗)-1Uもパラメータ (λι)のローレンチアン・アンサンブルに

属する。最後に伊 2.2の結果を使うと、 iI= QTUt(H一品)-IUQがパラメータ(ぇι)
のローレンチアン・アンサンプルに属することがわかる。

したがって、式(4.20)の変数変換によって、 {8i}の分布は以下のように求まる:
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(4.22) σ 
1+λ +iEF 

である。富有種の分宥が求まったので、式(4.17)の場合の S行列の分布が求まる。まず
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に注意する。すると、 ie一向/2はiJSoの酉有値であるから、式 (4.11)と式(4.12)より

/ー¥21一(2βN+2ーβ)/2 r ^，ー(2sN+2-s)/2

P(ゐ)α 叶(1/σ)+ (i山)I 相 1(刊十 (ißo)~!

αdet[(1-4)(1-A)l-{2β山一 /2

= Idet (1ー σ傘So)1一(2βN十2ーβ(4.24)

と求まる。つまり

九(ぬ)αldet(1一私)1一(2sN十2一β -
令

J

a
'
b
 

zu σ
 

一一・幻，

1

‘f
J
 

-n勾
/'z
‘‘、

(4.25) 

である。

4.4 一般のW の場合

式 (4.10)は、式 (4.18)で定義される Soを痩って、次のように書き直すことができる:

S(EF) = r十 t'So(1-rザ。)-1t. (4.26) 

ただし、

r = (1ー πWtW)(l十 πWtW)-l，

〆= -W(lー πWtW)(l+πwtW)-IWーへ

t 2ゾ7rW(l十 πwtW)-I，

t' 2y'1r(1十 πWtlや)-1"バ (4.27) 

である。このように書き重す意味は34.5で明らかになるが、ここではまず、 Sの分布 P(S)

について調べてみよう。 SI。の分布は既に式 (4.25)でわかっている。ぬから Sへの変換の

ヤコビアンを J(S)とすると、

P(S)dS =九(So)J(S)dS (4.28) 

である。 J(S)は具体的には

( det(l -rtr)¥(2βN十2-s)/2

(S) = (ョi
¥Idet(l -rt S) Iっ

と書けるので(参考文献 [8][9])、Sの分布は

P(S)江 Idet(l-stS)I-(2sN十2-s)

(4.29) 

(4.30) 
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「ランダム行列理論とメゾスコピック系j

S。

図 4:量子ドット系の S行列を 5LとS。、 SRの3つに分ける。

と求まる。ただし、

行 1一π(入+iEF)WtW 
--

1十 π(入社EF)WtW

である。これに λ=Mム/π(34.2.3)を代入して M →∞の極認をとると

Mムー π2野rt野f

S= lim 
M→∞ 

(4.31) 

(4.32) 

となる。つまり、全系の S行列の分布P(S)は、平均が式 (4.32)で与えられるポアソン・

カーネルになっている o

4.5 開放量子ドット系のS行列-8行列からのアプローチ

図4にあるように、我々が今考えている開放量子ドット系の S行列を、左のリードの S

行列丸、ドットの S行列 S。、右のリードの S行列 SRの 3つ

{ rL t~ ¥ n {ro t~ ¥ n (rR tk ¥ 
SL = I ~_~ 1， 50 = I ~~ J， SR = I ~~ (4.33) 

¥ k rt J' -V ¥ to r6 J' -n  ¥ tR rit J 

に分ける。このとき、全系の S行列は
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と書ける。ここでの Sと80との関係は、 34.4での Sと80との関係式 (4.26)と同じであ

る。これは式 (4.26)の物理的意味を与える。つまり式(4.26)の80はドットの S行列、式

(4.27)の係数は左右のリードの S行列と解釈できる。

ところで、一般に5'=0のポアソン・カーネル、つまり P(8)= const.のときに、 Sの

窮するクラスを円アンサンブル (CircularEnsemble)という。このとき、 Sの固有値{eiOi} 

の分布 P({(h})はSから eiOiへのヤコビアンの項のみとなり、

P({仇})αrrI eiOi - e
iげ (4.35) 

で与えられる。

ここで、式 (4.33)の行列 80が円アンサンプルに罵すると仮定しよう。すると、ここで

のぬの分布は、 34.3の式 (4.25)で5'0= 0としたものになっている。したがって、 34.4の
式 (4.28)と式 (4.29)が使えて、 Sの分布は

α(it(?:;31..) (2sN十2-8)/2

となる。

式 (4.34)の右辺第 1項に着目しよう。 tLtLの富有績を{ぜL)}とする。そして、国有鍾

を並べた行列九二 diag({門)を定義する。九も同様にして定義する。散乱行列のユ

ニタリー性より tLtt+ rLrt = 1などの性質があることに注意すると、 U，U'， V， V'をユ

ニタリ一行列として

(70=(UJ77EV VJLv) 
= (~~/)(ヤ占) (~ ~/) (4 

と特異種分解することができる。これを用いて、式 (4.36)を次のように書き直すことがで
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「ランダム行列理論とメゾスコゼック系j

きる:

P(S)dS 

保 det[1 -(~t :'t) (ヤム)(~t よ)s]一(紛糾2-s)

-叶-(ヤ占)(~↑よ)s (~t よt )] -(2sN+2-β〉

一 吋→叶1ト一-( "'1 0 1ヤ;7ア?玄工 J占iL元7志寸E
一 de+-(ヤEJLdr ( 4.38) 
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である。最後の式変形ではdSが Haar鴻度でありユニタリ一変換で不変であることを用

いた。式 (4.38)はポアソン・カーネルの形をしている。実際に 3は
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である。ここで TL(TR)は左側(右側)のリードからドットへの透過確率に対応している。

もし左右のリードが完全透過する理想的なりードであるなら、 TL=TRニ 1なので 5'=0

となり、 P(S)は円アンサンブルとなる。したがって式(4.38)で与えられるポアソン・カー

ネルは、リードによる反射がある場合も含めた円アンサンプルの拡張とみなすことがで

きる。

34.4と 34.5の結果をまとめよう。 34.4ではHをローレンチアン・アンサンプルと仮定

して、全体のハミルトニアン Hto毛から全体の S行列のポアソン・カーネル P(S)を求め

た。これが 31.2の 1番目の疑問に対する答えである。ここで3は式 (4.32)のように Htot

の中の W によって表されていた。一方34.5では、 Soを円アンサンプルにとったときも

全体の S行列の分布 P(S)はポアソン・カーネルになることを示した。ここで3ほSLと

SRで表されている。

34の前半でやったように、ランダムハミルトニアンから出発した場合には、えと TRは

W を用いて書くことができる。えと TRをまとめて
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と定義し、 wtwの固有誼を W与とする。このとき、

Z二一 4M1r
2
Hう1-

一

山 (Mム十 π2既1-t ( 4.42) 

であることがわかる。一方、ここでは式 (4.37)のように TLとTRは SLや SRで表されて

いる。つまり、式(4.42)はHtotの中の W と、 SLや SRの対応を表す式である。

結局、 Hをガウシアン・アンサンプルで与えるアプローチと、 Soを円アンサンブルで与

えるアプローチは等価であり、どちらのアフローチをとっても全系の S行列の分布P(S)

はポアソン・カーネんで与えられることがわかった。以下の計算では、 s。の分布が円ア

ンサンプルに従うと仮定して話を進める。

ちなみに、通常 N<<Mでるるから、数値計算の際には MxM行列の Htotを用いる

より、 2Nx2NのSを用いる方が痩和である。 Htotの普遍性はβを還して Sに入ってく

る(具体的には表 2のようになる)。

5 コンダクタンスの期待値・分散

ここでは、 31.2の2番目の疑問に筈えることで、いよいよコンダクタンスを計算する。

そのために、透過係数の分布関数に関する Dysonの積分方程式を用いる。

5.1 S行列とコンダクタンス

34.5でやったのと同様にして、全系の透過行列tについて、 tttの国有値を {tdとする。

すると、式(1.11)より

G=詑 ti (5.1) 

と書ける。したがって、コンダクタンスの平均は

但)これrd)=ZfdS乞tiP(S) (5.2) 

である。ここで Sは円アンサンプルに従うとする。これは式 (4.1)で8=0とすることだ

が、式 (4.36)で九二 TRニ Gとすることでもある。つまり左右の導線は一切反射がない伝

導体とすることに相当する。

U， V， U'， V'をユニタリ一行列として、 T= diag ( { ti} )と定義すると、 Sを次のように

極分解することができる:

{U 0 ¥ ( -v戸 T VT ¥ {U' 0 ¥ 
i j i l i i.(53) 

- ¥ 0 V J ¥ ♂ Jてす J ¥ 0 v' J 
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ただし、 U， γ~ U'， V'はβ=1のとき

U'= UT
ヲ

γf=VT? (5.4) 

β=4のとき

UI=UR? γf二二 VR? (5.5) 

という対称性がある。ただし、 URとVRはそれぞれ UとVの双対 (3.30)である。 Sから

Tへの変換

[U， V， U'， V'の自由度]P(T)dT= P(S)J(T)dT 

を考える。変換のヤコビアシは

J(T) = II ItiーザIIt;1+s/2 

(5.6) 

(5.7) 
iくj k 

である(参考文献 [11][12])。また、円アンサンブルを仮定しているので P(S)ニ const.で

ある。したがって、規務化定数を Ztとして

P尺(Tη)dT=;. IIIドti一 tちザjバjls戸
βII t;lγ「1H附叫+sβW門/
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上の式で結退の因子gに注意する必要がある。我々は33で議論した 3つのクラスのハミ

ルトニアンを考えているが、各々のクラスでその固有値が縮退している場合、それに応じ

て {ti}も縮退する。オーソゴナルクラスとスピン回転対称性のあるユニタリークラスの

場合、 {ti}はスピンに関して二重に縮退している。一方、シンフレクティッククラスの場

合もクラマース結退によってやはり二重縮退している。これらの場合はgニ 2となること

に注意する。また上の式で縮退を捻いた独立なおの数を N'とした。

ここで、各チャンネルの透過係数をた-1ーと変数変換する o 0 < ti < 1なので-
1+λ4 

0<んく∞である。するといi}の分布は

l 
P({ん})ニ~ e-sW 

Z入

w = 乞匂(λi，Aj)十乞V(入i)
Zく3

u(入i，入j) ニ ー lnI入五一入il

削 [N'-Hl-;)] ln(l + Ai) (5.10) 

となる。 みは規格化定数である。これは、あたかも粒子間相互作用 uとポテンシャル V

のもとでの粒子のボルツマン分布のように見える。
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5.2 Dysonの積分方程式

先ほど導入した{ん}を用いて、コン夕、クタンスの平均値は

') / N' ¥4  

(G) = 9~~U1L~ωj dzP({九})

9三f∞dA.d入)
h Jo 1十入

(5.11) 

と書ける。ここで、 p(入)は 1点関数

バ入) = (苧(入ーん)) (5.12) 

= N'J P州 dλ2...dル (5.13) 

である。つまり、{ん}が式 (5.10)のようにカノニカル分布するときの{ん}の密度がわか

ればよい。

ρ(入)に対する積分方程式を得るために、まず P({λi})をんで微分してみよう:

δP({λi})θW  
βP({ん})一一 (5.14)

δλlδλ1  

上式の両辺に N'を掛けてんい .， AN'で積分すると

/ N' ¥ do _ dγ.  r_ .， .__/d~_.. ..¥ 
-r 十 βρ一 -sN' I P({ん})( .1-， ) )n I入一入 11d入2・ .d入N'= 0 d入 dλ J~ \l"~JJ ¥ dλ告 JIJ 

となる。そこで、 2点相関関数を

h 

と定義すると、 P尺({い入五寸}η)が入んjと入九kの入れ換えに対して対称であることに注意して

去十吋βp芸+βJdぺ
と書ける。実際、式 (5.17)の第3項は

fρμd心入f己占i[N'川州(仰山N
N'川町川山r一ψの制制i}心}η)己;d川 d仏λAN

二 N'吋巾巾f介μP尺町川(α{

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

二 r吋ψ巾f介μP門(叶去辻主ln…n叫ψψ山l怜ト山川川λトμ日川一→寸斗入Ajlバ今iう)dλん2 山山18)
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となり式 (5.15)に帰着することがわかる。

ここで近似を導入する。 2点相関関数を

P2(入?入') = p(入)p(λ')[1 -y(λ?入')]，
入十 λf

y(入，A.') Y(s， z)， s =一玄一 z=λF一入

(5.19) 

(5.20) 

と書いて関数y(入7入')と Y(s，z)を導入する。入と入Fが十分に離れていれば¥この 2点関の

棺関はほとんどないと考えられるので、以後、 zの 2次以上の項は無視することにする。

すると、関数Y(s，z)に関して次の 2つの性質が導ける:

J dz zny(s， z) 二 0 同奇数)， 問

f介dzY川 2土伊
ρ(s) 

式 (5.21)はY(s，z)が Zに関して偶関数であることから明ちかである。式 (5.22)は以下の

ようにして示せる。

まず、式 (5.16)の両辺を入2で積分すると

/μμh以(A.，A.')d 円 N' 一 O削叩ρバ的州(仏∞λめ) β 

を得る o 一方、式 (5.19)の両辺を入fで積分すると

fバ入)ρ仰 -Y(A.，A.'脚 =N'p(A.) -p吋山川dλf 作

を得る。これら 2つの式より

1 = J山川心

一 f仙 吟川YηY(A.仏入 ÷打叩叫Z万机枇山山/β九仰2え幻2，z)グ，z)斗)dzz 

~ p(λ) J Y(A，z)dz (5.25) 

がわかり、これから式 (5.22)が求まる。最後の表式を得るために、 ρ(入十z)とば入+zj2，z) 

をそれぞれ zでテーラー展開して、 zの2次以上の項を無視した。また、 zの 1次の項は

式 (5.21)により Gになることを用いた。

式 (5.17)の第 3項の計算を考えよう。式 (5.19)から

( _1 ¥，p2(λ3λf) fJ ( d入1
βI d入 = s I一一-;p(入)p(入')[1-y(入?入')] 
l 入F一入 j 入 λ

( .1¥' p(入') n . { ¥ ¥ { { "¥ 1¥ ( "¥ "¥ 1¥ d入f
= sp(入)I d入一一一一 βp(入)I p(入)y(入λ)一一一 (5.26) j λf一入 J "'\")~\'" λfー λ
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となる。式 (5.21)、 (5.22)を用いて上式右辺第 2項は次のように見積もることができる:

i 第 2 現 = 均釧州(υ吋λ

したがって、

一 ω附 )J刈ト仲帯十 )片卜いトυ仇卯川，z，z)斗れ)+ぺδ勺勺三

一 ω附)J川汁[t~ぺM +E乎2ヂi勺7Jz)+ 2響寄詳許iんY印刊山川(υ仇似入λ幻川，~)吟府)+...]ドdz

~制)J [p~À)勺z) 十 EGiyh)ldz

~単品JY(A，Z)dZ]十州)d~~) J Y(A， z)心

βρ2(入)r -1 dp(入)1 . t'Jdp(入)
一一一一一

βdp(入)

J dX州入') t'J _ I ，¥ [_1" p(λ')βφ(入)
入=命(入)Jd入一一一

入I一入 2 d入

である。これを式 (5.17)に代入して両辺を βp(入)で割ると

〔入一一一一 =0G-D三!日十笠十/3fP川
β 2  J d入 d入 一入f一入

となる。左辺第 3項は主値積分とする。これを入について積分すると、

J dX p仰 nl入ー ).'1+ ~ ( 1一三)Inp(λ)=印)+∞M
2¥β/  

を得る。式 (5.30)はDysonの積分方程式と呼ばれる。

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

式 (5.29)の各項のオーダーを考えてみよう。式 (5.10)、(5.13)より、 V(入i)r-J O( N')、

p(入')r-..I O(N')なので、式 (5.29)の左辺第 1項は O(lnN')、第 2項は O(N')、第 3項は

O(N')となる。 N'が十分大きくて第 1項が無視できるとすると、 ρ(入)の分痛は、よく知

られた Wignerの半円則に帰着する。

5.3 コンダクタンスの期待値

さて、 p(λ)が従う積分方程式がわかったので、式 (5.11)に戻ってコンダクタンスの期

待値を計算する。そのために、 p(入〉と V(λ)をN'で、展開する:

p(λ) N' Po(λ) + N'oop(λ)+・・・?

V(λ) = N'Vo(λ)+N勺V(入)十・・・.

-802-
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Imz 

Rez 

図 5:式 (5.36)で使う積分経路 rjo

展開係数を)1誤番iこ求めていく。まず、式 (5.10)より、式 (5.32)の係数についてはすぐわ

かり、
1 f 2¥ 

Vo(入)= In(1 +λ)， oV(入)= -~ ( 1一一)In(1 +入) (5.33) 
2¥β/ 

である。

次に、式 (5.31)の第一項の孫数po(入)を求める。式 (5.29)で N'一→∞とすると

f∞ _1 ¥， po(入') 1 
・... ー

Jo 一一入一入 1十入
(5.34) 

を得るo Hilbert変換の公式によれば、この積分方程式の解は

PO(入)=一一三
π(1 +入)v1

(5.35) 

である。確かに、式(5.35)のpo(入)を式 (5.34)に代入すると、

1~ dA'己;[π山σ!
一 -1r∞ dλ; 

一 π J-∞(入7-入)(入了+1) 

r dz 1 

一 πjri (z十v1)(zーゾエ)(z+ i)(z -i) (z十ゾヌ)(z十i)(z -i) Iz=v'X 

lu-JX)(Z十 i)(z-i) Iz=-v'X 

1+λ 
(5.36) 

である。ただし上の式でし 2行自の積分は主値積分であり、 3行自の乙は、国5で表さ

れるような zニ iを反時計周りに由る経路を表す。また、式変形の途中でλ?=入fと変換

した。
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さらに、式 (5.31)の第二項の係数dp(入)を求めよう。式 (5.29)より

f∞ I dp . 1 (， 2¥d ln Po ddV 1 (， 2¥1  
I dX一一十一{1-~ }一一ニ一一=一;;(1-~) 一一 (5.37) ん λ-)/'2¥ β) dλ d入 2¥ β) 1十入

を得る。したがって

l=d入fJF=去(1-~) 
という積分方程式が得られる。これを解くと

OP=H1ーかμ+)

(5.38) 

(5.39) 

がわかる。

以上より、結局

ρバ州州(υ仰λ均)~Nヘ~~Fン)山π吋州〕(いlJM÷Nf引1ト一す~)的一G肘的÷つ) 伊

となる。これを式 (5.11)に代入するとコンダクタンスの期待値は

向 = g4引;引[停ぞ引1=ム∞¥二(ρJ1斗÷A斗3二2JXι十寸4叫H刊(や1一 j引)川1=∞市占d(入一 ぴ的叩)d附d
e2 r N' 1 (. 2¥ 一 (1¥1 

= 9h Iτ+4¥1-s)+O¥N') I 
と求まる。したがって、

向=ふ日1] (5.42) 

と書ける。ただし、
¥
1
1
1
1
/
 

2

一P
雪
B
A

f
t
-
-
t
¥
 

1
i

一A1
一一

斤
吋
U

F
一2一一

円

UG
d
 

(5.43) 

である。

g令。はコンダ、クタンスのモードの数に比例する部分であり、古典的なオーム則に従う

コンダクタンスを表している。一方gかはそれからの量子補正を表すo 91が、リードの

形状やフェルミエネルギーで決まる N'に故存せず、系の対称性から決まる βのみに依存

する普遍的な量であることは注目に値する。

また、 91の符号は系の対称性によって異なる。 β=1(才一ソゴナルクラス)のときは

引 く Oである。これは量子効果によってコンダクタンスが抑鰐されるということであり、

アンダーソン(弱)局在の効果を表している。 β=2(ユニタリークラス)のときは 91ニ Oと

なる。これは、磁場などの時間反転対称性を破る効果によって局在の効果が弱められたこ

とを意味する。 Fニ 4(シンフレティッククラス)のときはめ >0となる。これは、量子効

果によってむしろコンダクタンスが増大することを意味し、反局在の効果を表している。

-804一



「ランダム行列理論とメゾスコピック系j

5.4 コンダクタンスの分散

次に、コンダクタンスの分散を計算する:

ただし、

ー (9~r [令市市〉一台市~)件市)]
= (.g~r 1~ dλ1~ dX古市7K仏 (5.44) 

川=(伶伶写P6(入一ん刷川川)μ阿仰州叫6何的削(ρぴλx一斗一川〉 伊

である。 p(入)の定義式 (5.12)より、

fd入Lid(入ーん)exp 1-β(乞“叫んうん)+2二V(ん)) I 
p(λ)ニ r / し¥'け LL (5.46) 

fd入exp1-β(Lij u(λわん)+ Li V(ん)) I 

なので、変分をとることにより、

1 dp(入)
K(λ，X)=一一一一一 (5.47) 

βdV(入)

という関係があることに着目する。

K(λ?入')の主要項を求めたい。そのために、 Dysonの積分方程式 (5.30)で lnpの項を無

視すると、

V伸1~dA'u(A， A')p(A')ニ const. (5.48) 

を得る。ただし u(入?入')二一lnl入-.¥'1である。式 (5.48)を変分すると、

れわλ'u(川 p()..')= 0 伊

である。ここで、匂一→1(仏λF?j入Hつ)を

j州 λλ1川げ)ニ 6い勺 同

として定義すると、

匂(λ)=一100

∞ 前
(5.51) 

となる。したがつて、これと式 (5.47)より K(入?入うが求まり、

K(A， X) = ~U-l(λ (5.52) 
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となる。

つまり式 (5.50)

一1=∞山|怜ト山川λト川〕一→イλX'川印作"つ乍，Iい'Iu-作ν包f一叩，XλX)二的一入')

をu-1に関して解けばよい。そのために、 f(入ぺ入うを

3 δ2  
一一 ~~\l f(λぺ入') = U-

l
(入ぺ入')

δ入"8八

と定義すると、式 (5.53)は

(5.53) 

(5.54) 

1= dX'肌 λr) i¥t" dX =0(入一入) (5.55) 
。入"λ

と書き重せる。 8(入)は階段関数である。上式は入"二 x'ペ入 =x2と変数変換することに

より、

fZT;山 1 r∞， 2
1
x"

1 

ムむどなーが
f(X"2，X)

となる。したがって、

= ~ r
∞

dzN」ー十一~)乙f(x'!2， X) 
J-∞ ¥x"-x' x"十 xJ 1x"1 

= ()(入，_x2
) 

/∞ dx" __11 
1 

__ r I~:I f(x勺ぅI= ()(A' -x2
) 

J-∞ x" -x L 1x"1 
J ，-，.. J 

J 
である。これは Hilbert変換の形になっているので、逆変換により

と求まる。これより、

2 ¥，¥ x" 1 r∞ 6(X -x2
) 

f(X"2， X)ー = 一一 j
1x"1π2 J-∞ x -x" 

1 (Vヌ
i

dx 
一一・ ー

が J-..J>1 x -x" 

1
守 Iv'A'-x" 

7r
21nl ~十 x"

1 / '¥. '¥. t， 1δδI v'x-~ u-1
(λ?入')=一一一<:¥-， I 

ln I が θ入δ入I
~~~ 

I ゾヌ十~

が得られる。式 (5.52)と式 (5.59)を式 (5.44)に代入することにより、

varG (g~r 1= dλl=dX古市(長)品ln13;実
= (g~)γ(11i)， l=d入市(品)刺広三

(g~r (会)1=♂3，1= d入f 民!
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となる。ただし上の式の 2番目の等号では、入について部分積分を行った。右辺の入fにつ

いての積分は、式 (5.36)と同じ形なので

となる o したがって、

varG 

[Xの積分]=一三一
1十入

= (引去)1~点3
一 (伸4めr(ω去封訓)[dOπV)d胡吋0

一 (9~r占
を得る。なお、式変形の途中で入 =tan23とおいて積分を変形した。

(5.61) 

(5.62) 

特筆すべきことに、コンダクタンスの分散は N(すなわち N'によらない項が主要項

となっているo これは、コンダクタンスの分散が系の詳細にはよらず、その対称性のみに

依存するということを表している。メゾスコピック系におけるこのような現象は普遍コン

ダクタンス揺らぎ、と呼ばれている。

こうして、このノートの一番の目標であった、コンダクタンスの平均植 (5.42)と分散

(5.62)が求まった。

6 このノートの先にあるもの

このノートで紹介した開放量子ドットのコンダクタンス以外にも、ランダム行列はメゾ

スコピック系の研究で活発に使われており、ランダム行列理論はE々 進歩している。その

全てをここで紹介することは不可能であるが、最後に以下の 2点に触れて、筆を摺きたい

と思う。

6.1 量子結線

このノートでは O次元の量子ドットを扱ったが、次の間題としては 1次元の量子細線が

考えられる。量子細線のコンダクタンスの計算は、量子ドットのコンダクタンスの計算よ

りも難しい。というのも、 1次元ではアンダーソン局在がおこるが、ランダム行列はスペ

クトルが連続であるために(例えばガウシアン・アンサンプルの場合はよく知られている

ようにスペクトルは竿円期に従う)、孤立した酉有値を持つ局在状態を記述できない。

そこで函6にあるように、長さ Lの量子細隷において、一方の端の 8Lの徴小な幅の部

分だけをまず考え、そこではランダム行列が正しい結果を与えるとする。そこから、逐次

的に系のサイズを的方の端まで伸ばしていくという作業が必要になる。このときに現れる

逐次方程式は DMPK方程式と呼ばれる。
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図 6:量子細線の一部分をランダム行列で記述する。

6.2 新しい対称性

このノートではランダム行列のユニパーサリテイクラスとして、才一ソゴナル、ユニタ

リ一、シンプレクティックの 3種類を紹介した。しかし、現在ではその他に 7つ、計 10個

のユニバーサリテイクラスが知られている。

ホッピングがランダムな系や磁場がランダムな系を考えると、ハミルトニアンは

ペOC) ct 0 
(6.1) 

の形になる。ここで、 Cは一般に長方行列である。 Hのある 1つの国有値と居有ベクト

ルを

とする。このとき、

H(:) =入(:)

H(ユ)=ベユ)

(6.2) 

(6.3) 

が得られるので、 Hの国有誼には常に、符号の異なるべアが現れる料。この対称性はカイ

ラル対称性 (Chiralsymmetry)と呼ばれる。カイラル対称性を持つ系について、時間反転

対称性 (TR)の有無とスピン回転対称性 (SR)の有無を考憲すると、カイラル・オーソゴ

ナル、カイラル・ユニタリ一、カイラル・シンプレクティックの 3種類に分類できる。

特長方行列 Cの正憧特異値分解を

c= UEVt (UとVはユニタリ一行列、 2は正鐘対角行列)

とすると、エルミート行列 Eはユニタワー行列

を使って、

u= 土(~ C:~ ') --12 ¥. v -v ) 

山 =(E斗
と対角化され、富有{重が正負ペアになっていることがわかる。
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また、 超伝導ギャッフを与えるボゴリューボフ・ドジャン (Bogoliubov-deGennes)方

程式に現れるハミルトニアンは

万=(:t _~T ) Bt -AT 

という形をしている。ただし、 Aはエルミート行列、 Bは反対称行列でるる。この場合に

は、時間反転対称性 (TR)が破れている場合にも、スピン回転対称性 (SR)の有無を区別

しなければならない。したがって、このような系については4つのユニパーサリテイクラ

スが存在する。

結局、このノートで紹介した 3つの基本的なユニバーサリテイクラスの他に 7種類のユ

ニバーすリテイクラスがあり、合計 10種類のユニパーザリテイクラスが得られる。

(6.4) 
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