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核のダイナミクスに対する研究である分子動力学法では、 Born-Oppenheimer(BO)近似

を仮定することによって電子と核の運動を分離し、核の配置によって定まる断熱ポテンシャ

ルエネルギー曲面 (PES)上の核の運動に対して「古典力学j を適用する方法が主流である。

しかし、動力学理論として古典力学を用いた場合は核の量子効果は理論の範轄外となり、質

量の軽い核では重要となる量子効果が無視されてしまう。しかし、多粒子系の全ての自由度

を量子力学的な方法で取り扱う事は、高い計算コストのため事実上不可能である。そこで大

きな分子系を扱う際、百的の自由度に対し、望んだ精度で核の量子効果を取り入れられる理

論が望まれる(半古典、量子・古典混合近似)。そのような理論の一つにPrezhdoらによる

Quantized Hamilton Dynamics (QHD)がある。本研究では、量子力学的な演算子の期待

値(モーメント〉をあらわに変数として取り扱い、その時間発展によって現象を記述すると

いう QHDの発想を元に、その欠点を改善し一般化した理論QuantalCumulant Dynamics 

(QCD)を構築した。
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l 序論

1.1 研究の背景

量子力学の誕生以後の盛んな研究によって、粒子の量子性の基本原理について多くの知見

が得られてきた。この量子性が実在する分子系での化学現象として現れる例は枚挙に鞍がな

い。理論化学では、近年著しく発展した電子状態理論 (abinitio及びDFT法 [1-3])に基づ

いて、時間非依存のシュレーディンガ一方程式を数値的に解くことで、分子系における電子

に関わる量子性を記述することに成功している。電子相関を記述できる高精度なめ initio

理論を用いることで、分子の電子状態を定量的に評価することが可能であり、化学反~に伴

うエネルギー障壁を O.lkcal程度の誤差で記述できたり、様々な分光学的定数を記述できた

りする。また、 DFT法は精度と計算コストのバランスがよく、高精度 αbinitio法では計算

コストが大きすぎて扱えない大きさの分子にも適期できる。そのため、多くの応用計算ζ利

用され、実在の分子の電子にまつわる註質の詳細な研究や、化学反応の反応経籍設計などに

用いられている [4]0

近年では電子のみならず、核の運動ζ{半う量子効果も注目を集めており、実在の分子系に

ついての研究が数多く進められている。例えば、生捧内の酵素反応における水素移動のダイ

ナミクスでは、同位件置換体の反応率や既存の理論計算から、トンネル効果や零点振動エネ

ルギー (ZPE)といった核の運動に伴う量子効果が重要で、あることが分かっている。また、

私が学部の卒業研究で扱った均一系金罵錯体による窒素の還元〈水素付加、移動〉反応 [5，6]

でも水素の同位体置換実験 [7]が行われており、本研究に対する興味を持つきっかけとなっ

た。このような大規模な分子系、溶媒や肴ガスマトリックス内等の局屈の環境の影響を受け
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る分子系での核の運動に伴う量子効果の解析は、多自由度であるがため遥かに複雑であり、

故然として未解明な事柄が多い。そこで本研究では、核の運動に伴う量子効果の解明に実用

可能な手法の開発を自指した。

1.2 動力学法:理論と計算方法

1.2.1 動力学j去の概要

理論化学には、電子状態理論と並ぶ分野として計算機シミュレーションがある向。これ

はある与えられた分子関相互作用から出発して、液体や国体、ガラス、超臨界液体、さちには

タンパク質や生体膜などの分子集団の、集団としての性質を明らかにすることができる。方

法論として、分子集団系の運動方程式を構成分子の全てに対して一つ一つ逐一解いて、それ

ぞれの分子の軌跡を求める様々な動力学法(特に化学の世界では分子動力学法、 Molecular

Dynamics， MDと呼ばれる)と、統苦力学の分配関数の計算を配置空間で数笹的に実行す

るモンテカルロ (MonteC釘 10，MC)法がある。

計算機シミュレーションのうち、動力学法は時間依存量の計算を行うことで、その名の通

り、系の動的な性質(夕、イナミクス〉を明らかにするための手法である。実時間の動力学理

論を用いたシミュレーションでは、得られた結果が実際の時間轄に沿った原子・分子の運動

を記述している。動力学法と関じく計算機シミュレーションに分類されるモンテカ)yロ法

は、同様に分子集冨の性費を明らかにする手法である。静的な性質や自由エネルギーの解析

には、場合によっては動力学法よりも正確であったり簡便であったりする場合も多い。しか

しながら、モンテカルロ法は動的な性費を解明する事はできない。動力学法の一番の利点

は、他の手法では扱えない動的な性質について解明する事が出来る点であると言え、本研究

の出発点になる。これ以降、主に核の運動を司る理論のことを f動力学理論J、その理論を

用いて行う数謹計算のことを「動力学計算J、二つを合わせた手法全体の事を「動力学法j と

呼ぶ。

動力学法では、取り扱う系を構成する原子もしくは分子を単位としたそれぞれの運動に対

して動力学理論を適用し、亘接その軌跡を追跡する。例えば古典動力学法では、動力学理論

として古典力学を用いる。その時、ニュートンの第 2法期から、

d 
mα(t) = m ;， v (t) = -m-i-V 約 =J?， (1.1) dt-，-/ "-dr 

のように、速度の栓置微分が、系に存在する他の粒子から働く力 Fによって決まる。また、

その力 Fは、ポテンシャルエネルギーV(γ)の位置微分によって評価する。この時、当然
であるが、取り扱う系の自由度の数だけ連立した運動方程式になる。これを解析的に解くこ

とは不可能であるので、時開発展を数値的に解くことになる。動力学理論として量子力学を

用いた場合問、時間依存のシュレーディンガ一方程式またはハイゼンベルクの運動方翠式
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を解くことになるが、そこに表れるハミルトニアンにもポテンシャルエネルギー項が存在す

る。そのため、用いる動力学理論が適当で、ポテンシャルヱネルギーが十分な精度で正しく

記述でき、かつ核の運動を寄る方程式の数値解が十分に精農良く得られるのであれば、系の

全自由度に対して得られた粒子の軌跡、が、自然界で観察されるものと同等でるると考えら

れる e

実験による観祷では、実際に粒子が護雑に運動している系に光をあてたり、熱を誤，qったり

することで物質の構造やダイナミクスを反映した様々な物理量を調定する。様々な創意工夫

によって、求めたい物理量に対Fむした一つの切り口で実験を行うことになる。一方、動力学

法では一般に、まず系の全自由度に対する粒子の軌跡を得る。そして、観瀕したい現象を特

徴付ける理論を用いて、得られて軌跡から例えば統計力学関数や熱力学関数を得る。全自由

度の全軌跡を解析の出発点としている分、構報量は実験よりも動力学誌の方が豊富であり、

一旦軌跡が得られれば様々な切り口での解析や、二つ以上の切り口の解析の相関を調べるこ

ともできる。もちろん、これは上に述べた全ての要素が完全であって、自然を再現できてい

るということを前提としている。実際には、計算コストの限界もあって多数の自由度を持つ

系で完全な動力学シミュレーションを行うことは難しい。多くの場合には実験と同じよう

に、求めたい情報に応じた近桜ポテンシャルエネルギーの表現を用いるなど、の操作が必要に

なる。しかし、いずれにしろ、

1)系の粒子集団の構造や運動を直接観察する事が出来る点、

2)持関分解能がフェムト秒程度であってもたやすく扱える点

3)空間分解能もいくらでも高くすることが可能で、 1/100Aでも問題ない点

的原理的には軌跡からどんな物理量も求まる点

といった数々の利点があることから、計算機シミュレーション、特に動力学法は脊用な「実

験j手法の一つに成り得るといえる。

1.2.2 動力学法における核の運動の取り扱いについて

動力学法は、これまで述べてきたように粒子の時開発展をシミュレーションする手法で

ある。この粒子は、電子、原子核に摂ちれず、何であるかは本来関わない。我々が研究する

f化学j という学関では、一般に電子が反応を司り、それに伴う核の配置や運動が重要とな

る。そこで、化学現象の解析に黒いちれる動力学法には、主に、

1)電子のみをあらわに取り扱う

2)電子によってできる場の中にある核の運動をあらわに扱う

3)電子と核を共にあらわに扱う

という 3謹類が考えられる。

まず、 1)の電子のみを取り扱う手法は、電子散乱の開題ゃある構造を取った分子の中で電
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子がどのように流れているかなどを解析するために用いられる。電子の運動を司る理論には

多くの場合は量子力学、すなわち時間依存のシュレーディンガ一方程式が用いられる。この

時、核によってできる場が電子の運動に影響する。本研究では、 1)の場合は主な研究対象と

しない。

次の 2)の方法では、 Born-Oppenheimer(BO)近似〈広義の断熱近桜)を仮定すること

によって電子と核の運動を分離し、核の配置によって定まる断熱ポテンシャルエネルギー曲

面 (PES)上の核の運動に対して、古典力学を適用する方法が主流である。この方法を一般

に f分子動力学法」と呼ぶ。 BO近似は、核の質量が電子の質量に比べて 1800語以上あるこ

とから、核は電子の作るポテンシャル中を運動すると考える近似である。もしくは、核の運

動に対して電子は瞬間的に追髄すると考え f近似であるとも言える。分子動力学法では、系

を表す多次元の PES上のある点におけるポテンシャルから、構成する粒子に働く力 Fを求

めることになる。ポテンシャルには、二体間相互作用を実験結果や高精度な電子状態理論計

算の結果と一致するようにフィッティングした徴分可能な解析関数を用いる。他に、核ζ鋤

く力を時間発展する時々刻々で電子状態理論計算によって求める方法もあり、これはDirect

(on-the-fly) ab initio MD [10-13]と呼ばれる。

上記のBO近似や断熱近似が成り立たない特殊な現象も発見されており、その理解のため

の実験的手法や [14]、Non-BO動力学理論や非新熱遷移の理論 (これらは上記3)の方法の

例)の研究も進められているが [15]、ここではその存在を述べるに留める。特に断りがない

限り、以降の記述ではBO近似を仮定している。

動力学理論として古典力学を用いた場合は核の運動に拝う量子効果は理論の範轄外とな

り、水素原子のような軽い核の運動に伴う量子効果が完全に無視されてしまう。一方、核の

運動に量子力学を用いた完全な量子動力学計算は、数自由度であっても計算量が膨大となる

ため、大きな分子系で全自由度に対して行うことは、実用上困難である。よって、自的の自

由度に対し、望んだ精度で量子効果を取り入れられる理論が望まれる。このような半古典

(Semi-classical， semiquantal)動力学理論・混合量子古典 (mixed司uantum-classical)動力

学理論の決定論は存在しないのが現状である。また、虚時間経路積分法という手法も開発さ

れていて、静的な量子効果の見積もりには力を発揮するが、先に述べたモンテカルロ迭と閉

じく実時間の動力学法ではないため、動的な量子効果を取り扱うことは難しい。

動力学法は様々な理論やテクニックが集合して構成されている。それらのうち代表的なも

のには、

1)核の運動を支配する理論

2)粒子関の相互作用を表すポテンシャルエネルギーの表現

3)逼度や圧力をコントロールするアンサンプルの表現

4)連立した運動方程式を精度よく解くための数鐘計算法

5)大規模な系を少ない計算コストで扱うための周期的な境界条件
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6)計算の高速化のための、長距離に及ぶ力の効率的なカットオフの方法

7)様々な物理量を求めるための相関関数の取り扱い方

などが挙げられ、それぞれ日々研究されて進歩している e

本研究の百的は、特に 1)と2)に着目した研究を行い、以下の 2点を持徴に持つ動力学理

論を開発することである。

1)精度よく核の運動に伴う量子効果を取り込めること

2)大規模な分子集団の動的な性質の解明に用いる事ができること

前述の通り、動的な性質の解明を目指すので、必然的に研究対象は動力学法になる。核の運

動に伴う量子効果を取り込むためには、量子力学に立却した理論か、古典力学に量子力学的

な補正を加えた理論が必要である。また、大規模な分子集団、つまり多くの自岳度を持つ系

を取り扱うことを考えると、量子力学的な性質を持ちながらも、大幅に近f裂を施した理論が

望ましい。以上を踏まえ、まずは既存の実時間の半古典動力学理論を実在の分子系に遥用す

るために、効率的な許算手法を提案する事を昌標とした。その後、開発した手法が持つ欠点

を改善する、新しい理論体系の半古典動力学理論を導出することを目指した。

2 半古典動力学理論の分子内振動計算への適用

2.1 はじめに

本章では半古典動力学理論による動力学計算を用いて、理論的に分子内振動現象を解析

する。

分子内振動は、分子の構造や結合の強さといった分子特有の情報を与えるため、研究対

象として重要である。また、実験化学と理論化学が桔構う形で進歩している分野の一つで

あり、理論化学が寄与できる部分が多い分野であると私は考えている [16，17]。近年の IR、

R釦 lan分光などの実験技衝の進歩によって、小さな分子系のより高精度な解析はもちろん、

生体分子や凝縮系、表面などのバルクを含む系といった複雑な系での分子内振動に伴う動的

な性質〈ダイナミクス)の解析も進んでいる。

理論計算による分子内振動解析として最も一般的な方法に VibrationalSelf Consistent 

Field (VSCF)法があげられる [18]0VSCF法では、式 (2.1)のハミルトニアンに対する時

間非依存のシュレーディンガ一方程式を解いたエネルギー国有値として、分子の振動-@]転

エネルギー準位が求まる。

1よ δ2
=一一>J f:llτ+ V(Q) . (2.1) 

2~âQ~ 

ここで、 Qは基準座標の組、 fは系の自由度3N-6(Nは原子数)である。基準産標系とは、

各原子が閉じ位棺・振動数で動く産標の組によって構成される系である。右辺の第 1項は運
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動エネルギー項、第2項は電子状態理論などで求める事が出来る断熱(Born-Oppenheimer，

BO)ポテンシャルエネルギー項である。 VSCF法のシュレーディンガ一方程式で用いられ

る波動関数は、式(2.2)のようにそれぞれの基準援動〈一つのモード、 1モーめ に関する

振動波動関数の積で表される。

丸 (Q)=日成!(Qk) (2.2) 

ここで、 ν=(η1・…..，n3N-6)は義動量子数の組である。式 (2.2)を試行関数とし、変分京

理を適用すると、この lモード関数の満たすべき方程式 (VSCF方程式〉が記述できる。

VSCF方程式は、通常の電子状態理論と同様のSelfConsistent Field (SCF)法によって解

かれる。

VSCF法は電子状態理論における Hartree-Fock法と同等であるといえる。両者の理論

が類似していることから、電子状態理論において電子相関を取り込むための種々の方法を

VSCF法にも適用することができる。実際、配置間梧互作用 (Con五guration1nteraction， 

CI)を取り込んだ VSCF-CI，virtual C1 [19-21]や、摂動論を用いた cc-VSCF，VDPT 

[22，23]， BaroneちのPT2[24，25]などが、より高精度の手法として発表されている。これ

らの方法は基準振動やその倍音、結合音の振動数を高精度に計算することができる。分子内

振動の静的な性質の解析は、 VSCF法とそれを発展させた方法によって十分な精度で行え

るといえる。これらの手法は、シュレーディンガ一方程式を解いている事からも明らかなよ

うに、核を振動モードに関して量子的に取り扱っている。しかしながら、電子状態理論と同

様、計算コストは基準振動の数に対して3乗以上のスケーリングとなる。そのため、原子数

の多い大規模な分子系への適用は困難である。

そこで、本研究では、

1)分子内振動の動的な性質〈ダイナミクス〉を解析できる

2)計算コストを抑え、大規模な分子系へ適用することができる

以上 2点を特徴として持つ理論の開発を自指した。

現象のダイナミクスを解析するためには動力学計算を行うことが自然である。 BO近似

を利用しない、つまり核と電子の運動を分離せずに扱う Non-BOな動力学理論 [26-30]が

もっとも正確な物理的表現であると言えるが、自由度が大きくなった場合の莫大な計算コス

トはVSCF法以上となる。そこで、本研究ではBO近似を基礎とする動力学法によって分

子内振動の振動数を見積もり、同じく BO近訟を基とする VSCF法などの静的な方法と比

べることとした。以下、特に記載のない場合はBO近似を基本とする。

動力学法で重要となる二つの課題は、

1)核の運動を支配する理論

2)断熱 (BO)PESの表現
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弓

t
q
J
 



核の量子効果を含む実時需動力学理論の開発と分子系への疋、用

である。前者に関しては、核の運動を持爵故存のシュレーディンガ一方程式で表し、それを

解く事によって完全な量子力学的な解を得ることが出来るのであるが、自由度の増加に伴

う急激な計算コストの増加のため、数昌由度が限界でるる。そのため、量子力学的な取り

扱いの代わりに、核の運動に古典力学を用いた動力学計算は、有用な代替案であると言え

る。前節で紹介したDirect訪仇itioMDは様々な現象の解明に利用されるようになってお

り[31，32]、他の研究グループでは分子内振動解析にも用いられている [33，34]0しかしなが

ら、振動の零点エネルギー・振動励起状態・量子トンネル効果の正しい記述がt必要な場合に

は、核の運動を、少なくともある度合いまで、量子力学的に取り扱う必要がある [35-37]0

そこで、現実的に計算可能なコストで、精度を保ちながら核の運動に伴う量子効果を動力学

計算に取り込むために、半古典動力学理論を利用する。後者に関しては、本研究では電子状

態理論計算による abinitio PESを用いた。分子系が大きくたくさんの自由度を持つ時は、

最初からある解析関数の形でポテンシャルを仮定する事は菌難であるため、 αbinitio PES 

は計算コストが多少高いように思われる持でも有用な場合がある。今回は計算コストを抑え

るために、 abinitio PESを精度良く解析関数の形にフィッティングする表現を利用した。

まず2.2節で、 Prezhdoらによって開発された半古典動力学理論の一つである Quantized

Hamilton Dynamics [38]について概要を説明する。次に、 2.3鎮で、ポテンシャルエネルギー

曲面の簡易な近似法である QuarticForce Fieldについて説明する。 2.4館ではこれらを組

み合わせた方法 rQHD2+ nMR-QFFJの提案と表式を記述し、 2.5欝に結果と考察を述
Jてる。

2.2 Quantized Hamilton Dynamics (QHD) 

核の運動を表すハミルトニアンが運動エネルギー項とポテンシャルエネルギー項に分離で

きるとする時、 1粒子系の吉典的なハミルトニアンは質量加重座標系で式 (2.3)となる。

_2 

H=す+V(札 (2.3)

量子論の立場では、式 (2.3)は電子による核の配置に依存したポテンシャル場における古典

的な核の運動、すなわち Born-Oppenheimer(BO)近似を仮定していることになる。古典

豆amilton力学では、この粒子の位置qと運動量pの時間発展の運動方翠式は式 (2.4b)のよ

うに表される。

d δ万
一-
dtヨ δp

d δH 
一-dt.t'" δq 

(2.4a) 

(2.4b) 

Q
U
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式 (2.3)のように qとpは分離されているので、式 (2.4)は、

d 
-;-;q = p， 
dt 
d δ 
-;-;p=一一V(q)，
dtδq  

(2.5a) 

(2.5b) 

となる。ポテンシャルエネルギー項V(q)が控室微分可能な解析的な関数で表せれば (Morse

関数などの経験的なポテンシャル、もしくは電子状態理論計算等による PESにフィッティ

ングした関数)、式 (2.5)は即座に求まるので、容易に動力学計算を実行できる。また、ポテ

ンシャルエネルギー項を解析的な関数で表せない場合で、あっても、電子状態理論等によるエ

ネルギーの一次微分の逐次計算と式 (2.5)を組み合わせることで、 on-七he-fl.yの動力学計算

(Direct MD)を行うことができる。

さて一方、量子力学では式 (2.3)に対応するハミルトニアンは、

合2

H=二2+ V(Q)， (2.6) 

となる。式 (2.6)中のHは量子力学的ハミルトニアン、 Qとlうはそれぞれ位量と運動量の
q寅算子j である。系の時開発展を量子力学的に記述するには、二つの等缶な表記法である
シュレーディンガー表示とハイゼンベルク表示がある。系の時開発展をシュレーディンガー

表示では波動関数の時間変化、ハイゼンベルク表示では演算子の時間変化で記述する。ここ

では、ハイゼンベルク表示を用いて議論を進める o

ある演算子Aが陽には時間に依存しないとき、その持開発震はハイゼンベルク表示では
式(2.7)のように表される。

まA=-iHJ] (2.7) 

式(2.7)中のし]は交換子である。そこで、我々は演算子Aの期待植の碍認発展を解析し
たい。博子Aの期待値〈モーメント)(制限)= ¥A)の持開発展は式 (2収り、

ま¥A) =.(雷i主|雪)=-i(雪I[A， iI] I雷同-{¥ [A，iI]) (2.8) 

と記述される。式 (2.8)によって、式 (2.4)に相当する量子力学における式を得ることがで

きる。

特に、ハミルトニアンが式 (2.6)7!表せるとき、位置演算子。のモーメント仰の時間

発展の運動方程式は、

か=ま(0)= -* ¥[0， ~2]) =付)=p， (2.9) 
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となる。式 (2.9)では(雪IQI宙)=(Q)=ι(雷!印)=(め =pを用いた。式 (σ2め

式(ロ2お叫)と一致する。また、運動量演算子台のモーメント(めの時間発展は、

tp=ま(め=-~ ([t， V(Q) J)， (2.10) 

と記述される。

位置演算子Qに依存するポテンシャルV(Q)を生置q= (Q)罵りでテイラー展開す
ると、

V(Q) = V附 VP)(q)(Q-q〉÷jvP〉(ω_q)2 + 
=ζ占V(n)(q)(Q _机ロ

である。これを式 (2.10)~::代入すると(めのみならず、より高次のモーメント、

( O2 ) ， ( Q3 ) ， .....， ( Qn ) ， 

を生じる。古典極限では(か)= (o)η であるため(一般には(的手(o)η)、高次の
モーメントは存在せず、また(o)=qであるため式 (2叫は式 (2剣と完全に一致する。
ここで、高次のモーメントに関しでもそれぞれ式 (2.8)によって時間発展を求めると、更

に運動量演算子に関する高次のモーメント、

(t2)伊)，.....， (的?

や両譲算子の交差項が生じる。これらモーメントを全て無限次項まで取り扱えば、厳密な量

子力学的取り扱いをしたことと同等である。

ここではこの無限次までの連鎖を、高次のモーメントを低い次数のモーメントに分解して

いくことで、近似式を導出することを考える o 例えば、 3次のモーメントは、

(AEδ)ベA)(Ee) + ( E) ( e A) + ( e) (AE ) -2 ( A) (E) ( e ) ， (2功
と近似できる。式 (2.12)は、

(AEe) = ((A-(A)+(A)) (E-約十〈め)(e-(e)+(e))) 
= ((A-(A)) (会-(め)(e -(δ)) ) 
十(A)(Ee)十伊)(eA)+(e)(AE)-2(A)(E)(δ)， (2日)

、ioo 
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とし、右辺第2式について1ぇTickの定理のように [3旬、

( (A -(A) ) (E-伊))(δ-(め))勾((A-(A))(E-(め))((e-(e)))
+((A-(A)) (e-や)))((s-伊)))
+((E-(め)(e -(e))) (( A -(A))) 

=0， (2.14) 

とすれば求まる。 4次以上のモーメントの分解も同様に導出することができる。

さて、仮に 2次のモーメントまで、すなわち伊)， ( Q ) ， ( Q2 ) ， (t2) ， (幼sの5変
数をるらわに取り扱うとする。演算子が非可換であることを考え、 2つのj寅算子の積には対

称化された積〈企rnQn)s =昨rnQ九十付rn)を用いる。ポテンシャ)vエネルギー項は、
式 (2.11)に従ってテイラー展開する。ポテンシャルの展開が高次項まで及ぶ持は、適度な

ところで打ち切ることになる。高次項を古典項として敦り扱う方法についても Prezhdoち

は紹介しているが、割愛する [38]0

ここでは例として、

(p，¥Q203 
V{Q)=一一÷→¥/乙. 3! 

という 3次のポテンシャルについで考える。すると、式 (2.10)は、

(2.15) 

ま(め=_ ( Q) _ ~ ( Q2 ) ， (2.16) 

となる。この者辺に位置演算子の 2次のモーメントがあるので、 JI慎にそれぞれのモーメント

に関して運動方程式を求めると、

ま(Q2) = 2 ( PQ ) s ' 
会〈め=-2 (tQ)s一(tQ2)s' 
ま(tQ)s= (め-〈Q2)-j(Q3)F

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

となる。ここで、 3次の項が右辺に含まれている式 (2.18)と式 (2.19)を、式 (2.12)を用い

て 2次以下のモーメントで分解することで、 2次のモーメントまでで連立微分方程式が関じ

た形になる。持関発展の式は、高次のモーメントを低次のモーメントに分解しても、短い時

間変化に関しては正確である。それは、高次のモーメントの変化が、抵次のモーメントに瞬

間的に与える影響は小さいからであると説明できる。ここで、高次のモーメントを無視する

という近似も考えられる。しかし、 2次以上のモーメントを全て無視して 1次のモーメント

のみを考えた場合、吉典力学と一致しなくなってしまう。このように理論の一実性が損なわ

れ、誤った時開発展を記述してしまうといえる。一方、モーメントの分解を用いる方法で

つムoo 
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は、 1次のモーメントまで分解すると古典力学と完全に一致する。さらにこの方法は、粒子

の運動に伴う量子的な性葉、例えば零点エネルギーの保存やトンネル効果などを記述できる

ことが分かつている [38]0

Prezhdoらによって提案されたこの方法は、 QuantizedHamilもonDynamics (QHD)と

呼ばれる。これまでの導出からわかるように、 QHDは古典ハミルトン力学を拡張し、量子

力学的自由度を与える方法であると解釈できる。この方法の利点は、望みの次数までのモー

メントを含めた表式が体系化されていることにある。あちわに取り扱うモーメントの次数を

大きくしていく事で、ある次数でどこまでの量子効果を表現できるかについても Prezhdo

らは述べている許可。零点エネルギーや量子トンネリングといった化学的に重要な核の運

動に伴う量子の効果を表すには、 2次'""4次程度までのモーメントをあらわに取り扱えばよ

いことが分かっている。本章の研究では、半古典動力学理論としてこの QHD、特に2次の

モーメントまでをあらわに取り扱う QHD2を利用する。

2.3 Quartic Force Field (QFF) 

どのような動力学計算においても大事なもう一つの課題が、如何にして正確にポテンシャ

ルエネルギー曲面 (PES)を表現するかである。例えば l自由度のみしかない 2原子分子の

伸縮振動では、高精度 abinitio法で必要な核問距離全域でのエネルギーを計算することで、

離散的なPESを求めることができる。それらの計算や実験結果によって、正確な PESに対

する最適なフィッティング関数(多くの場合Morse型〉も知られている。また、分子内振動

現象の際に主に取り扱う平衡構造近辺では、調和近叡 (2次関数)でもそれなりの精震の計

算をすることができる。しかし、多自由度かつ自由度関のカップリングがるり得るような大

規模な系ではこれらには菌難が生じる。

自由度の数

Ab initio法で

離散PES

系
一
度

子
一
由
能

原
一
自
可

n
L
一マ
i

系

一

ト

汗
一
度
ス

長
一
由
コ

N
一
自
算

r
t
ア
'
ヰ
ー

系
一
め
お

模一

3

大

域

一

莫

Morse型などの

フィッティング関数

実験、理論の

いずれからも可能

Ab initio法の PES、

解析可能な実験結果が

得られないため不可能

精度が不十分、

自由度開のカップリングが無視される
調和近制 可能、精度が十分でない事もある

表2.1:大規模系 (N原子系)でのPESの表現に伴う困難。

そこで、大規模系での分子内振動現象と QHDの理論体系の双方にとって理に適ったPES

の近似表現である QuarticForce Field (QFF)を用いた [41]0むFFもまた PESのフイツ

ティング関数の一つである。その利点は、 abinitio計算を平衡核開距離罵りのみ行えばよ

円
、
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いため、精度を保ちながら大轄に計算コストを削減できる点にある。

QFFで法調和近{訟を越えた非調和項を取り込むために、平傷状態でのテイラー展開の 4

次近似の多項式、

(2.20) 
喧 f 宅 f

均出Q)=%÷izhdj+;三ωωk+えZI同j刈
を用いる。九，hi， tijk， Uijklはそれぞれ基準座標の組{仏}についての平築構造におけるポ
テンシャルエネルギーとその2次から 4次の導関数である。なお、基準座諜系の分子の平衡

構造では、ポテンシャルエネルギーの 1次徴分 (gradient)は0、2次徴分 (Hessian)は対角

化されていることに注意する。式 (2.20)から明らかなように、 QFFでは自由度開のカップ

リングが非調和項である 3次と 4次の導関数の項で取り込まれる。多次元系では計算コスト

を更に削減するために、 3次と 4次の導関数のうち ηモード間までのカップリングだけを取

り込み n+1モード間以上のカッフリングを無視した nMR-QFFを用いる場合もある。多

くの場合、 2モード関もしくは3モード間のカッフリングで十分な精度が達成される [41]0 

なお、 QFFでは式 (2.20)より 4モードのカッフリングが最大であるので、 4MR-QFFは完

全な QFFと関等である。また、 1次元の系では 1MR-QFF、

V (Q) = V(qo) + ~ V(2) (qo) Q2 + ~ V(3) (qo) Q3 +土V(4)(qo) Q¥ 
¥ノ 2 ，;L~，，"，' 6 (2.21 ) 

が QFFと胃じになる。 qoは平衡核問距離、 V(2)(qo) ， V(3) (qo) ， V(4) (qo)はそれぞれ qo

でのポテンシャルエネルギーの 2次から 4次の導関数を表す。

2.4 QHD2 + nMR-QFF 

一般にN粒子の系のそれぞれの基準座標を動力学計算の吉由度とすると、 nMR-QFFを

PESにした QHD2のハミルトニアンは、

II=号+見込(Q) (2.22) 

となる。11:占ぷ=Fは耐R
QFFをQ豆D2と組み合わせた場合については以下のように導出される。

ま(ふ)=(ム)， (2.23) 

ま(ム)= ~hi (ふ〉一七iii( Q:) 
-iU4444(3(Q?〉(ふ)-2 (ふn (2.24) 

ま(Q:) = 2 ( Pi Q i ) s ) (2.25) 
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ま(Tl)=一川崎)8
-~tiii ( -4 (ム)(ふ)

2 

+ 4 (Qi) (TiQi) 8 + 2 (ム)(Ql)) 

-iU4444(6(M)s(め-4(ム)(Q.)') ， ロ

ま(ムωωQふi)入8 = (Tl)ーん(α)一七iii(3 (Q;) (ふ)-2 (ふn
_ ~Uiiii (3 ( Q;) 

2 

- 2 (ザ)， (2.27) 

(的 11. / A2 ¥ I 1.L ( ¥ 〈2)=7+三九(Q; ) + i tiii ( 3 ( Q;) (ふ)-2(ザ)
÷トベ3( Ql)' -2 ( Qi n ' 但

ここで、 (Ti扮拍Qi)s = (ゑω幼Qi+ QiTi兵)/β2、(h)はハミルトニアンの期待値、すなわち全エ
ネルギーである。 QFFによって PESが座標に関して 4次までの多項式で表されているた

め、全ての項をむHD2の量子力学ハミノレトニアンに含めたとしても、その後の導出が容易

であるところに、 QHD2とQFFの組み合わせの妙がある。次節に記す結果では、 3分子以

上の系には3MR-QFFを適用している。導出は式 (2.23-2.28)と同様に可能である。

以上で説明した手法を以降、 iQHD2+ nMR-QFFJと呼ぶ。

2.5 結果と考察

本舗の結果に現れるむHD2と古典動力学計算では、 4次の Runge-Kutta法で数値計

算を行った。量子動力学計算は、 2次の差分法を長方形グリッドで行った(グリッド関橋

ムQ= O.01bohr)。また、 nMR-QFFの作成のためのめ initio法による電子状態理論計算

に辻、 MP2/Aug-cc-pVTZ [42，43]レベルの計算を GAMESS[44]及びGaussian03[45Jプ

ログラムパッケージを利用して行った。

2.5.1 QHD2 + nM九QFFの全エネルギー保存

まず、 QHD2+ηMR-QFFのシミュレーションの安定整を確認した。通常の古典動力学

計算の場合と同様に、時間発展を数値積分で求める際の時間関隠に様々な{直を用いて、全

エネルギーが保存するかどうかを確認した。シミュレーションの初期状態は Gauss波束の

F
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u
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直積、

雪ω=立(守)九p[-叫γj)+呼l，
によって決められる。(守IAI雷)= (A)であるので

(Qj)t=O =拘

(為入ニ0=POj 

(Q;)に04÷命(， 
(与)t=O=小平
(AG〉skO=Mj

for t = 0， (2.29) 

(2.30) 

が、式(2.29)のGauss波束の基底状態、に対恋した QHD2の5つのモーメントの初期鐘であ

る。式 (2.30)から、初期状態は古典的な初期位置qOjと初期速震POj、パラメータ的のみに

よって定まる事がわかる。パラメーターωj (jはそれぞれの振動モーめには、 nMR-QFF

に含まれる力の定数 hjを利用した。よって、図 1の計算の初期全エネルギーは、全ての

モードの謂和振動エネルギーの和となっている。

図 1は各時間での全エネルギーと初期全エネルギーの差分ムEを示す。分子内振動の動

力学計算をする際、時間関扇は通常0.01-0.1fs程度に設定する。 2原子分子 (H2，密 l(a))

でも 3原子分子 (H20，国 l(b))でも、 1.0fsかそれより細かい時間関隔で数億計算すれば、

少なくとも 1psのシミュレーションの問、全エネルギーが保存することがわかる。すなわち

QHD2+ηMR-QFFが安定なシミュレーションであることが分かった。

2.5.2 QHD2、古典、量子ダイナミクスの結果の比較

ここでは、 QHD2・吉典動力学・量子動力学の比較を、位相空間を用いて示す。古典動力

学計算を行う擦の各モードの初期誼は、古典的な調和振動エネルギーに対応する形で、

告=0=ミ/(2n+ 1)五/ωSlll叶

Pt=O = y'(2n + 1)た/ω∞sり?
(2.31) 

と表せる [46]。本研究では、援動基底状態を取り扱ったのでn=O、変数針。三手く 2π)に

よってランダムに初期エネルギーが位置と速度に振り分けられる。図 2では、手 =0を初期

条件とし、 abinitio計算によって求めちれた檀に近い ZPEを持った吉典動力学計算の軌跡

を示した。量子動力学計算の初期誼にはむHD2と両様、式 (2.29)のGauss波束を用いた。
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図工:QHD2十 nMR-QFFの全エネルギー保存。 (a)H2 (b) H20。計算の精度が小

数点以下 8桁であるため、図申のにおはこの数鑑計算の精度において d.E=0で

ある。

図2誌 3つそれぞれの手法で H2の動力学計算を行い、位相空間にプロットしたものを示し

た。まず、 QHD2の軌跡、が古典動力学の軌跡と比べて小さい楕円軌道を措いていることが

密 2(a)より分かる。 QHD2を用いた場合には ZPEが保たれるのに対して、古典動力学で

は初期エネ)vギーが完全に運動エネルギーまたは位置エネルギーに転イとしてしまうため、大
きな軌跡を措く事になる。図 2(a)でQHD2と量子動力学は区別が出来ない。それぞれの縮

尺を拡大した図 2(b)，(c)でも、二つの手法が同様の許算結果を与える事が確認できる。古

典動力学計算であっても多くのトラジェクトリーの平均として〈この場合、ゆをランダムに

変えて多くのサンプルを取る)得られた値が、物理現象を正しく表現する場合は多い。

し、 PESにQFFを用いた方法では、古典動力学の軌跡が QHD2・量子動力学よりも大きい

ため、 QFFでは精度良く表現できない領域を軌跡が通過する可能性があるという大きな問

しか

-387-
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題が生じる。電子励起状慈のようにPESが基底状態よりもなだらかな場合には、 QFFで正

しく記述できる領域は平衡核開距離により近い領域のみとなる。また援動励起状慈のように

初期エネルギーが大きい場合も考えられる。このような持、 QHD2+ nMR-QFFの長所で
ある計算コストの少なさ、 ZPEが保存される事によって量子動力学と同様の軌跡となる点

がより重要となる。

2.5.3 QHD2十 nMR-QFFによる多原子分子の基準振動の解析

QHD2 + nMR-QFFの計算コスト

最後史、 QHD2+ nMR-QFFの軌跡を用いたスペクトル解析について述べる。動力学計
算の軌跡から得られる時間に依存して変化する変数は、フーリエ変換することでスベクト)v
密度と関連付けられる。特に、速度自己桔関関数のフーリエ変換は振動状慈のスベクトル密

度を与えることが知られている [47]0また、それぞれの振動モードに関する自己相関関数の

フーリエ変換は、全スペクトルの中で、その振動モードが関係するピークを示す。本研究で

は後者の方法を採用した。 QHD2+ nMR-QFFでは、各基準振動モードに関する変位が動
力学計算の自由震になっているため、解析が容易である。

結果は表 2.2に示した。一部の基準振動モードは、対称性と QH王D2であらわに取り援う

モ一メントを 2次で

NjA (No討七 available)となつてしいミるのは、そのためである。より高次のモーメントをあらわ

に取り扱う、もしくは初期位量をずらした高エネルギー状態を扱えば、それらのモードも時

間変化する。また、大規模な分子系ではそもそも対称性が定義できないため、このような問

題は発生しない。

表から、調和近似 (harmonic)とQFF(Classical)では振動数に大きな差が出ることが分

かる。よって、このような解析を行う擦は、 PESの非調和項を取り込まねばならない。ま

た、関乙 QFFを用いた時、 QHD2の結果は Classicalよりも精度の高い計算になっている

ことが分かる。 QHD2の結果は高請度な静的な手法である VSCF-C1や PT2に近い結果を

与えていることも分かる。

Q互D2十 nMR-QFFは高精震でありながら、かかる計算コストは抵く抑えられている。

これは大規模な系になった場合でも同様である。動力学計算部分は振動モードの数M に関

して線形にスケーワングする。また、相関関数のフーワエ変換は許算した軌跡〈トラジェ

クトリー)の数X に関してo(XlogX)である。それに対して、 VSCF-CIで用いられる
C1法は M!、PT2で用いられる 2次の摂動法はモード関カップリングの数を N として

M(2N+l)でスケーリングするため、大規模な分子系に適用する事は函難で為る。

本研究では分子の基準振動を求めることに留めたが、以下のような発展も考えられる。例
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えば、基音のみでなく倍音や結合吾に関しても同様に解析できるのでバ、スペクトルのピー

クがどのような分子の振動に帰属するのかを解析できる。また、時間依存の運動方程式を数

値的に解いているため、実時間のトラジェクトリーを得ることができる点は、これは時間非

依存の静的な手法に対する本手法の利点である。このトラジヱクトリーとめ initio電子状

態、計算による双極子モーメントの撞を組み合わせる事でIRスペクトルを計算するといった

更なる解析も可能である。

3 新しい半古典動力学理論の開発

3.1 はじめに

前章のQuantizedHamilton Dynamics (QHD) [38，40， 48-54Jには、
(1)他の半古典動力学理論、例えばWKB近似等とは異なり、波動関数や密度行列をあらわ

に取り扱わず、期待値の時間発展のみを取り扱えばよい

(2)量子動力学理論に比べて、少ない〈古典動力学に近い)計算コストで実行可能

(3)それぞれの自由度について、望む近似精度で量子効果を取り扱える

(4)一般的な理論形式なので、位置と速度の演算子のみならず、その植の演算子に対しでも

適用可能

といった数々の利点があった。一方で、

(a)量子ハミルトニアンに含まれるポテンシャル項を、テイラー展開のある次数で打ち切る

ことに伴うエネルギーの誤差

(b)特異点のあるポテンシャル(クーロンポテンシャル等)には適用不可

(c) 2次以上の高次のモーメントをあらわに取り扱う場合、高次モーメントを抵次モーメン

トの多項式に分解する擦の導出が須雑

といった欠点があった。これちの欠点は、利点とも密接に結びついたQHDの理論形式の特

徴である。以上の点を考意し、ポテンシャル項の打ち切りや、モーメントをより低次のモー

メントで分解する必要のない理論を開発する事を呂指した。その内容を本章に記す。

本章の内容と関連する研究として司uantumcoロelationfactor (QCF)法 [55-58]がある。

この手法では、ある譲算子のexp関数を評価する必要がある。この時、キュムラント展開を

用いる方法があり、古典統計 [59]や量子統計 [60]の問題に適用されている。これちの例で

は、キュムラント展開を 1次元課和振動子のポテンシャルに対する近叡に用いている。ま

た、最近では高次の密度行列の展開 [61-64]や多配置・多参照理論(CASSCF等)[65]等の

*1担し、正確な振動数を得るためには、 QHD2より高次のモーメントをあらわに敦り扱う卦要が出てくると考

えられる。現在、高次QHD(あるい誌次章に記述した新しい半古典動力学理論である QCD)による分子

譲動の結合音のシミュレーションについての研究を進めている。
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H2 

Harmonic Classical QHD VSCF四Clb Exp 

ジ1 4515(162) 4385(31) 4342(11) 4353 4401 

H20 

Harmonic Classical QHD PT2C Exp 

ジ1 3825(169) 3713(57) 3690(34) 3656 3657 

ジ2 1628(50) 1573(5) 1560(18) 1578 1595 

ジ3 3951(181) 3812( 42) N/Ad 3770 3756 

HCHO 

Harmonic Classical QHD PT2C Exp 

ジ1 3040(174) 2901(35) 2843(23) 2866 2843 

ジ2 2997(148) 2868(21) 2838(11) 2849 2782 

ジ3 1766(32) 1764(30) 1723(11) 1734 1746 

ジ4 1548(33) 1504(11) 1509(6) 1515 1500 

ジ5 1268(17) 1247( 4) 1250(1) 1251 1250 

V6 1202(13) 1166(23) N/Ad 1189 1167 

HCOO豆e

百armonic QHD PT2C Exp 

Vl 3739(185) 3527(27) 3554 3570 

Zノ2 3126(137) 2980(9) 2989 2943 

ジ3 1794(33) 1761(0) 1761 1770 

Zノ4 1409(24) 1377(8) 1385 1387 

zノ5 1302(71) 1270(39) 1231 1229 

V6 1130(33) 1120(23) 1097 1105 

ジ7 626(6) 631(11) 620 625 

ジ8 1058(22) N/Ad 1036 1033 

ν9 676(34) N/Ad 642 638 

α振動数の精度はムω=2.54cm-1o 調和振動以外の全ての計算のための PESは、 Hzに法

lMR-QFF、H20、HCHO、HCOOHには 3羽R-QFFを用いた。括5屋内は、 VSCF-CIも

しくは PT2との差 b，c。

b Gamess中の VSCF-CI計算による [44]0

c Gussian中の PT2計算による許可。

d分子の対称性のため、振動数が計算できなかったモード。

e古典動力学ではHCOOHの安定なシミュレーションはできなかった。

表2.2:古典力学と Q豆D2の軌跡をフーリエ変換して得た基準振動数 (cm-1)。調和
振動数を参考のために示した a
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量子化学(電子状態理論〉の諸問題に対してキュムラント展開を適用した研究が報告されて

いる。

キュムラント震関の利点として、

(1)ポテンシャルによっては高次項の打ち切りの必要がなくなる

(2)モーメント表現に比べて項数が減る

が期待できる。これは上に述べた Q豆Dの欠点を補うのに最適であると考えられた。そこで

本研究では、 QHDを参考に、キュムラント展開を利用した新たな理論形式を作り出した。

まず3.2蔀で新しい理論形式QuantalCumulant Dynamics(QCD)について説明する。 3.3

鎮では3.2鎮で現れる新しい形式のポテンシャルエネルギーの導出方法を説明し、 3.4節で

数僅計算例を示す。 3.5箆は新しい形式のポテンシャルエネルギーを、量子的な揺らぎの効

果を考恵したポテンシャルエネルギー曲面であると解釈する亘惑的な概念を説明する。

3.2 Quantal Cumulant Dynamics (QCD) 

3.2.1 キュムラント展開

まず、本章の理論開発で重要な位置を占める「キュムラント展開j を本節で説明する。

ごをパラメーター、 Z を変数として次の関係、

C(ご)= <e~X) ， (3.1) 

でC(ご)を定義したとする。ここで、 (x)はこれまでと関じように、 Zの期待値である。こ

の時一∞く Zく+∞の範密にある変数 Zを考え、この変数がxrvx+dxの領域内にある
確率をf(x)dxとする。すると確率の規格化条件から、

にf(x) dx = 1， (3.2) 

を溝たす。この持、 e~X は、

〈伊eぷρ内ご台勺Zつ)ト=に内

と式 (β3.2勾)を用いて定義できる。ただし、

C (0) = (1) = 1， 

(3.3) 

(3.4) 

であるとする。

式 (3.1)の右辺をパラメーターごに関して展開すれば、

C(ご)=25問=計μη? (3.5) 
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となる。ここで、

(♂)=μη? (3.6) 

であり、 μη はn次のモーメントと呼ばれる。特に式 (3.4)によって、 μ。=1が成立する。
μη は常に有摂であるとは摂らないが、本論文ではμ匁が有限となる場合のみを考慮する。式

(3.5)の再辺の対数を取ることで、

InC(日 (3.7) 

と書けるとする。この時の入η をη次のキュムラントと呼び、式 (3.7)の右辺の展開をキュ

ムラント展開と呼ぶ。また式 (3.6)に対応して、

入η=(♂)c ， (3.8) 

とあらわし、 Ocのことをキュムラント平均と呼ぶ。具体的なλη の形法式 (3.5)を式 (3.7)
に代入すれば求まる。実擦の導出は次節 3.2.2で行う。一般に η次のキュムラントは、それ

と同次あるいはそれより低次のモーメントで表すことができる。ここから、 QHDでモーメ

ントの分解に用いた近桜式に代わる手法として利用できるのではないかと考えた。

3.2.2 キュムラントによるハミルトニアンの表現

l次元系のハミルトニアンは式(2.6)で記したように、

合2

H=二2+ V(Q)， (3.9) 

と表される。右辺の第 l項と第2項は、それぞれ質量加重座標系での運動エネルギーとポテ

ンシャルエネルギーの演算子である。運動エネルギー漬算子は運動量演算子の関数であり、

ポテンシャルエネルギー演算子は柱量演算子の関数である。ここで、位置推進演算子 (Shift

Operator) 

!(q+α)=♂会f(q)三 Dq(α)f(守)， 

を定義する。このDqによってポテンシャんエネルギー演算子は、

(3.10) 

V ( Q) = Dq ( Q -( Q) ) V ( Q) Iq=(Q) ， (3.11) 

と書き換える事ができる。なお、 (0)は前章と胃様、演算子の期待値、

(0) = (雷IHI雪)三 q， (3.12) 

である。

n
J
 

Q
d
 

丹
、

υ



宮地秀明

次に、観測量の期待値からの揺らぎに桔当する譲算子oA= (A -(A))を定義すると、
式 (3.9)の右辺のポテンシャルエネルギー演算子は、式 (3.8)のキュムラントと expの展開

の定義を用いて、

(v(o))=十xp[吟])V(q)し(0)
=妄。占〈抑)寺川)I

qニ
(0)

(3.13) 

と表せる。ここで注目するべきは、位置演算子Qの関数であったポテンシャルエネルギー演
算子(v(Q))を、 Qに直接依存することのない吉典的なポテンシャルエネんギー項 V(q) 
とその導関数で表すことが出来る点である。つまり、期待値の部分をポテンシャルの形状に

依存せずに取り扱うことができるようになった。

一般に、正確なポテンシャルエネルギーを求めるためには、式 (3.13)のexpの展開にお

ける n次のモーメント、

μn = (oQn) = ( ( 0 -( 0) )η)， (3.14) 

に関する項を無限次まで足し合わせる必要がある。式 (3.14)のモーメントの表記を黒いる

と、指数関数の期待値の部分は式 (3.5)より、

c(会)三〈叶吋])=~告若~， (3.15) 

トλπ を用いて、

と表すことが出来る。式(3.15)の両辺の対数を取ると、 3.2.1欝で示したπ次のキュムラン

ベ会)=豆七五
となる。一方、式 (3.15)をモーメント表記のまま両辺の対数を取って展開すると、

叫が=lnト計長l
=計去-kz時)\~(計£)3÷?

(3.16) 

(3.17) 

である。式 (3.16)と式 (3.17)それぞれの右辺を比較すると、キュムラントとモーメントの

関係性が導かれる。伊!として3次のキュムラントまでは、

/δ¥δ1  ( . 2δ2 ， 1 ( ... ， ".3θ3 
lnC ¥石)=μ1石十三 (μ2ー μD存 +5(戸3- 3J-L2J-Ll +制否q3+ フ

バ
斗
品

。dqu 
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δ1δ2  1δ3  
=入，-一十ーん一一~+一入3一一言 令

よ δq. 2' '.， oq2 . 6"v oq3 ............ i 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

であるので、

入1=μ1= ¥ 5Q) = ¥ Q -¥め)= 0， 
λ2=μ2ー μi= ¥ 5Q2) ， 

入3=μ3-3叫+叫=¥ 5Q3) ， 

となる。前節で述べた通り、揺らぎに相当する誤算子の期待値を表す際、モーメントよりも

キュムラントによる表記の方が少ない項数で表せるということが確認できる。

式 (3.13)の第 l式のポテンシャルエネルギー演算子をキュムラントで表すと、

(3.21 ) ¥V(Q))=勾民会手]V (q) 
q=(Q) 

となる。このポテンシャルエネルギー項の表現を、 rQuan七alPO七entialJと呼ぶことにする。

本研究では、式 (3.21)のキュムラントを 2次まで、で打ち切った*2

(3.22) ¥V (Q)ト¥V(Q))2三切[今季]V (q)lq=(Q) 
一般的には近似であるが、前章と同じく波動関数に Gauss波束を仮定した場合は、 Gauss波

束のキュムラント展開は3次以上の項が全て9になることが知られており、本手法がGauss

波束の理論と等価であることが示せる*3

更に、位置演算子について導出してきたキュムラントによる表現をー殻化し、位置演算子

と運動量演算子に関する揺らぎのモーメントの積、

山=¥ (昨許)8)' (3.23) 

をキュムラントで表す方法について次に述べる。なお、 0
8
は対称化された積

( 5Qrn昨 )s=t(か許+許か)である。二つの演算子が可換な場合は、
(か砂)s = (昨許)である。今、位置演算子と運動量演算子のそれぞれに対応する
揺らぎの演算子の 2次のキュムラントは、

(3.24) λ2，0 = 1L2，0ー μi，o=(sQ2)?

入口 =μ0，2-1L6，2 = ¥ 5p2) ， (3.25) 

業2高次のキュムラントを全て無担する近似を用いたことになる。

串3等錨な理論には、例えば以下のものが挙げられる [66-70]c3次以上む高次のキュムラントをま5らわに扱つ

た場合のこれらの理論との対恋関係についての研究を進めている。
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また、両者の対称化された積は、

九1=μ1，1-/-l1，0μ0，1 = ((0似 )8)'

となる。

(3.26) 

である。以降、式 (3.22)以前のんを入2，0で置き換える。以上により 2次のキュムラント

までをあらわに取り扱った場合の全エネルギーの表式は、

(3.27) ι=(2〉2=5+主ihほP(ミ埠)vω
であり、右辺の第3項、

17 (q，A2，0) = (V (Q))2 = 切 C~場)V (q) (3.28) 

を2次の (2nd-order)Quantal PO七entialとする。なお、入2，0=入0，2= 0の時、すなわち揺

ちぎが全くない状態を仮定すれば、式 (3.27)は古典力学と一致する。

キュムラントの時間発展

次に、演算子とその揺らぎの演算子の高次モーメントに関する時間発展の運動方程式を

キュムラシトを用いて表した式を記す。ある演算子Aのハイゼンベルクの運動方程式は既
に2章で述べたように、

3.2.3 

iA=-11A21. dr- n L--'--J ' (3.29) 

である。式 (3.29)中のト]は交換子である。演算子の期待値¥A)の時開発震は、

ま¥A) = -* ¥ [A， fI] ) ， (3.30) 

2次までのキユムラント(0)，(ρ) ，λ丸山川uをあちわに取り扱
これら 5つの変数に関して式 (3.30)を導出すると、

である。ここでも、

う変数とする。

ま(0)=まq=p，
ま(企め)=まp=一?ドい刊川与∞町1)川(仇，0)
まかλん札均2乞2，0刈0=一;ぷ判([0ωQσ2判判)=2入1，1， 
ま入0，2= -{  ¥ [民司)= ((料)(めが)s) =一h?ド(伊川2

古かか入ん1υ=-* ¥ [(均企)s，fI])=入0，2ー(00 V(1) ( Q ) ) =入0，2一入2，017(2)(仇 3心

(3.31 ) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 
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になる。 v(n)(q，入2，0)は2次の QuantalPO七entialである V(q，入2，0)のqに関する η 階微

分である。

このように、 QuantalCumula品 Dynamics(QCD)では、高次のモーメントではなく高次

のキュムラントをあらわに扱う変数とし、それぞれの変数に関する運動方程式を導出する。

特に、 2次のキュムラントまでで、打ち切った式 (3.27)の全エネルギーの表式と式 (3.31-3.35)

の運動方建式で時開発震によって表す方法を、 2nd-orderQCD (QCD2)とする e なお、

QCDはQHDと同様、古典極隈入2.0=入0.2= 0を取った場合に式 (3.27，3.31-3.35)が古

典力学と一致するため、理論体系としての一貫性を持っていると言える。

3.2.4 QCDの利点:全エネルギーの保存と高次キュムラントの導出

QCDの利点の一つ自に、全エネルギーの厳密な保存があげられる。これは、古典力学で

は満たされるが、前章の QHDのようなこれまでに提案された多くの半古典動力学理論では

達成されないため、 QCDの大きな利点であるといえる。例として、 QCD2の全エネルギー

の表式 (3.27)を時間に関して微分すると、

d_ ld <) ld. d~ 
-E2=--f+一一入0，2+;， V (q，入2，0)， dt-':' 2 dtI' • 2 dt--v，.:. . dt 

である。右辺の第 1項は、

(3.36) 

1 d _2 1 dp2 dp 
EEP=217E=-pV(1)(q?入2，0)， 

であり、第2項は式 (3.34)で既に求めている。最後に第3項は、

(3.37) 

dV (q，入2，0)d入2，0 I dV(q，入2，0)dq 
-V(q?入2，0)= 一一ー+dt' ¥:ti' ''''，v/ d入2.0 dt dq dt 

=iv(2)(q7入2，0)坐2÷V{l〉(q?λ2，0)生dt ¥ '1' "，4，VI dt' 

となる。式 (3.28)を入2，0で微分すれば、右辺第 1項は第 l式から第2式になる。式 (3.33)

と式 (3.35)より、式 (3.37)と式 (3.38)右辺第2項、式 (3.34)と式 (3.38)右辺第l項が打

ち消しあう。以上の結果、 QCD2がいかなる時間においても理論的に全エネルギーを課存

することが分かる。

QCDの2つBの利点に、高次のキュムラントを取り扱うことでより厳密に量子効果を取

り扱いたい際の、式の導出の語硬さがあげられる。例えば、 QCD2を越えて3次のキュムラ

ントまであらわに扱う時、全エネルギーの表式は、

j.;¥ p2 入0.2. ~λ? の δ2 入3 ，0δ3\
E3 =門 3=T7+明〔ヲ」否q2十τ否q3) V (q) ， (3.39) 

であり、式 (3.27)との違いは QuantalPotential部分に項が追加されていることだけで

ある。

(3.38) 
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3.2.5 QCD2を用いたシミュレーションの初期条件

次鯖の結果を求める擦の QCD2を用いたシミュレーションの初期条件についてここで記

す。ハイゼンベルクの不確定性原理とエネルギーの変分原理から、 QCD2の 5変数の初期

条件は、

q (0) = qo (minE2 (qo， Po，λ2，0 (0) )入0，2(0)))，

P (0) = po (minE2 (qO，PO，λ2，0 (0) ，入0，2(0))ト

入2，0= nη? 
入0，2=何?

入1.1= 0， 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

と定める事が出来る。式 (3.40)，式 (3.41)はエネルギーが最小な状態、での位置と速度が初

期条件となることを示す。式 (3.42)と式 (3.43)が不確定性原理によって定められる初期

条件でるり、最小不確定性関係を仮定して従=1/4となるようにパラメーターを定め

た [69，70]0

3.3 Quantal Potentialの導出

この節では、匂CDの式に現れる QuantalPotential、

(v (¥|んpjiV(o))=叫 ETulv(q)i
も いこ1

. ~. -';1 J I q= ( Q) 

を実際に導出するための方法について説明する。なお、これまで再議 2次の Quantal

Potential、
/ _ _ f ~\\ f入門 n δ2 1 _ _ ， ， I 

V(q，入2，0)= (V { Q} ) _ = exp IニとーすIV (q)1 ¥¥//2l  2Uy j iq=(Q) 

で議論する。ここでは、 (1)Potentialの打ち切り (2)解析的な微分項の総和 (3)畳み込み

積分を使う方法の 3つの方法をあげる。 (1)の方法は前章の QHD+ n悶R-QFFでも利用
した近似表現であることが次の節で明ちかになる。 (2)と(3)は厳密な方法である。

3.3.1 PotentiaJの打ち切り

多くの場合、ポテンシャルエネルギー項はテイラー震関して多項式で表すことができる。

その時、ある次数までの項で展開を打ち切ったものが、ポテンシャルの表現として十分で

ある例が経験的に知られている。伊jえば基準振動解析では、平衡構造近傍でのテイラー展

oo 
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関を打ち切ったポテンシャルの表現が、厳密なポテンシャルを非常によく再現する。前章

の QHD+η討R-QFFがよい結果を示すのほ、この前提のためであることは既に述べたe

QCD2にもポテンシャルのテイラー展開の 4次近似である QuarticForce Field (QFF) 

表現、

向FF(Q)=ど(ア)(Q一色)¥ (3.45) 

を適用できる。式 (3.45)で qo= 0であればP詑 zhdoが提唱したFixedFrameでの QHD、

qo = ¥ Q)であればポテンシャルを常にその時点の位置の期待値を中心にテイラー展開する
Moving Frameでの QHDとなる [49]。前章の QHD+ηMR-QFFでは上述の基準振動を

考える擦のポテンシャルの特徴から、 FixedFrameを採用した。 QFFをポテンシャル項と

するハミルトニアンについて、 2次の QuantalPotentialを導出すると、全エネルギーは、

ErFFFF=44+主当￥:;宇:乏三+陀N叫仙十主守￥?苧旦ψ払F〆山刈(匂ω附qψ)H+2学;全旦噌F(qι σ 
となる。 VbU2FはL匂匂F、Fの n階微分である。式 (3.46)は、式 (3.22)の切を震関した
上で、 QFFが 4次の項までしかないため 5次以上の微分は Oになることから求まる。式

(3.31 )-(3.35)の時開発展の運動方程式のうち、右辺に QuantalPotentialを含む3変数につ

いては、

tp=ーが1)(山)=一品(q)-22立場F(q)， 

i入0，2=-2入1，1V(2) (q，入2，0)
dt 

=一一2AL1λAL1口1[同ψF船主当与与i2す£叩主ゆ品F(刊qωイ)]
立入1，1=入0，2一入2，0V(2) (q，入2，0)
dt 

= AO，2一川V42F(q)+主i叩 F(q)] ， 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

となる。ここで、仲 =0凡2fOとすれば、これらの式は前章の QHD十州R-QFF
と完全に一致する。すなわち、 QCDはQHDを拡張した理論体系であることが分かる。

この Potentialを打ち切る方法では、一般に全エネルギーは保存しない。 MovingFrame 

で、奇数次項でポテンシャルを打ち切った場合のみ全エネルギーが保存する事を QHDに関

して Prezhdoらが既に示しており [49]、QCDについても同様である。しかし、全エネル

ギーの保存が常に達成されるわけではないが、ポテンシヤjルLを途中で打ち切る方法は簡便で

あり、また O∞n岳1-ト.-t也he-fly方式の重動主力学法で利用する可能柱があるため、ここに記した。
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3.3.2 解析的な微分項の総和

次に、ポテンシャルの打ち切りと違い、全エネルギーが常に保存するという 3.2.4箆で

示した QCDの利点を活用できる QuantalPO七entialの導出法について考える。ここでは、

Quantal Potential中の expを展開した際、脊限次で打ち切ることなく、無限次までの総和

を取ることを考える。

様々な動力学計算で用いられる解析的なポテンシャル関数に Morseポテンシャルが挙げ

られる。 Morseポテンシャんは、

VMorse (q) = De (ε-2αq - 2e一切)， (3.50) 

という関数で表され、 Deとαはパラメーターである。この関数の n階微分の一般形は、

vA;2rse (q) = De [(-2α)n e-2αq -2 (一α)ne-αq] ， (3.51) 

入

e
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てつよるあで

主主(約九一α)2n=主主("，2 AiO r =e，，2 ̂' 
であるかち、式 (3.50)を式 (3.22)に代入し、 expを展開した後、その無限次までの総和を

取った、

V九M…(仇，0心)=Deベ斗[トe円一
がMorseポテンシヤjルレの場合の 2次の Qua品工

分可能な関数形でで、与えられれば、 QCDに現れる rQuantalPO七entialの微分j、

?棺必何巾e

?可弘埼m悦i42訟&:;2乙2せ乙;LふムμT付巾ιs“εバ(句仇，AλA2，0)ω)= De [4的一咋山 o_ 2a2e一叫んぺ 7
(3.53) 

(3.54) 

も容易に求まる。当然、 Morse関数を QFFのように Potentialの打ち切りで表現し、

Quantal Potentialを求めることもできる。二つの方法の計算精度の比較は次節 3.4で説明

する。

3.3.3 豊み込み積分を震う方法

最後に三つ自の畳み込み積分を喪う方誌について述べる。この方法は、 exp型の関数の

フーリエ変換を利用する。フーリヱ変換を用いる事で、式 (3.22)のexpを展開して訂ち切

-400-
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ることや、無限次までの総和を取ることなく計算を実行できる。ここでは、原点を中心とす

るGauss聖のポテンシャル、

1七ω ssian(q) = exp (-βq2) ， (3.55) 

を例にとって説明する。この Gauss型の関数のフーリエ変換は、

陀 ωs…(k)= .j:叫(-土k2) V s ---r ¥ 4β/  (3.56) 

と波数 kの空間で表される。よって、式 (3.22)にこれを代入すると、 Gauss型の関数の 2

次の Qua忍I七alPotentialは、

_ r∞ dk 一品q"'''''T'> ( 入2，0~2 ¥ 
ね倒的側(q7ho)-j -e  expi--dihωsian (k) ， 

./-∞ 27r 
- .. 

¥ 2 J 

となる。式 (3.57)の右辺を積分すると、

(3.57) 

/ 1 (βq2¥  
vふ ssian(q，入羽=~ / A 0 ¥ 

-

I .， exp卜 ) ， (3.58) 
V 4sλ2.0 + 1¥4β入2.0十 1)

となって、元の qと2次のキュムラント入2.0の関数として、近叡なく QuantalPotential 

を求める事ができる。なお、ここでも入2，0= 0であれば、古典的な Potentialの表式 (3.55)

と一致する。求められた式 (3.58)で表わされる QuantalPotentialが微分容易な関数聖に

なっているので、 QCD2の時開発展の運動方程式への適用は前節 3.3.2のように可能であ

る。 Morseポテンシャルに関しても同様に畳み込み積分を使う方法を利用すると、式 (3.52)

と全く詞じ結果を得る。これら振る舞いのよい exp型の関数であれば、二つの方法は一致

する。

次に、 exp型の関数とは異なり、振る舞いがあまりよくない関数についても議論する。ここ

でいう f振る舞いが悪しりとは、 fフーリエ逆変換が微分可能な関数型になちないjという意味

である。ここでは例として、量子化学・分子力学で常に用いられるクーロン聖のポテンシャル

VCoulornb (q) =一命と往置qの逆関数のポテンシャ)yVlnverse (q) = ~を用いる。これら

のポテンシャんは原点q=Oに特異点を持つ。特に、後者のボテンシャ)yVlnversε(q)は正方

向と負方向から原点に近づく場合、加々の極痕 Vlnverse(0+) = +∞?巧nverse(0_) 一∞

を持つ。これらのポテンシャルで古典動力学計算を行った場合、原点は通過できない領域と

なる (ClassicallyForbidden Regio吋。

l次元のクーロン型のポテンシャル VCo包lornb(q)のフーリヱ変換は、

2(/十logIkl) 
Vcωimzb(k)= 「

¥1乙1r
(3.59) 

であり、 2次の QuantalPotentialをこれまで同様求めると、

?ω 
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となる。 γはオイラー数、 F(a，なのは、

ぶ ιr(αi+η)r (bJ♂ 
F (a， b; c) =)  ):::， ~~\ ~.;~ -，\~:~ ~_， 

ム...JL.-i r (α..) r (b.. + n)π! 

で表される一般超幾何関数で、 a，bは m 次元ベクトル、 r(i)はガンマ関数である。一方、
位置qの逆関数のポテンシャル巧nverse(q)のフーリエ変換は、

(3.61) 

巧meme(k)=id叫)) 

であり、 2次の QuantalPotentialは、

恥川

(3.62) 

と求まる。ここで、 erfc(x)は誤差関数の補数、

erfc (x) = 100 e-t' dt = 1 -erf糾 (3.64) 

である。

以上の様に、これらの関数型のポテンシャルであっても理論的には 2次の Quantal

Pote国ialは特殊関数を用いて表現できる。しかし実擦の数笹計算では、 VCoulO7nb(りでは

一般超幾何関数、 Iうnverse(q)では誤差関数に精度によって、全体の精度が決まる事にな

る。ここに現れる特殊関数は、核-電子間引力や電子-電子関反発を表す積分で使われるた

め、理論・量子化学者にとって駒染み深い。需子状態、理論で求められる数誼計算の精度は約

10-10であり、実擦にそれが達成されている。この事から、 QCDに関しても同様に数値計

算での誤差はあるとはいえ、非常に高精度で計算を行うことが可能であるといえる。

函 3に Morse、クーロン、位置 qの逆関数の 3つのポテンシャルから導出した 2次

の QuantalPotentialを圏示した。国 3(a)から Morse型のポテンシャルで、は、 Quantal

Potentialは入2.0が大きくなるに連れて浅くなり、極小笹が正方向に移動することが分かる。

密3(b)より、クーロン型のポテンシャルは、適度なん，0で忘ればQuantalPotentialが 2

極小になる。そして入2，0が十分に大きい(入2，0三6.6)のであれば、出がなだらかになり、

二つの極小が 1つとなる。一方、入2.0が減少するにつれてピークが鋭くなり、原点の極近傍

以外は元のポテンシャルと QuantalPotentialが近くなる。特異点を持つため振る舞いの悪

い関数であったクーロン型のポテンシャんが、導出されたクーロン型の QuantalPotential 

で入2.0> 0であれば、特異点が無くなっている、もしくは特異点を避けられることは重要

っ“
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である。逆に、入2，0= 0で QuantalPotentialが元のポテンシャルと一致する時、原点近傍

のピークは消滅し、特異点が存在している。国 3(c)より、位量 qの逆関数型のポテンシャ

ルの QuantalPotentialでλ2，0> 0の持、原点q=Oで特異点であった元のポテンシャル

V (q)が、 QuantumPotentialでは1うnverse(0，入2，0)= 0となって必ず特異点が避けられる

という興味深い結果を示した。他の二つの場合と同様、 λ2，0= 0の時は元のポテンシャルと

一致し、特異点が存在する事になる。

以上の結果をまとめる。これらの様な諸分野で頻繁に用いられるポテンシャルを QFFで

近似することは、 QHD+ηMR田QFFで行ったように極小点近傍に眠れば十分に正確であ

るが、極小点から離れた領域や特異点近傍のポテンシャルに関しては正確に表すことが出来

ない。またむHDではモーメントの分解を行ってしまうため、一般に正確なポテンシャルを

取り扱うことは困難であった〈少なくとも現在までによい方法は提案されていない〉。この

問題を、 QCDとここに示した数学的手法は解決した。 QCDはより一般的な理論体系でる

るといえる。

3.4 数値計算椀

ここでは、前第 3.3で紹介した QuantalPotentialの導出方法のうち、 Potentialを打ち

切る方法の精度を評価する。そのために、解析的な微分項の総和を取る方法と比較して議論

する。元のポテンシャルは式 (3.50)のMorse型のポテンシャルとし、そのパラメーターは

α=  0.1， De = 1.0とした。数値計算は時間関扇0.05で4次の Runge-K utta法を用いた。

シミュレーションの初期値は q，払入1，1= 0，λ2，0 = 3.33885，入0，2=λ2，0/4とした。

この初期条件での Morse型ポテンシャルのエネルギーを正確に求めると EExact= 

-0.930539であった。 2次の QuantalPote国ialを解析的な徴分項の総和で求めると E2= 

-0.927174、QFFによつて4次で、ポテンシヤjルレを打ち切つた場合はFixedFra忍z立meとMoving

Fra旨路ame(Fixed F問 neとMoving F託旨ぬ防加悶a担組，之忍I立悶I

一0.927223でで、あつた。時開発展に伴う全エネルギーの誤差は次の式、

error = log (I~ (t) _ E;veragel) (3.65) 

で評価し図4にプロットした。 E;悦 rageは10，000ステップの平均値のエネルギーである。

QFFによるポテンシャルの打ち切りを用いた場合、 FixedFrameでは 10-12-以下の誤

差であったが、 MovingFrameでは 10-3程度と非常に大きな誤差を持ってしまった。本

来 MovingFrameは位置のモーメントを中心に逐次 QFF展開を行う方法であり、 Fixed

Frameに比べて PESの表現は正確である。しかし、エネルギーにとても大きな誤差が出

てしまう。これは Prezhdoらが QHDで示したように、 MovingFrameでは偶数次(この

場合4次〉の打ち切りでは全エネルギーが保存しない式になっているためである。 Moving

Frameであっても、 Taylor畏関の 5次までで打ち切りを行えば、 FixedFrameと関様に小

令
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函 3: 2次の QuantalPotential。元になっているポテンシャルは (a)Morse型

(α = De = 1) (b)クーロン型 (c)位置の逆関数。それぞれの破線は、入2，0= 2(赤〉、

入2，0= 1(緑)、入2，0ニ 0.05(膏)、入2，0= 0.01(紫)の時を示す。黒い実隷は入2，0 0 
(古典極限なので元のポテンシャルの形)の持を示す。
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戸__.-4?

21( 
毛:::;
2P寸4J
」・1ぷ

2000 4000 6000 8000 10000 

Time Step (t) 

図 4: 時開発展に伴う全エネルギーの誤差 error log (IE2 (t) -E;verage!)。
E;何 rageは 10000ステッフの平均の全エネルギー。 1)解析的微分項の総和(黒)
2) Fixed FrameでのQFFによるポテンシャルの打ち切り(青)3) Moving Frameで
のQFFによるポテンシャルの打ち切り(赤)4) Moving Frameでのポテンシャんの5
次項で打ち切った場合。 2)とめはほぼ一致しているため、図で重なっている。 3)以

外の方法であれば、十分な精震でシミュレーションが実行できることが分かる。

さな誤差となる。解析的な微分項の総和を取る方法は、以上のPotentialを打ち切る方法の

いずれよりも精度の高い計算が可能である。

以降は、 FixedFrameでの QFFによるポテンシャルを打ち切る方法と解析的な微分項

の総和をとる方法を比較する。図 5にはシミュレーションの軌跡を位桔空間にそれぞれプ

ロットした。 (q，p)= (1，0)で二つの軌跡が一致していないことが分かる。これはMorse型

関数の漸近領域での強い非調和性を、極小点罵りのQFFでは十分に記述できないために起

こる。一方、 (q，p) = (0，0)で法二つの軌跡はほぼ一致している。極小点近傍のみのシミュ

レーションであれば薦章の QHD+ nMR-QFFのようにFixedFrameのQFFで十分であ

ることがここでも示された。

図§は設置と運動量の時間発展の軌跡を、それぞれの方法について図示したものである。

シミュレーションの初期は二つの軌跡のずれは小さいが、 2000ステッフ程度以降からはず

れが自立ってくる。 10000ステッフが経過した時点では、二つの方法で得られた軌跨は 1/4

周期程ずれてしまう。 QHD+ηMR-QFFやポテンシャルの打ち切りの方法を用いてQCD

のシミュレーションを行う場合、このようなまの浅く非調和性がQFFでは十分に表せない

ようなポテンシャルを扱う際、十分な注意が必要である。解析的な微分項の総和の方法はこ

のような開題がないため、利用できる場合には非常に強力な手法になる。
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-0.06-0.04・0.02 0.02 0.04 0.06 
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密 5:位置と運動量を位指空間にプロットした。解析的な徴分項の総和(黒)と Fixed

Frameでの QFFによるポテンシャルの打ち切り(赤)0Morse型ポテンシャルのパラ

メーターはムt= 0.05，α= 0.1， De = 1.0。原点 (q，p)= (0，0)では二つの軌跡はほ
ぼ一致しているが、 (q，p)= (1，めでは両者の差が大きくなっている。

3.5 量子揺らぎの効果を考慮したポテンシャルエネルギー曲面の概念

最後に、揺らぎの演算子の 2次のキュムラント入2.0，入0.2、そして QuantalPotentialに

対する解釈をまとめる。ここでは例として 2次のキュムラントまでをあらわに取り扱う変数

とする QCD2を用い、 1次元の解析的な4次ポテンシャル (DoubleWell Potential)、

vDW  (q) =ーαq2十bq4， (3.66) 

について考える。 ιbはいず、れもポテンシャルの形状を決定するパラメーターである。乙の

Double Well Potentialの位置微分は、

V(l) (q) = -2αq+ 4bq3， 

V(2) (q) = -2α+ 12bi， 

V(3) (q) = 24bq， 

V(4) (q) = 12b， 

v(n) (q) = 0 (nミ5)， (3.67) 

である。このポテンシャルの 2次の QuantalPotentialを3.3.1蔀と同様に求めると、

vrzキT(q，入2，0)=-αq2 + bq4十入2，0(-α+ 6bq2) + 3入~，ob ， (3.68) 

となる。 2次の QuantalPotentialは式 (3.68)から明らかなように、 qと2次のキュムラン

ト入2.0の関数になっている。
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図6:(a)運動量 (b)位量の時開発展をプロットした。解析的な微分項の総和(黒〉と

Fixed Frameでの QFFによるポテンシャルの打ち切り(赤)"Morse型ポテンシャル

のパラメーターはムt= 0.05， a = 0.1， De = 1.0。それぞれの軌跡は 2000ステップ
程度までは一致しているが、 10000ステップでは大きなずれが見られる。

ここで 2次の匂ua組叫山叫a成臨邸t防句a幻，

まで扱つてきたとおり、栓置演算子に関する期待{重である。量子的な性質を持った粒子が存

在すると期待される点であり、古典的な描写での粒子の位置と対応する。一方、 2次のキュ

ムラント入2，0については、キュムラント表記を以下のように、

入2，0μm-d，o=(sQ2)? (3.69) 

とモーメント表記に戻すと、 2次のキュムラントは位置演算子に関する揺らぎの演算子の 2

乗の期待値、

入2，0= (OQ2) = ( ( Q2 _ ( Q ) 2) ) ， (3.70) 

であったことに気付く。つまり QCD2では、常に位置演算子に関する揺らぎの演算子の 2

乗の期待債の時間発展が求まっていることになる。
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0.4 

1 

図7:Quantal Potential Energy Surfaceo Double羽lellPO加工式ialに関して、 QCD2
の表式中の QuantalPotentialを、変数で島る qと2次のキュムラント入2，0を軸に
取って函示した。パラメーターの数檀はα= 1.0，b = 0.7とした。

そこで、 qと2次のキュムラント入2，0の 2次元を轄とした V;DW(q，入2，0)表面(ここで
はQuantalPotential Energy Surfaceと呼ぶ事にする〉を図示した3次元図が図7である。

手前傍の切片は QCD2の表式で入2，0= 0とした場合、すなわち古典極援であり、式 (3.66)

で表わされる元の 1次元ポテンシャルエネルギー曲面と開じになっている。

入2，0>0になると、 q=Oにある障壁がだんだん小さくなっていくのが図から分かる。そ

こで、この QuantalPotential Energy S凶 ce上で位童qに関してたDW(q， A2，0)が最小

となる点(位童 qに関する最小エネルギー経路)を図示したのが国8である。図から分かる

ように、最小エネルギー経路は障壁の近傍で古典の経路からずれる。よって、 QCD2に表れ

る揺らぎの演算子の 2乗の期待値は、古典力学の範憶を超えた量子力学的な自由度を与えて

いると考えることができる。

図8では設置に関する最小エネルギー経路が、 q=Oの障壁の近傍を除いてお0=0に

なっている。 QCD2の時間発展の運動方程式〈式 (3.31-3.35)参照〉によると λ2，0は慣性を

持つため、菌 8の最小エネルギーの経路を辿る動力学計算を行った場合、入2.0が負の僅を

持ってしまうように見える。しかしながら、揺らぎの演算子の二乗に関する期待鐘である

入2，0= ¥例は、負の僅を取り得ない。函 8では、ハミルトニアン中の運動エネルギー項

に由来する量子揺らぎの効果が取り入れられていない表面で、位置に関する最小エネルギー

の点を繋いでいるため、このような不整合が起こる。

そこで、 3.2.5箆でシミュレーションの初期条件を定めるために用いた最小不確定住関係

から、 QuantalPotentialに対する運動エネルギーによる量子構正を加えることを考える。

最小不確定性関係を満たす状態 (SqueezedCoherent状態と呼ばれる〉は、パラメーター
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ηイが、

η~ = 1/毛 (3.71) 

を満たす状態である。式 (3.42)と式 (3.43)から最小不確定笠関係を満たす状態では

入2，0，λ0，2について、

が満たされる。よって、

入2，0入0，2 がηご=た2/4，

λ li
2 

0.2ー
4入2，03

(3.72) 

(3.73) 

であるので、式 (3.9)のハミルトニアン中の運動エネルギー項に由来する量子揺らぎの効果

をQuantalPote政ialに対する運動エネルギーによる量子補正として取り扱うことができ

る。最接的に、
入0，2 た2

2 8入230?
(3.74) 

を2次の QuantalPotentialであるち (q，入2，0)に加えた、

~_ ， ，Ao ? _-_， li2 

九KG(q，λ2，0)三九(q，入2，o)+」乏=九 (q入2，0)十一ーヲ (3.75) 2 ."" ¥'1' """，u/ I 8入2.0

をDoubleWell Potentialに関して、入2，0= 0.025の断面で図示したのが密 9である。式

(3.7めから明らかなように、運動エネルギー項に由来する補正項は、入2，0= 0で発散する。

よって、式 (3.75)または図§では、動力学計算を行った際もお Oが負になることはないこ

とが明らかである。また、最小エネルギーの経蕗は靖らかに繋がっている。そのため、位置

演算子に関する揺らぎの演算子の 2乗の期待鑑入2.0が大きい粒子、例えば質量の小さい*4水

素原子核などでは、古典経路を迂呂するような図9中の最小エネルギー経路を通ることがで

きる。とのように、粒子がトンネル現象で古典的には通過できない障壁を遥過できることを

説明できる。 QCD2であらわに取り扱う位置演算子の揺らぎの演算子の 2乗の期待{直入2.0

とQuantalPotentialを用いて量子力学的な富由度の概念を含んだポテンシャルエネルギー

曲面を構成する事で、核の運動に伴う量子効果に関する知見を得る事ができる。

4 結論と今後の展望

本研究では、今後ますます理論・実験化学者の研究手法のーっとして活用されると考えら

れる動力学法を研究対象とした。動力学法を構成する様々な要素のうち、核の運動の取り扱

う動力学理論とポテンシャルエネルギー曲面の表現に着目して研究を行った。特に、現在主

村これまでは、粒子の質量m=1として、式の導出と議論をしてきた。粒子の質量を考嘉するとき、運動エ

ネルギ一政由来する補正臨場=£みである。 m カ宮小さい時に、 λ"が大きくなることが明ら

かである。
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位霊に関する
MAo最少エネルギーの経蕗

世1).

主

図8:図中の点は、図7のQuanもalPotenもialEnergy Surface上の位置qに関する最

小エネルギー経路。位置に関する量子力学的な揺らぎの効果を表すん Oの自由度があ

る場合、古典経路を迂回するような抵い捧壁の経路が存在する。この経路は、粒子がト

ンネル現象を起こす際のトンネ)J，-経路に相当する。

に用いられている古典動力学理論では表すことのできない核の運動に伴う量子効果を表すた

めに、半古典動力学理論の研究を行った。

日 λ2;0

(h.4 

主 q
運動エネルギーによる量子議正を含めた擦の
位置に顎する霊長少エネルギーの経蕗

図9:国7の QuanもalPotential Energy Surfaceに運動エネルギーによる量子議互を

加えた表面を図示した。図中の点は、この表面上での位置 qに関する最小エネルギー

経路を示している。なお図7，8とは異なり、断面は入2，0ニ 0.025である。
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半古輿動力学理論の分子内振動計算への適用

本研究では、分子内振動の解析のために、半古典動力学理論を用いることによる利点に

ついて研究した。まず、 Prezhdoらによって開発された QuantizedHami1ton Dynarnics 

(QHD)とnモード関のカッフリングを敦り入れた QuarticFo玄ceField (nMR-QFF)を組

み合わせた QHD+ nMR-QFFを提案した。フログラムを作成して実擦に数誼計算を行い、
提案した半古典動力学理論を分子内振動の解析に利用する手法の利点を、古典動力学・量子

動力学と比較して示した [48]。

以下、開発した QHD+ nMR-QFFの利点をまとめる。
(1)量子動力学計算と同様の軌跡を得ることが出来る。

(2)軌跡から基準振動の解析した結果、高精震な静的な方法に近い結果を得られることがわ

かった。

(3)動力学計算を行っているため、軌跡、を解析する事で更に多くの動的な情報が得られる。

(4)許算コストが古典動力学の数語程度であり、大規模系でも実行可能である。

QFFは分子内振動を取り扱う擦に重要な平衡構造近傍のポテンシャルエネルギー畠富を精

度よく表す近似表現であり、解析的なポテンシャル関数では表すことが困難なモード賠の

カップリングも取り扱うことができる。更に QHDの理論形式に大変適していた。 QHD+ 
nMR-QFFを実在の分子系に適用した数値計算傍によって、この方法が精度を保ち、大福

に許算コストを出減できる有効な方法である事を示した。よりよい精度でシミュレーション

を実行するには、高次のモーメントをあらわに取り扱うことで動力学理論の精度を向上さ

せることと、 QFFを更に発展させたポテンシャル曲面 [71]を用いることが考えられる。な

お、 nMR-QFFはGamess[44]や Gaussian[45]といった汎用の分子軌道法プログラムパッ

ケージによって求める事ができる。

新しい半古典動力学理論 CQCD)の開発

本研究では、新しい半古典動力学理論として QuantalCumulant Dynamics (QCD)を開

発、提唱した。 QCDはPrezhdoらによって開発されて QHDの利点と欠点を踏まえ、それ

をより一般化した理論である。 QCDの導出では、 ShiftOperatorとキュムラント展開を活

用した。 ShiftOperatorは、位置演算子に故存するポテンシャル項を、 exp関数のモーメン

トと古典的なポテンシャル項の積に変換する作用を持つ。これによってモーメントはポテン

シャルの形状に依存しなくなる。この変換したモーメントに対してキュムラント展開を行

い、キュムラントを基にしたハミルトニアンやキュムラントの時間発展の運動方程式を導い

た。この二つの操作によって、

1-
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(A)ポテンシャルの高次項の打ち切りが必要なく、無限次までの効果を取り込める

(B)特異点を持つポテンシャルにも適用可能な理論となった

(C)量子力学的な効果を取り込んだ新しいポテンシャルエネルギー曲面の概念を提案できる

(D)モーメント表現に比べて項数が減る。高次のキュムラントに関する導出も容易

等の利点をもっ理論となった。本研究では2次のキュムラントまでをあらわに扱ったむCD2

について更に深く考察した。

QCD2のハミルトニアンや時開発展の運動方程式には、 2次の QuantalPotentialと名付

けた項が表れる。この項を実擦に導出するために、

(1)ポテンシャルの打ち切り

(2)解析的微分項の総和

(3)豊み込み積分を使う

の3つの方法を提案した。 (1)のポテンシャルの打ち切りを QCD2で用いると、 2次までの

モーメントをあらわに扱った QHD(QHD2)と同等である事が分かつた。 4次ポテンシャル

での打ち切りを行えば、第2章の Q豆D2十 nMR-QFFと一致する。同じ式に追りつくが、

上の (D)のため、 QCD2での導出の方が容易である。 (2)と (3)の方法では、ポテンシャ

ルを打ち切ることなく無援次までの効果を扱える。 (2)はMorse型ポテンシャルに、 (3)は

Morse型、クーロン型、位置 qの逆数のポテンシャルに実際に適用し、 QuantalPotential 

を求めることができることを示した。動力学法で頻繁に用いられるこれちのポテンシャル

を、打ち切ることなく正確に扱えるのはQCDの大きな利点である。 QHDと同等である (1)

と(2)，(3)の精度を全エネルギーの保存で確認したところ、 (2)，(3)の方法がよちよい精度

を与える事がわかった。また、両者の描く軌跨についても確認したところ、長時間のシミュ

レーションや平衡構造から遠く離れた領域の記述では、 (1)は誤差が大きくなるため、 (2)，

(3)の方法を用いることが好ましいことも示した。

最後に、 2次の QuantalPotentialを位置演算子の期待檀qと位量漢算子に関する揺らぎ

の演算子の 2乗の期待植である 2次のキュムラント入2，0を軸にとって措いた表面 Quantal

Potential Energy Surfaceについて考察した。更に 2次の QuantalPotentialに、最小不薙

定性関孫を満たす状態の条件を元に運動エネルギー項に由来する量子檎正を行った。この補

正された 2次の QuantalPotential表面での最小エネルギー経路は古典経路とは異なり、古

典経路を迂田していた。よって、 QCD2では入2.0が量子力学的な揺らぎの岳由度を可り、

量子的な粒子のトンネル現象を記述することができていることが分かった。このように、核

の運動に伴う量子効果に関する知見を得る事ができることも QCD2の利点である。
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今後の展望

本研究によって、核の運動に伴う量子効果を含んだ動力学計算を行うために必要な動力学

理論を構築する事が出来た。また、ポテンシャルエネルギー曲面の適切な取り扱いの重要性

を、分子内振動現象の解析をー併に示した。 QHDまたは QCDによって、分子内振動現象

の解析を精度よく効率的にシミュレーションができることも示した。今後は*5、高次 QCD

の導出とその理論的な研究、関連する理論との比較を進める。そして、既存の古典動力学計

算のための汎用プログラムに QCD、QFFなど本修士論文中の理論を組み込み、半古典動力

学理論の適用範屈と限界を探ると共に、興味深い大規模な分子系へ応用する事を呂指す。
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