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振動子の同期現象や感染症の拡大現象など、複雑ネットワーク上での多彩なダイナミクスが最

近注目を集めている [1]。例えば、スケールフリーネットワーク上では、振動子間の相互作用がど

れほど弱くても同期現象が起きるといったことが最近判明した [2，3]0これらの現象は、理論的の

みならず応用上も非常に興味深いものである。

こういった現象の研究において、シミュレーションを行うのは比較的簡単であるが、理論的に

解析するのは容易ではない。本講演では、ランダムネットワークとよばれるネットワークモデル

に対して、経路積分法を用いてネットワーク上のダイナミクスを研究しようという試みを紹介

する。 [4]

1 経路積分とは何か

経路積分の考え方自体は、非常に単純である [5]0まず、時刻 t=oに状態 ZニXiにある系を

考えよう。この系が時刻tニTに状態、 ZニXfを取る確率 P(♂二 Xf;tニT)を知りたい。これを

求めるのに、経路積分では以下のような手続きを踏む。

1.時間TをT= M.d.tと細かい時間幅.d.tに分割する。

2.各時間 tニムt，2ムt，.・" (M -1)ムt，Mムt=Tでの系の状態がX(ムt)=引かつx(2.d.t)♂2

かつ…かつ x((M-1)ムt)= XM-lかつ x(M.d.t)= xfである確率分布を求める。

3.上で求めた確率を全ての経路町，X2，.・'，XMー1に対して足しあわせたものがP(♂=勾;t= 
T)である

このようにして P(X，t)を求めるのが経路積分である。

経路積分は、その名の通り、経路を完全に指定して、その経路を通る確率を計算する。それゆ

えに、この手法は、非マルコフ的確率過程にもそのまま使えるというメリットがある。確率分布

P(X， t)を記述するもっともスタンダードな方法は、偏微分方程式である Focker-P lanck方程式を

用いることであるが、通常の Focker-Planck方程式はマルコフ過程でしか使うことができない。

一方、経路積分で、の被積分関数は過去の全情報を持っているので、非マルコフ過程に対しても問題

なく適用可能である。

特に経路積分の応用上重要と思われるのは、ランダムネスのある系に対するアンサンプル平均

を知りたい場合である。例えば、欠陥が散在する格子や、スピングラスなどがその代表例として
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挙げられるだろう。こういった系は、見方を変えると、 ノイズにとても強い時間相闘があり、 ノ

イズが『クエンチ』されている系と見ることができる。こういったランダムネスを含んだ系のア

ンサンプル平均に対する議論にはFocker-P lanck方程式を用いることはできない。一方、経路積

分では(少なくとも形式的には)アンサンプル平均に対して確率分布 P(X，のを書き下すことが

できる。ランダムネスのある系の上での非線形ダイナミクスの研究は少ないが、例えばStillerと

Radonsは、 oscillatorglass の研究に経路積分を用いた計算を行っている [6]0

2 ランダムネットワーク上のダイナミクスの経路積分表現

まずはランダムネットワークということを一旦忘れて、以下のようなネットワーク上のダイナ

ミクスを考える。
N 

守=f(的)+玉川(Xi，Xj) + c(t) (1) 

とこでご(t)は分散σの白色Gaussノイズ、 tはノードの番号を表し、ネットワーク構造はadjacent
matrix αω によって記述され、ノード tとjが直接つながっていればαω=1、つながっていな

ければαω=0である。また N は全ノード数である。

この系に対して、時刻 tにおける (X1，X2，・・ .，XN)の確率分布 P(X;t)を考える。ここで X

(X1，X2，'・.，XN)である。時刻t=mムtに点 X ニ Xm にあったとすると、時刻tニ (m十1)ムtの

分布は点的=ぬ，m十ムt(f(Xi，7n)+どjα4d(zdm，zj，m))を中心に分散σJ亙Zのガウス分布にな
るから、 P(X;t)は以下のように与えられる。

山)=にH川」
「5{Z4kーねたー1ームtル )叫ん Xj，k-U)F] 

2σ2!lt 

こにHhh(t)~m-S1)
← X久σ2ムt

So=〉;z，ι -iXi，k(Xi，k -Xi，k-1 -!ltf(的，k-1))
ム.-1 2 

51 = -iLαi，jム玖則的，k-l，Xj，k-1) 
i，j，k 

(2) 

(3) 

(4) 

ここで t ニ Mムt であり、ムt は微小量である。また、式変形にあたっては関係式叫(-~:) = 

ヲにdxexp(一戸-伽)を用いた。
さて、ここでランダムネットワークのアンサンブルを考えることにする。ランダムネットワー

クとして一番簡単なモデルとして以下のようなものを考えよう。

『各 (i，j)に対してαω は確率pω で1、確率1-Pi・3で0.1
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計算を簡単にするために、ネットワークは有向グラフ(つまり αω とαj，iは異なっていても良

い)とする。無向グラフに拡張しようとすると多少計算は繁雑になるが、基本的なやりかたは同ー

である。

すると、 P(X;t)のさまざまなグラフに対する平均は、 αi，jについての平均はふにしか入って

いないので、アンサンプル平均は51の平均について考えれば良い。 αω は確率Pi，jで 1、1-pω

でOなのだから、容易に

伊川=にrrdXi，kdxi，k exp(一兆)(exp(-5d) (5) 

(exp( -51))二日[1-Pi，j十Pi，j叫 (i乞ム帆ω(的 ，k，Xμ))] (6) 
t，] k 

を得る。これがP(X;t)のアンサンプル平均の式であり、 .d.t→ 0の極限でこの積分を実行すれば

(P(X; t))が求められる。

ここで、 kについての和が指数関数の中に入っていることに注意が必要である。例えば仮に、

ネットワークの構造が時刻毎に変化していて、しかも時間相関が全くない、といった状況を(非現

実的だが)仮定してみると、ここの平均は

(exp( -5d) = rr [1 -Pi，j十川仰(伽ゑ，川向，k，Xj，k)] 
i，j，k 

(7) 

となって、時刻 kについての積を取る場所が変わる。この場合は実は計算は非常に簡単にな

る。というのはこの時には、ある関数Fがあって、 exp(-50)(( -51))がITkF(Xk， xk-dとい

う形で書けてしまうからである。この場合はFocker-Planck方程式を導出することができる。一

方、ネットワーク構造が回定されてしまっていると、このように書き表すことができないので、

Focker -Planck方程式にもっていくことができない。ここが『クエンチ』されたランダムネスの厄

介なところである。

3 P(x， t)を近似してみる

前の節で P(X，t)にたいする経路積分表示を得た。あとはこれを積分すれば、どんなf(x)や
g(X，ど)に対しても P(♂?のが求まるはずである。しかしながら、実際にはP(X，のを解析的に求

めることは、殆どの場合不可能である。そこであの手この手の近似法が必要になってくる。例えば

-相互作用項g(X，x')が小さいと仮定して摂動的に解く

.積分した後の形を適当に仮定する

などである。

このうち、前者の摂動展開による方法については、論文を見ていただくとして [4トここでは後

者の方法について簡単な例を示してみる。

P(X; t)の形として、もっとも自然な仮定の一つは、 P(X;t)がなんらかの値 X = xo(t)を中心

とした Gauss分布になる、というものだろう。 ここで、後の計算の便宜上、最後の XiMによる

ハU
ウ

i
p
h
u
 



「非線形振動子系の物理学:現代的問題とその解析J

積分をする前の、 P(XM，訟のを考えることにして、これが Gauss型の分布を持つと仮定する。

P(X; t) rv C exp[-( -XO(t))T A(t)(X -Xo(t)] (8) 

ここでX= (XI，X2'・・.，XN，X1，X2，'" ，Xl";)である。
さて、ここでxo(t)がどのような方程式で記述できるかを考えてみると、 P(X;t)はx= XO(t) 

でま=0となるはずである。前節で得られた P(X;t)の式を用いると

dP 
τ一一=iXiM P(X; t) ωば;i，λ4

(9) 

JL=(;)NMf H似たdXik{-σ2ム均，M-i(Xi，M -Xi，M-1ームtf(山一1))
Uルi.M ¥ハノ J-∞ 

-LPふjistg(的，M-1，Xj，M-l) exp[-i L X九kg(Xiμμ)]}
x exp(-SO)(eXp(-S1)) 、‘，，

J

A
リーIJ''‘、

という式が得られる。式(9)からXo(t)においては孟=0が分かる。式(10)の評価は一般には難
しいが、 P(X;t)の分散が小さいと仮定すると、この式に現れる Xi，kはお(kst)での値、すなわ

ちOと近似して良いだろうから、 Xo(t)の満たす方程式として、

Xi，M -Xi，Mー1-st!(ぬ，M-1)-乞P4，jtム似ぬ，M-I，Xj，Mー1)= 0 (11) 

を得る。これは微分方程式

害=f(的)十LPi，j仇 (12) 

を離散化した方程式に他ならない。

ということで、 xの時間変化を近似する方程式として、式 (12)というランダムネスを含まない

方程式を得られる。

さて次は分散にあたる A(t)を…というところだが、これをやろうとすると一気に問題が難し

くなる。というのは、今の議論では P(X;t)は分散が小さくふ関数で近似できる仮定したので、

X(t)の長時間相関を考えなくてもよかったのだが、分散を考えようとすると、 X(t)の長時間相関

を真面目に考える必要があるからである。 A(t)の計算は今後の課題とさせていただきたい。

4 結語

以上、ランダムネットワーク上のダイナミクスに対する経路積分による解析の一例を示した。

残念ながら、具体的な問題に対する解析は紙数と私の能力の都合でできなかったが、経路積分をど

のようにランダムネットワークに適用するかは分かっていただけたかと思う。要は式 (5)を計算

する、ということであり、それが普通は計算できないので知恵をしぼって近似を考える、というこ

とである。

円

icu
 



研究会報告

では今後、経路積分を使うことでどのような研究が可能だろうか。勿論、具体的な方程式系に対

して経路積分による解析を行う、というのはある。また、経路積分ならではの問題としては、ネッ

トワークのアンサンプルの性質を調べる、ということが考えられよう。経路積分が求めるものは、

系のアンサンプルの振舞であって、実際の個々のネットワーク上のダイナミクスではない。前節

で出したxo(t)の方程式にしても、ランダムネットワークのアンサンプルに対しての方程式で、あっ

て、個々のネットワークに対する方程式ではない。となると、例えば、個々のネットワークの解が

アンサンプル平均からどの程度揺らぐのか、というのは興味深い問題である。例えばスケールフ

リーなネットワークでは個々のネットワークの性質がアンサンプル平均から大きくずれることが

多いという話がある問。これは P(X;t)の分散が大きいことを意味していると思われるが、経路

積分を用いることによりこの分散がどの程度のものか見積もることができるかもしれない。
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