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振動子集団の位相ダイナミクスの設計:
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1 はじめに

振動子集団の集団挙動は自然界において様々な機能を担っている。例えば、晴乳類の概

日リズムは、時計細胞と呼ばれる約 24時間周期で生理学的な活動度を変化させる細胞の

集団がっくり出している [1]0また、歩行や羽ばたきといったロコモーションでは、特定
の神経細胞群が身体の動きのリズムをっくり出しており、神経細胞同士、あるいは、神経

細胞と実現されている歩行との相互作用を通して、ロコモーションを巧妙に構築・制御し

ている [2]0

面白いことに、この 2つの例の同期現象はそう単純ではない。晴乳類の時計細胞集団

では、各時計細胞の位相が非常に広い分布を持った状態で、同期しており、分布には3つの

ピークがあることが近年報告された [3]0この分布は概日リズムの何らかの機能形成のた

めに必要であると考えるのが妥当であろう。ロコモーションにおいても、各部分は位相的

に自由度の高い運動をしているのだが、全体として秩序だち、リズミカルに動くことがで

きる。生命システムはそのような複雑な協同現象をどのように構築しているのだろう?

また、我々人間もテクノロジーにおいて振動子集団の同期を利用している [4]。ロボッ

ト工学や通信などへの応用を試みた研究[5，6]が進められており、さらなる発展が期待さ

れている。しかし、工学的に、望みの協同現象をどのように設計すればいいのだろうか?

有用な理論が必要である。

本稿では、これらの聞いに対して指針を与えることを目指した研究[7]を紹介する。こ

の研究は、著者とパージニア大学の実験グループ。との共同研究である。この研究では、振

動子ダイナミクスの中でも重要な要素である位相ダイナミクスを自由に作りこむことに

目的がある。望みの集団挙動に導くフィードバック結合を設計するために必要な理論の構

築と、その実験検証が行われている。本稿では主に理論を紹介する。
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2 位相ダイナミクスの設計方法

振動子集団にある特定のクラスの結合を導入すると、任意の位相ダイナミクスを実現

できることを示す。まず準備として、この理論で用いる位相モデ、ルについて簡単に説明す

る。次のような運動方程式に従う、なんらかの相互作用を持って影響し合う N個の同ー

な自励振動子集団を考える。

N 
dAi(t) ゃ
づ「ニF[Ai(t月十 fL.; Gij(Ai， Aj)・ (1) 

ここで、 Ai= (Xi， Yi，" .)Tは振動子i(i = 1うえ...，N)の状態変数、 Fはリミットサイク
ル振動を記述する非線形関数、けま特徴的な結合強度、 Gijは振動子jから振動子tへの
結合の様態を記述する関数である。結合が弱い(つまり、 εが小さし、)場合は、式(1)を
次の位相モデルに近似することができる [8]: 

d似て「
五二ω+f L.;Hij(ゆj一仇). (2) 

J 

ここで、仇は振動子tの位相1、ωは各振動子の自然振動数、そして Hijは結合関数と呼ば
れる 2π周期関数である2。結合関数Hは次のように求まる。

Hij(ゆ2ーゆ1)ニ土(21rZ(ゆ+入).Gij(ゆi+入うゆ'j+入)d入=土 (2πZ(入').Gij(入"CPj一仇+入')d入f2πん t '''/ '-"tJ¥'f't 1"， 'f'J '''/'-''/¥ - 2πん tJ

(3) 

ここで、 Z(ゆ)は位相応答関数と呼ばれる 2π周期関数であり、いくつかの方法で、解析的、

数値的、あるいは実験的に得ることができる [7ヲ8，11， 12]0 

式(2)のように自然振動数が均一な振動子集団を記述する位相モデ、ルで、は、一般性を失

わずにω=O，f = 1と置くことができるえしたがって、式(2)の動的挙動は結合関数民j
のみに依存する。この節の目的は、どのような振動子(つまり、どのようなリミットサイ

クルを記述する F) を用いても、それに応じた適切な Gijを導入すれば、任意の結合関

数民Jが得られることを示すことである。特に、ターゲ、ツトとなる結合関数H2rgetが与

えられた場合に、どのような Gijを導入すればいいのか、その処方築を示す。

これらを示すためには、 1つの振動子が、他の振動子から影響を受けている場合を考え

れば十分である。次の運動方程式を考える。

dA1(t) 
一一一 =F[A1(t)] +εG(A1， A2). 
dt 

(4) 

1位相はリミットサイクル軌道近傍で定義されており、単一振動子において <jJ= ωを満たす。詳細は
文献 [8，9Jなどを参照。また、文献 [10Jにも位相縮約についての解説があり、その原稿は http://www-
nsc.es.hokudai.ac.jp j kori/o伍cialjpublications. htmlに公開している。
2結合関数の定義方法には主に 2つ慣習がある。式(2)では、結合関数がH(向一仇)としてあるが、こ
こをr(仇一向)と記述すこともよくある。本稿ではH(内-仇)の定義を用いる。なお、 Fを用いた研究を
参照する場合は、 H(ゆ)= r(ーの)、および、そのフーリエ成分 hl=g-Iの関係に注意してもらいたい。ま
た、 H やFは、結合関数 (couplingfunction)ではなく相互作用関数 (interactionfunction)ど呼ばれるこ
とも多い。
3これは、慣性系に移り(ゆ→ <jJ-ωt)、時間をリスケールする (t→a)することに対応する。
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振動子2は同様の運動方程式に従う。ここで、次のような関数Gを導入する。

G(A1' A2) = G(ぬ)= {P(X2)， 0、...，O}T， 
λf 

P(X2) =玄kn{X2(t一 Tn)-αo}η 

(5) 

(6) 
η=0 

関数pは次数Mの多項式で、各項はそれぞれ異なる時間遅れを伴う。丸と Tnはそれぞれ

η次項の結合強度と時間遅れと呼ぶ。 α。は、結合がない状態(ε =0)でのぬの平均値であ

る。この結合は、つまり、振動子の状態変数の一成分(この場合はZ成分)から計算され、

またその成分に与えられている。式(4)に対応する位相モデルは、位相応答関数Z(ゆ)の

Z成分Zx(ゆ)を用いて、次のように表せる。

dゆ1
dt ω+εH(ゆ2ーゆ1)，

H(ゆ2一仇)=よ lらρ)p(ゆ2一仇+入)d入
L7r Jo 

関数H，Zxぅpの関係、を明確にするために、各量を次のようにフーリエ級数で、展開するO

H町(ゆ幼)エ2玄二〉hんh[ei戸〆ε♂dλi付l

(7) 

(8) 

さらに、結合を受けてない振動子の位相について成り立つ関係式ゆ(t-T) =ゆ(t)-ωァか
ら次を得る40

X[ゆ(t-T)] = L azeiZ州 e伽 T 、‘・
1
ノ

ハ
υ
1
1
 

/
1
1
 

これを用いて、関数p(ゆ)は次のように展開できる。

p仰州(仲ωゆめ)ド=ε kι川nパ{X(いトtト一 7九叫ηn)ト一α向o}ηn=2ε二〉k川ηぺ~2玄;ンα[eil仇iμl

η ~ Z 子#差叩o ) 

これらのフーリエ係数を用いると式(8)から次の関係式を得る(畳み込みの公式である)。

hl = Zん (12)

なお各関数は実関数なので、各フーリエ係数Cz(c三 h，ム仏b)がCz= Cとlを満たすことを

注意しておく。

ここで、 X(ゆ)と Zx(ゆ)の関数形がわかっているとする。 bzはαoぅα土1ヲ・・・うんい・ .，kMヲT1ぃ・・ぅ TM

の関数であり、 2A1+1個のパラメタんと 7η を用いると、 2M十1個のbz(l = 0，土1，・・・ 7士A1)

を任意に作ることができる。つまり、 Zl= 0でない限り、任意の h[(l = 0，士1，・・・ 7土M)

を設計できる。また逆に、あるターゲットとなるん (l= 0ヲ土1ぅ・ぺlv!)が与えられたと

き、代数方程式(12)を解くことにより、パラメタんと九を決定できる。この時、式(12)

はんと Tnについて非線形な方程式であるため、一般には数値的に解くことになり、少し

やっかいである。ただし、特殊な条件下では手計算で簡単に解くことができる。次の例を

見てもらいたい。
4結合がある場合にはゆ(t-T) =ゆ(t)-ωT + O(fT)となるが、この誤差は式 (8)でさらに結合強度 εが
かかり O(C2T)となる。結局、 Eが小さいと仮定しているのでこの項を考慮する必要がない。詳しくは文献
[13，14]を参照。
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3 観測量が調和振動する場合

理論の有用性をわかりやすくするために、観測量x(ゆ)が完全にハーモニックで振幅が
2であると仮定する5。位相の原点を適切に選んで、次のように置く。

x(ゆ)= 2 cosゆ=ぷφ-e仲

すると pバ(ゆめ)は次のようになる。

(13) 

p(ゆ)= LknLC:ei伽 -n)(い九) (14) 
n=O m=O 

ここで、 Crはn要素の中からm個とる組み合わせの数である。これを式(8)に代入して
次を得るO

M n 

H(ゆ)=LknLCごいmei(2m州い九人 (15) 
η=0 m=O 

あるいは、フーリエ成分を用いて次のように書ける。

hl = z-lLιc:ん-il山 (16) 
η=1 

ここで、便宜上、自然数でない m に対しC:=oと定義している。式(16)からわかると
おり、 η次の結合はl次(l=凡n-2，η 4，・・・)のフーリエ成分を強めている O 振動の見

た目は調和振動子と同様極めて単純であるが、 ZlがOでない限り、任意のh1を構成でき、
複雑な集団挙動を実現することができる。

ターゲットとなる結合関数が与えられたときに、式(16)は手計算で容易に解ける。例

えば、ターゲットが次のような場合を考えよう。

Htarget(←叫-α)-r sin(幼)=jf町内;♂~ei2ct + C.c.. (17) 

ここで、 αとγ>0は結合関数の任意パラメタである。この関数は、 Hanselらが 1993年

に用いた結合関数で、 slowswitching現象と呼ばれる特殊な集団挙動を作ることができる

[14， 15]0ターゲ、ツトが2次のフーリエ成分までなので、結合は2次項まで必要であり、こ

のとき式(15)は次のようになる。

H(ゆ)= (ko + 2k2)ZO + k1z_1et仲間)+ k2z_2ei2(ゆ一ωT2)+ c・C・- (18) 

式(17)と式(18)を、高次のフーリエ成分から)1頃にに比べていくと、次のように 2M十1

個のパラメタが決定される。

ニ竺Ek=-L k-γ  (19) 
O 一|引ぅ 1 - 21九i' "'2 - 21 z21う
α+ ~ -arg(zl) 5-arg(Z2) 

η=  乃二 (20) 
ω う 2ω

なお、 (k1ヲTdの代わりに(-k1ぅη+π/ω)を、また、 (koうんぅT2)の代わりに(-koうーん，乃+

π/2ω)を用いることもできる。

5結果が見やすくなる便宜上、振幅を 2とした。振幅については戸以下でんを適切にリスケールすれば

任意に設定できる O

nu 
Flo po 
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4 フィードパック制御

フィード、バック入力を与えられる振動子集団では、前章の理論を適用することによって、

位相ダイナミクスを任意に作りこむことができる。例えば、大域的なフィードパック制御

を行う場合には場合には、次のような入力 P(t)を振動子集団に一様に与えればよい。

z
 
p£
 

N

玄
M

1
一N

P
 

(21) 

この場合は、大域結合する位相モデ、ルに対応する。

N 

芽=ω十会ZH(ゆj一仇) (22) 

実験的に zx(ゆ)が計測できれば、 Htargetを構築するためのんとらが決定できる。した

がって、式(22)で可能なダイナミクスは、振動子の実体がなんであれ、実現可能である。

論文[7]では、電気化学振動子集団をフィードバック制御する実験を行い、この理論が正

しく適用できることを実証した。具体的には、 2つの振動子を同期させて、その位相差を

望みの量にすること、 slowswitching現象を示すこと、また同期している振動子集団の位

相をバラバラにすることを行った。詳細は論文を見ていただきたい。

5 まとめ

どのような振動子でも結合をうまく設定すれば、任意の位相ダイナミクスを実現できる

ことが示した。また、この理論を使った新しいフィードパック制御の手法を紹介した。
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