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物性物理におけるモンテカル口法
川島直輝 (東京大学物性研究所)

1 モンテカル口法

1.1 物性物理におけるモンテカルロ法の「守備範囲」

今日物性物理の多くの分野で数値計算のさまざまな手法が使われている.このなか

で，個々の構成要素である原子・分子の性質まで含めて全てを計算でカバーするやり

方は「第一原理計算j といわれ，工業的な応用を目指す分野においては特に重要な

計算手法である.しかし，基礎論的な興味からはしばしば議論されるのは，原子・分

子の個別的な性質を捨て去ったあとに残る普遍的な性質，たとえば相図のトポロジ

カルな性質や，相転移付近で見られる臨界現象であり，これらを議論するには，系

のミクロな構造について大胆に簡単化したモデルが用いられる.磁性体，合金 i夜
相・気相相転移，神経回路など多くの異なる物理系のモデルであるイジングモデル
はその代表例であるが，ミクロなレベルでの基本原理すら異なっている複数の全く

異なる系の振る舞いが同一のモデルで記述される ということ自体，単純化された

多体モデルがもっ普遍性を示している.また 基礎論的な興味だけでなく，応用上

もモデルパラメータを適当に選びさえすれば十分に正確に現実の物性とあうように

できる場合があり，モデル計算は物性の多くの分野で盛んに行われている.本講義

では主にモデル計算に用いられる計算手法について議論する.

モデル計算に用いられている計算手法を大別すると以下のようになる

(1)有限系の厳密解

(2)級数展開(広い意味の摂動論)

(3)分子動力学法

(4)モンテカルロシミュレーション

(5)有限要素法(モデルが変微分方程式の形をとる場合)

(6)問題に応じて特殊化した計算手法

無限に大きな系の厳密解が分かるくらいであれば数値計算は必要ないので，ここ

では，そのような解を得るのが不可能である場合を考える.無限自由度では不可能

であっても，有限自由度であれば計算可能な場合はある.状態空間の次元が有限で

十分小さければ，通常は数値的に厳密な取り扱いが可能であり，これが(1 )の有

限系の厳密解による方法である.N個のスピンを含むイジングモデルの場合であれ

ば，2N回程度の計算時間と N程度のメモリがあればあらゆる物理量の計算が可能

である.たとえばおおざっぱにいって 100万回程度足し算や掛け算を実行すれば，
2 0個のスピンからなる系の厳密解を計算できる.量子系では古典系に比べてさら
に計算に必要な時間やメモリが大きい.たとえばS=1/2のハイゼンベルクモデ

-778ー



「第52因物性若手夏の学校 (2007年度)J

ルであれば，N個のスピンの系を計算するには，2N次元の行列の対角化をしなけ
ればならず，これには，2N程度のメモリと 23N回程度の計算時間が必要になる.い
ずれにしても，状態空間の次元が有限とはいえ，その次元は系の構成要素(自由度)

の数の関数として指数関数的に増大するので，厳密解を得られるのは，比較的小さ

い系に関する場合に限られる.問題によっては小さな系の計算によって，問題の本

質的な部分が理解できる場合もあるが，臨界現象や相転移などのような協力現象に

関しては一般に多数の自由度の系を解く必要があり，有限系厳密解ほ方法では解決

しないことが多い.とはいえ，小さい系に関してならどのような情報をも得られる

という意味で，厳密解の方法は他の方法にはない長所を持つ非常に強力な方法であ

る.また，指数関数的資源の増大のため，大型のスーパーコンビュータでやろうと

パソコンでやろうと計算できる系の大きさには(物理的な観点からは)それほど違

いがなく，結果として 研究費が恵まれていない研究者にも使える手法であるとも

言える.

( 2 )の級数展開の代表例は系の分配関数やその他の物理量を温度の逆数で展開

したときの係数を求める高温展開である.この方法の長所は高温展開の係数はシス

テムサイズに依存しないため，係数を求めること自体に熱力学極限における物性を

知るという意味がある.しかし，厳密解の方法と同様，例外的な場合を除き，計算

する最大次数とそれに必要な計算資源の聞には指数関数的な関係があって，計算機

の性能が 2，3桁増大しただけでは，物理的観点からいって，さほどの進展は望め

ない.また，収束半径の問題が付きまとい，収束円内の領域(高温展開では，高々

相転移温度の逆数まで)については比較的信頼できる物理量の評価値が得られるが，
収束円を超えた領域(転移温度以下の秩序相)に関する情報が得られない(または

得にくい)という欠点もある.最近ではこの講義の中心的な話題であるモンテカル

ロ法を応用して級数展開を行うという方法も提案されているが，その場合得られる
係数は統計誤差を含んだものとなり，結局，手段においても得られる結果において

も通常のモンテカルロ法と変わらず，通常のモンテカルロ法と同じ長所短所を持つ

ので，ここではそのような手法をモンテカルロ法として扱う.

( 3 )の分子動力学法は 1950年前後，電子計算機の繁明期にロスアラモスで
初めて試みられた多体問題計算法であり，剛体球の系で試された.これは，ニュー

トン方程式やシュレーディンガ一方程式など物理的な運動方程式を忠実に(あるい

は熱揺らぎを導入する項をいれて)解くことによって時間変化を追う方法であって，

熱揺らぎの項が含まれていない場合は基本的にミクロカノニカル分布を生成する方

法である.この方法の最大の長所は時開発展に関する情報を得ることができる点で
ある.一方，物理系の時間発展を忠実に再現する方法であるために，遅い緩和現象

.をもっ物理系に対して応用すると，当然に計算にも時間がかかることになる.例え

ばたんぱく質のフォールディングの問題については，現象がおきる時間のスケール

にくらべて計算上の時間刻みが非常に短いので，計算ステッフ数を非常に大きくし

なければならないことが，研究上の大きな障害になっている.そのため，時開発展

の情報が得られるという長所を犠牲にしてモンテカル口法と組み合わせて用いるよ

うなやり方が提案されている.

(4 )のモンテカルロ法は，本稿の主要テーマで，分子動力学法と同様，電子計
算機の歴史の初期にロスアラモスのグループによって考案された以下で詳述す

1 N. Metropolis， A.¥V. Rosenbluth， :rvI.N. Rosenbluth， A.H. Teller， and E. Teller. "Equations of 
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るが，この方法の長所は，適用範囲が広く，上述の指数関数的な計算時間，メモリ

の増大の問題がないために大きな系が扱える，ということである.避けられない欠

点は得られる結果に統計誤差がある，ということであるが，これは緩和時間の問題

や負符号問題に比べると本質的でない.緩和時聞が計算可能な時間の範囲内で，負

符号問題がなく，単に統計誤差だけが問題であるならば，計算時間を大きくするこ

とによっていくらでも誤差を小さくしていけるからである.しかし，一般には臨界

点近傍や低温極限で緩和時間が発散したり，準安定状態にはまりこむという問題が

生じる.

( 5 )の有限要素法は 解くべきモデルが変微分方程式の形になっている場合
で，流体・弾性体の方程式，場の理論で議論されるモデル，ランダウ・ギンツブル

グ方程式，などが代表的な例である.ボーズ凝縮体の時開発展を近似的に表現する

Gross-Pitaevski方程式もこのカテゴリーに分類される.この手法の長所は，繰り込
み群など解析的な理論で扱われることが多いモデルであるためにそのような場合に

は直接的な比較が可能であることである.ただ¥格子モデルを調べるほうが数値的

には簡便であることが多いので もし本質的に同ーの現象を示すと期待される格子

モデルが存在するならば，離散化されたモデルがよく研究される.

このほか，物性で登場する多体問題は実に多岐に渡っているので，それぞれの問

題の特性に応じていろいろな計算手法が考案されている.上で述べたのは比較的広

い範囲の問題に適用されている手法であるが，適用範囲は狭いながら，その範囲で

は強力な計算手法は多い.例えば， 1次元量子系に対して非常に強力な手法として，

密度行列繰り込み群法などがある.

1.2 単純なモンテカルロ法(棄却法)

正方形に内接するように描かれた円に向かつて十分遠くからダーツを投げる.正方

形のなかにあたったもののうち 円内に当たったものの割合を調べることで，円周

率を求めることができる.これは単純モンテカルロ法であり，いろいろな計算に応

用できる.原理的には統計力学のあらゆるモデルの分配関数やカノニカル平均の計

算をこの方法で行うことができる.実際には効率が悪すぎて使い物にならないのだ

が，これを考えることで分かることもあるので，ここから話を始めることにする.

一般にモンテカルロ法とは，乱数を用いて多変数の空間で何らかの与えられた重

みつきの平均値を求める問題である.考える変数空間を 0，その空間で定義された
重みを vF(2:) (2:ε0)，平均値を求めたい関数を Q(2:)とすると，平均値は

玄H'(2:)Q(2:) 
(Q)三巴 、、‘，

a
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寸
1
よ

，r
t
t
t
k
 

2εQ 

と書ける.0として微視的状態の集合すなわち位相空間，~V( 2:) としてボルツマン

重み ~V(2:) = exp ( -/3 E (2:) ) ，を考えれば，統計力学的なカノニカル平均を求める方
法であるとみなせる.

State Calcu叫山la抗tio凶 by Fast Compu凶凶tir時ぐ

1953. 
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もっとも簡単なモンテカルロ法は状態をランダムに発生させたあと，重みに応じ

てそれを採用したり棄却したりする方法である.重みに上限があれば TV(~) < Wmax 
として，(1)を計算する手順として次のようなものが考えられる.

単純モンテカルロ法:

ステップ 1 (乱数を用いて何らかの方法で)0の中から 1つの要素を選ぶ.

その際全ての状態は同じ確率で選ばれるようにする.(選ばれた状態、を 2
とする.) 

ステップ2: 0以上1未満の一様乱数を発生し，それが Paccept= TV(~)/TVmax 
未満なら 1で選んだ状態を採用する.逆に乱数が Paccept以上なら棄却
する.

ステップ3: 1に戻る.

この方法で状態 2 が採用されるたびに Q(~) を計算し，その値を単純に平均したも
のがモンテカルロ平均である.

試行回数が多い極限で，モンテカルロ平均は求めたい平均値 (1)に等しくなる.
これは以下のように理解できる.ランダム生成された状態が棄却される場合も，値

がOであったことにしてカウントにいれることにすると，第 t回目の試行でえられ

るQの値 Qi，の期待値は

ーや 1 T，V(~) ゃ
)~一一\-/ Q(~) = (10肝 )-1>= TV(~)Q(~) お |QlWmax max お

となる.試行回数が十分大きければ中心極限定理によって単純平均は期待値に一致

するので
N 

宗主Qiお (iQlwhad-lElW(2)Q(2)
特別な場合として，Q(~) = 1の場合の単純平均はランダムに発生された状態が採
用される回数を全試行回数で、割ったものに他ならず，

京Na叩 d応 (InIWmax)-1L W(~) 
I:Er2 

となる.これらを辺々割り算したものが，モンテカルロ平均であるから，

N 

L Qi L TV(~)Q(~) 
(Q)MC三同記 zεQ

Nacc削 ed L TV(~) 
ZεQ 

これは，求めたかった重みつき平均 (Q)に等しい.
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ダーツなげで円周率を求める方法はまさに単純モンテカルロ法の典型である.そ

の場合， 0は xy平面，TV(xぅy)は針の落ちた場所の座標が -1く丸Uく 1の範囲
にあれば 1，なければOであるような関数.Q(xぅy)は針の落ちた場所の座標が原点
を中心とする半径1の円内にあれば 1，なければOであるような関数であり，当然
(Q) =π/4であるから， 4 X (Qh，1Cをπの近似値とする.

1.3 単純モンテカルロ法の限界

上記のやり方をそのまま統計力学的なモデルに当てはめることは通常は可能であり，

自由度が少数であれば実際に計算もできる.たとえば，正方形-の4隅にスピンを配

置した4スピンからなるイジングモデルであれば，各スピンの向きをでたらめに設
定して(といっても 16通りのうち 1通りを選ぶだけだが)，その状態に対するボ
ルツマン重みを計算し，それを重みの最大値で割った確率で状態を採用する.この

やり方で全ての物理量を計算することができる.しかし，我々は通常4スピンの系
にはそれほど関心がなく，自由度数がもっと大きい場合を計算したい.その場合に

は，この単純なモンテカルロ法は全く機能しない.その理由は，熱力学に寄与する

べき状態のほとんど全てについて，状態の採用確率 W(~)/Wlτ献が小さすぎること
である.

これは，熱力学を支配するのがエネルギーでなくエントロビーも考慮した自由エ

ネルギーであるからである.分配関数

をエントロビー

を用いて書くと

z= 乞 ε一βE(~)

2εQ 

削)三 log(ζル

z=2ン-β(E-TS(E))
E 

と書ける.ここから，状態和に対して寄与が大きいのは，自由エネルギー

F = E -TS(E) 

の最大値を与えるエネルギーの値 E*(T)付近の状態、であることがわかる.もちろ

ん，状態単独の重みとしては最低エネルギー値 Eoをとる基底状態の方が大きいが，

エネルギーが E*である状態数が莫大であるために，結果として，有限温度の性質

に対する基底状態の寄与は無視できるほど小さいものになる.しかし，エネルギー

が E*である状態が単純モンテカルロ法において採用される確率は

九ccept三 ε一何本/e一月o= eβ(E*-Eo) 

であり，エネルギーは系の自由度数 Vに比例するので，E* -Eoは一般に Vに比
例して大きくなる.つまり，採用確率は

九cceptcx: e -a V 
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の形をとることになって，これは指数関数的に小さい.さらに，ランダムに状態を

発生させたときに，エネルギーが E*である状態が発生される確率はエントロビー

S(E)が最大になるエネルギーを E1として，

rate ♂(E*) /乞eS(E)く e-(S(El )-S(E*)) 
E 

となる.エントロビーもやはり示量性の量であって一般に S(Ed-S(Eつは Vに
比例するから，この確率もやはり eαVの形になっており指数関数的に小さい.つ

まり，エネルギーが E*である状態は，分配関数への寄与が最大であるにも関わら

ず，単純モンテカルロ法をそのまま適用すると 候補として発生されることからし

て稀であり，発生されたとしても採用される確率はきわめて小さい，ということが

分かる.

以上より，モンテカルロ平均の式

N 

EJQt 
(Q)MC三ょ

において，分母分子はOであるか非常に小さい数になることが分かる.これが求め

る期待値になるのは中心極限定理のおかげであるから，採用されるサンプル数が少

なければそれは成り立たない.

(3) 

1.4 マルコフ過程を用いたモンテカルロ法

前節の例から分かることは，棄却法では，和への寄与が大であるような状態を効率

よく発生できないことであり，これは系のサイズが小さければ問題ないが，サイズ
の増大とともに指数関数的に状況が悪化するということである.一般に，積分や平

均値に大きく寄与する状態の集団が全状態の集団に比べてきわめて小さいような場

合には，全ての状態がいったんは同じ確率で登場するようなやり方をすると使えな

い状態ばかり登場することになってうまくいかない.そのような場合には，そもそも

寄与が大きな状態が最初から優先的に発生されるような方法を考えるしかない.マ

ルコフ過程を用いるモンテカルロ法はそれを狙った方法である.

乱数を用いるあるルールに従って，次々と発生される状態の系列 {~1 、 ~2. ~3 ，'・・}
を考えよう.とくに，ある時刻での状態が，ルール，直前の状態，そしてその時々

に発生される乱数の 3者にしか依存しないような場合を考える.その場合，現在の
状態がどであるときに直後の状態が 2になる確率は，時刻によらないある関数
T(~I~/) で表されることになる.次の状態を決めるルールに関する情報は全て T に
含まれている.マルコフ過程とは，このように確率的に次々と発生される状態の系

列で，しかも未来の状態の出現確率が現在の状態にしか依存せず，過去にどのよう

な履歴であったかには依存しないようなもののことである.

マルコフ過程において，t 番目の状態が 2 である確率を pt(~) とすると，

p(t) (~) =乞 T(~Iど)p(t-l)(ど)
2:;' 

(4) 
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という漸化式が成立する.ここで，pt(~) をベクトル pt の第 r~J 成分，同様に，

T(~I~') を行列 T の第 r~ 行~'列 J 成分とみなすと，

p(t) = T p(t-I) (5) 

と書ける.行列 Tはある時刻の状態から次の時刻での状態への遷移を特徴づける確
率なので，遷移確率とか，選移行列とか呼ばれる.

マルコフ過程を用いたモンテカルロ法で，重み W の重みつき平均値を計算する
には， limt→∞ p(川~) cx: vV(~) となるように遷移行列 T を選ぶ.もし，このように
Tを選ぶことができれば，十分長いマルコフ過程において，ある時刻から先は状態
は ~V(~) に比例した確率で出現する.単純モンテカルロ法でのステッフ。 2 の役割は
もともと一様な確率で発生させてしまった状態にフィルターをかけることで，フィ

ルターを通った状態の出現確率が TV(~) に比例するようにすることであった.もと
もと状態が W(~) に比例した確率で発生されていれば，ステッフ 2 を省略し，全て
の状態を「採用」すればよい.

以下ではこのような原理に基づくモンテカルロ法をモンテカルロシミュレーショ
ンと呼ぶことにして，それ以外のモンテカルロ法と区別することにする.

1.5 詳細釣り合い

出現確率が望みの重み ~T(~) に比例したものに収束するように遷移確率を選ぶこと
はいつでも可能なのだろうか?可能だとすると，具体的にはどうすればよいのか?

やや天下りだが，与えられた重み W と任意の状態の組~.~'に対して，次の詳
細釣り合いと呼ばれる条件式を満たす遷移確率 T(2:I2:')を考える.

Tは確率なので，当然

T(2:I2:') W(ど)= T (2:' 12:) W ( 2:) . ( 6 ) 

LT(2:'I2:) = 1 
2:' 

(7) 

も満たさなければならない.このとき，W は行列 Tの固有値1の固有ベクトルで
ある.なぜなら，詳細釣り合いの条件式 (6)から

乞T(2:I2:')W (ど)=乞T(2:'I2:)W(2:)
2:' 2:' 

となるが，右辺は確率としての規格化条件 (7)により W(2:)に等しい.つまり行列，
ベクトルの記法で

TW=W. 

Tt p(O) = p (t)が tを大きくしたときに W に収束するためには，少なくとも収束し

たあとの wにTを作用させたときにそれ以上変化があってはいけないから，上の
式は，Tが満たすべき条件が確かに満たされていることを示している.しかし，こ
れだけでは，十分条件であることまでは示したことにならない.実際，Tとして単
位行列を考えれば，明らかに (6)と(7)を満たすが，それは，いつまでたっても最
初の状態を生成し続けるだけで役に立たない.
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1.6 エルゴード性

遷移行列が単位行列に等しい場合は，時刻Oでの状態以外は明らかに現れようがな
い極端な場合であるが，それほど極端でなくても，与えられた初期状態に対して原

理的に出現しょうがない状態が存在するような遷移確率を用いると，仮にそれが詳

細釣り合いを満たしていても，望みの性質は得られない.このような場合を非エル

ゴード的であるという.逆に，どのような初期状態からはじめたとしても，他の任

意の状態がやがては出現しうるような場合をエルゴード的であるということにする.

すなわちエルゴード的であるとは，

V(L:， L:') (ヨt( Tt (L:' I L:) > 0 )) (8) 

この条件だけだとやや弱すぎて不便であるので，初期状態によらないある tが存在

して，それ以上に時間が経つと，どのような状態も出現確率がOでないようになるこ

とを狭義エルゴード的ということにする.形式的には狭義エルゴード的であるとは，

ヨt( V s > t ( V (L: 1 L:') ( TS (L:' I L:) > 0 ))) 

が成り立つことである.

(9) 

1.7 イジングモデルのモンテカルロシミュレーション

遷移確率 Tのマルコフ過程の極限分布 lin1t→∞p(t)が目的の重み(統計力学ならボ
ルツマン重み)Wに比例するものに収束するには，次節で示すように Tが詳細釣
り合いとエルゴード性を満たすことが十分条件である.よって，望みのマルコフ過
程を得るには，これらを指針にして，適当なものを探せばよいことになる.そのよ

うなものの代表例がイジングモデルのシングルスピンフリップによるモンテカルロ

シミュレーションである.これは以下のような手続きからなる.

F
同
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口
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シングルスピンアップデート法:

ステップ0:適当に初期状態のスピン配置(たとえばランダムな状態)を用

意する.

ステップ一様ランダムに 1つスピンを選ぶ.(以下それをおと呼ぶ)

ステップ 2:5。以外の全てのスピンは現在の状態のままにしておいて s。が
上向きである状態(~↑)のエネルギ-E↑と下向きに向きである状態
(~↓)のエネルギ-E↓の差ムE 三 E↑ -E↓を求める.

ステップ3: 0以上1未満の乱数 γを1つ発生して，それが

P↑三 1+ポムE

未満であれば，現在の状態を叫に置き換える • r 三 P↑であれば，~↓に
置き換える.

ステップ 4 ステップ 1に戻る.以下繰り返し.

(注:エネルギー E↑を求める操作には一般にはスピンの総数に比例した計算時間

がかかるが，ムEを求めるだけであれば，S，。とおと直接相互作用しているスピン
だけに着目すればよいから，通常は 0(1)の計算になる.) 
例題 この操作の 1サイクルを表す遷移行列を書き下し，それがボルツマン重みを
目的の重みとする (lV(~) = e-sE(E)) 詳細釣り合いを満たすことを示せ.

1.8 モンテカルロシミュレーションの収東証明

ここでは，状態を 2 でなく t などの文字で表し，状態の重みを W(~) でなく VVi な
どと書くことにする.与えられた正の重みベクトル Iκ >0に対して行列 T= (Tij) 
が詳細釣り合いと狭義エルゴード性などをみたせばモンテカルロシミュレーション
で出現する状態、の確率分布が収束して，しかも，その分布は W に比例することが
示せる.つまり，以下が成り立つ.
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行列 Tijについて

Tij三O

LTij = 1 
ヨt( 'i/s > t ( 'i/(i， j) ( (TS)り>0 ))) 

ZJ147=171Mq 

が成り立ち，ベクトル p(Q)が

F1(0)>O 

LP?) = 1 

であるとき，p(t)三 TtP(Q)に対して

が存在して，

である.

lill1 p(t) = P 本
t→∞ 

P* IIW 

(10) 

(11 ) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

[証明]Ttの全ての成分がOでない正の値をとるようになった時刻t以降について

証明ができれば十分だから ?をあらためて Tとみなしてこれについて証明を行

う.つまり，一般性を失わず 1ij> 0を仮定してよい.
尺(t)= Q~t)院で Q~t)を定義する Q~t) → COllst を示せばよい.仏 =mxid) ，
Lt=miIdjt)，Dt=仏-Ltとする.仏は単調減少，Ltは単調増加である.これ
は以下のように分かる.まず

仏+lzmMt十1)_円X4pjザ)=m?xょや3mQjt)
一円x乞巧tQjt)

-mpxEJU(仏一(仏 -QJt))) 

一日一叫llLら(仏-Q?)) 

であるが，ここで差は

円~llLTji(仏 -Q?)))三 min-?xb(仏 _Qjt)) 
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三円xTmin(日-Qjt)) 

> Tmin(Ut -Lt) = TminDt 

と下限が評価できる.ここで，Tmin 

nu 
>
 

q
J
 
Z
 
n
 
.
m
J
 

一一一n
 
m
 

T
 

である.つまり，

Ut+l :::; Ut -TminDt 

よって Utは単調減少.同様にして，

Lt+lどLt十TminDt

もわかる.最後の 2式から

Dt+l三Dt-2TminDt = (1 -2Tmin)Dt 

が得られる 等号成立は明らかに Vi (Q~t) =日=Lt)のとき よって

Dt三11-2Tminlt IDol→o (t→∞) (16) 

結局 miniQ~t) と maxi Q~t) の差は t →∞でOになる.つまり，t →∞で Q~t) は
tによらない.

1.9 r自由エネルギーJの単調増加性 (連続時間の場合)
前節でモンテカルロシミュレーションの平衡分布が正しい分布に一致することが示

せた.とくに正しい分布が統計力学におけるギブス分布の場合には，これはモンテ

カルロシミュレーションの平衡分布が自由エネルギー最小の状態に収束することが

言えたことになる.しかし，途中の過程で，自由エネルギーが常に単調に減少する

ことまではわからない.

ここではモンテカルロシミュレーションの夕、イナミクスについて一般的に定義さ

れた自由エネルギーが単調減少であることを示す.まず見とおしの良い連続時間の

極限をとったダイナミクスについて考える.

連続時間ダイナミクス:

dP}t) 1 す=キ(LijPj-LjiPi) 
ただし，Lijは負でなく

Lij T-Vj = Lji Wi， Lii = 0 

を満たす.
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連続時間ダイナミクスにおいて時間を時間ステップムtで離散近時すると，モンテ

カルロシミュレーションの時開発展方程式となるが，その遷移行列は

TU=621(1一与吋十字Lij
である.この場合，上の連続時間ダイナミクスの時開発展方程式の右辺は対応する

モンテカルロシミュレーションダイナミクスを対角成分と非対角成分に分けて書い

ただけのものである.

さて，温度を Tとしてエネルギーを

Ei = -T10g lVi 

その期待値を

E=乞PiEi= -TL Pi 10g W'il 
また，エントロビーは

S=乞(-Pilog Pi) 

だから，自由エネルギー F三 E-STに対して

F三 E-TS=TP同長
連続時間ダイナミクスの時開発展方程式から，

dF 一一(， Pi ¥dPi 一一…一一一-dt ケ¥口 lVi ノdt

= Tγ(102: _~~ ) dPi -一一・ー
ケ¥o WiJ dt 

一江ω 乞(L川 Qj-L川 Qi)

一号明ω ぬ-Qi) 
ー -25LU147(ω -logQj)(Qi-Qj) 

く O

となり，自由エネルギーが減少し続けることが示せた.

1.10 r自由エネルギー」の単調増加性 (離散時間の場合)

(17) 

つぎに，もともとの離散時間の場合を考える.f(x)を任意の上に凸な関数f"(x)く O
とする.たとえば f(x)= -x log xとすれば上の場合に対応する.この fを用いて，
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自由エネルギーを

-F三 T玄叫f(長) (18) 

と定義する.(Tは熱力学の温度に対応しやすいように入れたが，ここでの議論には

あまり重要でない定数である.)モンテカルロシミュレーションのある離散時刻にお
ける量を F，Piで表し，次の時刻の量をプライムをつけて Y，Rfなどで表すこと
にする.すると以下が成り立つ.

-p' 三 T~Wi f (日
一町if(雨明)

I ..--.， / _ w.¥PO ¥ 
= T2二lVif I 2:: ( Tij :;: ) T~X ~ ) ¥j¥lJ l1'iノWj)

= T2:1ViパZTfzl ゃ九日'j= TjiWi ¥ 7 
-L JlIV
j ) 

ここで，Lj ~i = 1であることから，以下の Jenssenの定理が使える.すなわち，
一般に

α1どOぅ乞αi=l

であれば，上に凸の関数 gに対して，

9 (~aixi) ヰαig(Xí)

であり，かつ，等号成立は向 >0であるような全ての tについて的が同じ値であ
るときのみである.これを用いると，fの値を下から抑えることが出来て，

Y>TmmfF) 
j 

J<J 

¥ 
Wj 

(19) 

である.以下，

-F' > T日以fC~) =T日叫f(広)t3 1円・3
-TU3f(長)=ーF

となって，

F'く F (20) 
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すなわち，自由エネルギーが単調減少であること，言い換えると，モンテカルロシ

ミュレーションにおいて，熱力学第2法則が成り立っていることが分かる.

さらにここから，モンテカルロシミュレーションの収束のもう少し物理的な証明

をすることができる.(20)において等号成立は，任意の tについて'{との聞に直接
選移のある全ての状態 jが等しい Qj=円/叫の値を持つことである.たとえば，
状態むとらがともに tとの聞に Oでない直接遷移確率を持っているときに，等号

成立状態において，Qil = Qi2でなければならない.このようなときに '{1とらは
「連結」していると呼ぶことにする.

一般には tはt自身に「連結jしているとは限らないが，以下でこの性質を使う

ので，Tii > 0であるとして，全ての状態は自分自身と連結しているとする.そうす
ることで「連結j という言葉のもつ普通のイメージが正しいことが保障される.ま

た，モンテカルロシシミュレーションの実際の適用例の多くでもこの性質はある.

この条件のもとでは'{から jへの直接遷移があることと tとjは直接連結され

ていることは同じ意味になる.したがって，エルゴード性(広義でよい)は全ての

状態が間接的には互いに連結されていることを意味する.つまり，エルゴード性が

成り立つなら全ての状態は連結されており 上述の等号が成立する状態では，全て

の状態は仏の値が等しくなければならないことになる.これは，Pi¥XWiが成り
立つということである.

Rには下限があって単調減少だから，Ftは収束する.これは，どのように小さ
な正の実数 εを考えても，ある tが存在して，s > tであるような任意の Sに対し
て，等号を誤差 E以内で成立させられる，ことを意味する.これには， t →∞で各
Piが収束して，Pi¥Xl司令でなければならない.
条件としてエルゴード性だけでなく，Tii > 0が必要な理由はTii= 0なら必ず
しも直接遷移可能な状態が連結されているとはいえず，上の証明の前提が成り立た

ないからである.たとえば，状態が1， 2の2つしかなく 1，111= W2であり，遷移確

率が T12= T21 = 1， Tl1 = T22 = 0であるとすると，この遷移確率は詳細釣り合い
を満たし，かつ広義のエルゴード性を満たすが，平衡状態は存在しない.

1.11 モンテカルロシミュレーションの収束の速さ

以上で，モンテカルロシミュレーションが「原理的にはうまくいく」ことがわかっ
た.しかし，実際に役に立つためには，十分効率がよいことが必要であり，それは，

十分早く平衡分布に収束するということである.(16)から収束が示されたが，その
際に収束因子

R三 11-2Tm川
がでてきた • Tminは遷移行列の成分のうちもっとも小さいものである.相関時間と
収束因子は

Rく e-1/T~1-7-l

の関係にあるから

アく一一一一一、

2Tmin
であるといえる.よって，すくなくともこの程度の長さのモンテカルロシミュレー

ションを行えば，目的の計算を行うことができる.しかし，一般に ~nin は系のサイ

ハ吋
U

門

t



講義ノ}ト

ズの関数として指数関数的に小さいことはめずらしくない.このため，上の不等式

から得られる「十分な長さ」は一般には実行可能な範囲内に収まらないことがある.

上記の不等式はかなり荒いので，実際の緩和時間とはかけ離れている可能性は

あるが，現実に遅い緩和が見られることはある.たとえば，イジングモデルのシン

グルスピンアッフデートによるシミュレーションにおいてもこの状況が観察できる.

すなわち，高温側では，十分早く平衡状態に達するが，臨界点に近づくにつれて次

第に大きなクラスタができ，それらの消長はきわめて緩慢なものになってくる.さ

らに臨界点以下の秩序相にはいると，自発的に対称性が破れ，正または負の自発磁

化が生じる.いったん現れた自発磁化の符号が変わることはほとんどない.自発磁

化があらわれること自体はシミュレーションがうまくいっていないことにはならな

いが，自発磁化が生ずる際にはドメイン壁が形成されることがあり，一度ドメイン

壁が形成されるとこれが消えることはほとんどない.このような状況では平衡分布

のよいサンプリングを行っているとはいえない.

臨界点近傍において緩和が遅くなる現象，つまり臨界緩和についてはいろいろ調

べられている.モンテカルロシミュレーションの緩和時間ァは温度の関数として

アぽc-zα (T-Tc)-Zl/ 

のような依存性をもって臨界点で発散する.ここで，とは相関長である.臨界指数

zは動的臨界指数と呼ばれ，局所的な状態更新によるアルゴリズムの場合は通常2
に近い値になることが知られている.

この値が2に近いものになることは，直観的には以下のように考えれば理解でき

る.つまり，臨界点近傍では，直径と程度のドメインが多数出現する.系が十分に

緩和するということは，大雑把に言って現在の状態の情報が消えるということであ

るから，緩和時間はこれらのドメインがほとんど消滅したり完全に形が変わるかす

るまでの時間になるであろう.それには，ドメイン壁がと程度の長さだけ移動しな

ければならない.ドメイン壁の移動は拡散過程に似たものであろうと想像できるの

で，ドメイン壁がと程度の距離を移動するには， ~2 程度の時間がかかる.したがっ
て，緩和時間はと2程度の大きさになるであろう.

もちろん，これはかなり乱暴な議論であり，ドメイン壁の移動が完全なランダム

ウオークでないことやドメインがフラクタル構造をもっていること，などを無視し

ている.実際，動的臨界指数は多くの場合正確には2でないことが知られている.
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2 クラスタアルゴリズム

前節のランダムウオークに基づく動的臨界指数の荒っぽい評価は局所更新アルゴリ

ズムをどうやって加速するかについてヒントを与えてくれる.ランダムウオークだ

からと2程度の時間がかかる，というときに前提になっているのは， 1ステップで 1
のオーダーの距離だけドメイン壁が移動する，ということである.これは， 1回の
状態更新で変更をうける部分が空間的には長さ 1のスケールをもっているからであ

る.だからこれを加速するには，もっと大きな単位で状態更新を行うことができる

とよい.とくに，大きさと程度のクラスタを作って，それを単位にして，状態更新

を行うことができるとよさそうである.これを実現するのがクラスタアルゴリズム

である.

2.1 イジングモデルの Fortuin-Kasteleyn表現

1つの相互作用するスピン対に着目すると，イジングモデルのボルツマン重みは

ω(8わめ)= e-KSiSj (K三グJ)だが，これは形式的に

ω(品、5j)= Vo十り1dsi，S)= :L V~ ~((5i，旬、 g)

と書ける.ここで，

り0=e-K
う

K ~-K 
V1 二ニ ε -e 

1 1 (g = 0) 
ム((ふう5j)，g) = ~ l dSi勾 (g= 1) 

である.これを利用して Fortuinと Kasteleynはイジングモデルの分配関数を次の
ように変形した 2

z = 乞14'(2:)
2 

= :LIl町(日)<;=b三(i，j)うお三 (5iぅ5j)
E b 

= :LIl :Lυ(fb)ム(おうfb)
E b rb=O‘1 

= :L2二日む(fb)ム(2:b，rb) ゃ r三 {fb}
E r b 

= :L:LV(f)ム(2:，f) (21) 
E r 

ゃ v(r)三11v(rb)ぅム(又r)三日ム(おうれ)

-乞乞 ~F(2:， f) <;= VV (2:， f)三V(f)ム(2:ぅf) (22) 
E r 

2p. W. Kasteleyn and C. ]¥1. Fortui九 J.Phys. Soc. Jpn. Suppl. 26s (1969) 11; C. M. Fortuin 
and P. W. Kasteleyn， Physica (Utrecht) 57 (1972) 536. 
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rb = 1であるようなボンド bには線 Cedge)を描き，そうでなければなにも描かな
いことにすると Fは格子上に描かれたグラフに対応する.グラフ中でつながって

いるスピンの集団をクラスタと呼ぶことにすると，ム(乞うr)は，各クラスタごとに
それに属するスピンが同ーの方向を向いているときに 1で，それ以外の場合にOで
あるような関数である.したがって，グラフ rが与えられたとき，和に寄与するよ
うな(これを rrのもとで許される」と表現することにする)~は各クラスタの個
数分だけの自由度しかもっていないことになる.クラスタの総数を Nc(r)として，
そのような状態は 2Nc(r)個ある.これを用いて (21)を以下のように書きなおせる.

z=乞V(r)2九(r)俣工pNb(1 _ P )Np-NbqNc(r) 
r r 

ここで，q=2ぅNpは最近接スピン対の総数，Nbはボンドの総数，p=ωI!(ω0+ωd= 
1 -ε-2K である • qを1にした極限がパーコレーションモデルの分配関数を与え，
これによってイジングモデルとパーコレーションの関係が明らかになる.それだけ

でなくこの書き換えはモンテカルロシミュレーションの新しいアルゴリズムを導く.

2.2 Swendsen-Wangアルゴリズム

Fortuin-Kasteleynの表示にもとづいて， SwendsenとWangは以下のアルゴリズム
をイジングモデルに対して考案した 3

Swendsen-Wangアルゴリズム:

ステップ0:適当に初期状態のスピン配置(たとえばランダムな状態)を用
意する.

ステップ各最近接スピン対ごとに 2つのスピンをつなぐ線を描くかどう

かを決める.すなわち，もし 2つのスピンが同じ向きを向いているばあ
い， 0以上1未満の一様乱数を発生してそれが 1-e-2K以下であれば線
を描く.それ以外のときは，描かない(すでに描いであれば線を消す)• 

ステップ2:ステップ 1でできたグラフの各クラスタごとに O以上 1未満の
乱数を発生して，それが 1/2以下であればクラスタに属するすべてのス
ピンを -1とし，そうでなければ +1にする.

ステップ3: 1に戻る.

なぜこのアルゴリズムで正しいサンプリングができるかを考える.そのために

は， (22)から出発する.
z = I: I: TV(~ ， r) 

I.; r 

3R. H. Swendsen and J.-S. Wang， Phys. Rev. Lett. 58 (1987) 86. 

4
 

n吋
U

可

t



「第52回物性若手夏の学校 (2007年度)J

重みが 2だけでなく rの関数になっているので，マルコフ過程も 2の空間のもの
でなく，スピン状態とグラフの組(2:1r)のなす空間内のマルコフ過程を考えるのが
自然である.Swendsen-Wangアルゴリズムはこの拡大された状態空間内のマルコフ
過程を定義するものであり，上記の手続きを遷移行列の形であらわすと，ステップ

1とステップ2それぞれに対応する遷移行列を用いて

T = T2T1 

と書ける • T1はステップ 1の，九はステップ2の遷移行列である.ステップ 1で
は，スピン状態は変化しないので，

T1 (2:'， r'I2:， r) =ム(2:'12:) xナ1(r'I2:) 

の形をしている.逆にステッフ 2ではグラフは変化しないので，

T2(2:'， r'l2:ぅr)= T2(どIr)xム(r'lr)

少し〈考えると明らかになることだが，実はSwendsen-¥九Ta時アルゴリズムのTdfJ2:)
と九(2:lr)はFortuin-Kasteleyn表現 (22)のvv(2:，r)を用いて

と表せる.ここで，

1iV(又F m(~In\V(又 r)
T1 (fJ2:)二ぅ T2(2:lr)= W(2:) ， -'"¥-I-! vv(r) 

TiV(r)三 L:W(2:'，r)ぅ W(2:)三 L:W(三r')、
I;' 

である.(とくに lV(2:)は普通の意味のボルツマン重みに他ならない.) 
(23)を認めると，

(23) 

(24) 

W(又r') ム(2:'，2:)lV (乞r')TV (2:'， r) 
T1 (2:'， r'l又r)Tll' (I:ぅr)=ム(どう2) W(又r)=TV (2:) •• ¥ -， -/ TiV (2:) 

となるが，最後の式は明らかに(豆町村(2:'，r')の入れ替えに対して不変だから，
T1が詳細釣り合い条件を満たすことがわかる.同様に九も詳細釣り合い条件を満

たす.エルゴード性については，T1 T2ともそれぞれ単独では明らかに満たさないが

T=九九はエルゴード性をみたすべたとえば，きわめて小さいがOではない確率
で，ステップ 1で1本もボンドが描かれないことが起こりえる.このとき，ステッ

プ2ではいかなるスピン状態も等確率であらわれることになる.)しかし残念ながら

Tは必ずしも詳細釣り合い条件を満たさないので，すでに行った証明の適用範囲外

になってしまう.

クラスタアルゴリズムの収束を証明するには (20)を示した過程を思い出せばよ
い.この式自体は詳細釣り合いさえ満たせば成立する.つまり，T1を作用させても，

むを作用させても，自由エネルギーは単調減少する.状態空間が有限集合なら自

由エネルギーに下限があるから，やがて収束する.十分収束した状態では，T1を作
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用させても九を作用させても自由エネルギーが減少しないはず、であるが，それは，

(20)の等号成立条件から T1で、つながったパス上の状態 tについて Qi= PdvViが
等しいと同時にむでつながったパスについても Qi が等しいことを意味する • T2T1 
がエルゴード的であることは，任意の2状態が T1の定めるパスとむの定めるパス
のどちらかかまたは両方を使えばつながっていることを意味しているので，結局 Qi
は全ての tについて同じ値を持たなければならない.すなわち， Swendsen-Wangア
ルゴリズムのように，個別にはエルゴード性を満たさない遷移行列でも，組み合わ

せてエルゴード性をみたせば，全体としては，モンテカルロシミュレーションは正

しい分布に収束する.

2.3 クラスタアルゴリズムにおける物理量の計算

rは計算の都合上現れた人工的なものであるから，通常われわれが計算したい量は
2 にのみ依存する物理量 Q(~) である.組み合わせ状態 t = (又 r) が重み W(~ぅ r)
に比例する状態で出現していれば，第 tモンテカルロステッフで実現する状態を

~t 三(~われ)として，

となるが，

I: ~V( 2: ぅ r)Q(2:)

q 三 Q(~t) = Er 
乞W'(又r)

I: W'(~ ぅ r) = lV(~) 

であることを使って Fに関する和を先にとってしまうと，

乞 lV(~)Q(~)

Qt 三頭訂~て~ TTT/円、 = (Q) 

E 

となり，正しい平均値に等しいことが分かる.だから，

T 

(Q)r，.1C三十ZQt
は中心極限定理により長いシミュレーションの極限で正しい期待値に一致すること
が分かる.

以上から，クラスタアルゴリズムにおいても シミュレーション中に登場するス

ピン状態 2にのみ注目すれば 通常のモンテカルロシミュレーションと同じ様に
物理量の計算ができることがわかった.しかし，実際によく用いられる方法として，

グラフ Fを積極的に物理量計算に活用する方法がある.ここでは 2点相関関数と
帯磁率について考える.
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2点相関関数 (SiSj)はスピン状態に依存しない量

r 1 ( i，jが同じクラスタに属する)
ムij(r)= ~イ1 0 ciうjが異なるクラスタに属する)

を用いて次のように表せる.

LW(~)SiSjLW(又 r)SiSj LV(r)ム(又r)SiSj
E E，f E，f 

(SiSj) = 
F
i
 z
 

ムFi
 v
 
玄訂

F
i
 
2
 
uv 
乞
2

2
 
W
 
Z
E
 Lv(r)2Nc(f)ムij(r) 

.乞V(r)2凡(f)

Lv(r)ムij(r) 

F=(ムij(r)} 
~ V(r) ¥"J  

つまり，スピン状態のみに依存する量 StSJの期待値はグラフのみに依存する量
ムij(r)の期待値に等しいので，どちらを計算しでも統計誤差を別にすれば同じ結
果が得られるはずである.実際にはムij(r)を計算するほうが統計誤差を小さく抑
えられる.このため，このようなグラフによる観測量は improvedestimatorとも呼

ばれる.

関係式 (SiSj)= (ムij(r))は単に計算に便利であるというだけでなく，クラスタ
アルゴリズムがなぜ効率がよいかを示している.なぜならば，この関係式は，クラ
スタアルゴリズムで生成されるクラスタの大きさが，相関の及ぶ空間的な範囲の大

きさに等しいことを示しているからである.

更に帯磁率を考えると，にをクラスタ Cの体積として， ! 

χ = G引(伴伶写PS叫=~ (写PPトム~ij以川3バ(
一~ (~v，2) =市〉

となる.ここで，Vcはπ三乞cり/乞cVcで定義される平均クラスタサイズである.

2.4 クラスタアルゴリズムの収束の速さ

局所更新アルゴリズムの動的臨界指数が 2に近いことはドメイン壁のランダムウオー

クに起因することを述べたが，前節で分かった様に， Swendsen-Wangアルゴリズム
では，クラスタがドメインと同程度の大きさであるために，動的臨界指数が大幅に

小さくなることが期待される.

実際， Swendsen-Wangアルゴリズムについては，動的臨界指数が zrvOである
ことが知られている.

7 沃 log(T-Tc) 

であるとする研究者もいるが，いずれにしても，臨界点付近では局所更新アルゴリ

ズムに比べてきわめて速く平衡状態に近づく.
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2.5 Wol町による拡張

Swendsen-Wangアルゴリズムは連続スピン系に適用できるように Wolffによって

拡張された 4彼のアイデアは 2つのそれぞれ独立にも応用のできるアイデアから

なっている.

1.スピン空間内の鏡像面などを考え その鏡像面に対する鏡像変換をするかしな

いか，という離散自由度に着目して，もとの連続自由度系を離散自由度系とみ

なすこと.

2.全系をクラスタに分割するのでなく，ランダムに選んだ 1点からスタートし
て，その点を含むクラスタのみを生成すること.

1番目のアイデアは鏡像変換で符号が変わるようなカイラリティーや渦度などの秩

序変数が重要である場合にシミュレーションの効率化に大きな影響を与える. 2番

目のアイデアは量子系のワームアルゴリズムや向きっきループアルゴリズムなどを
考える際に重要である.

4 u. ¥;Volff， "Collective Monte Carlo U pdating for Spin SystemsぺPhys.Rev. Lett.ぅ62(1989) 
361. 
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3 拡張アンサンプル法

クラスタアルゴリズムで緩和が劇的に速くなることがあることが分かったが，それ

には，相関長とクラスタサイズが同程度であることが必要である， Swendsen-Wang 
アルゴリズムの場合にはそれが成り立ったが，一般にもそれが成り立つ保障はない.

拡張アンサンプルの方法はクラスタアルゴリズムとはまったく異なるアプローチで

遅い緩和の問題を解決する試みであり，多くの場合に成功している.

3.1 一般論

拡張アンサンプル法には多くの種類や流儀があるが，基本的な考え方は，モンテカ

ルロシミュレーションで用いる重み，すなわち，詳細釣り合い条件 (6)に登場する
重みを平均値の定義式 (1) に現れる重み W(~) とは異なるものにとることによって，
計算全体の効率化を図るというものである.たとえば モンテカルロシミュレーショ

ンを重み l，yo(ヂl，y)に関して詳細釣り合いを満たすような遷移行列を用いて行った
とする.このとき，重み W による平均値はR三 l，y/目、として，

乞 W(~)Q(~)

(Q) =三

L~九(~)R(~)Q(~)

乞日仏(~)R(~)
ε 

( R(~)Q(~))o 

(R(~))o 
(25) 

2 

最後の表式の(・ー)0は重み 1110に関する期待値であるが，これはモンテカルロ法の
平均に置き換えられるから，結局

(R(~)Q(~) )MC 
(Q) = 

(R(~))MC 

のように，RQとRという 2つの量のモンテカルロ平均を計算することで求められ
るということが分かる.

よくある応用は，~V がパラメータ(たとえば温度など)を含んでいて， 1度の
シミュレーションで複数のパラメータの値における重みつき平均値を求めるという
ものである.パラメータを X ， それに対応する重みを~アx とし，さらにそれに関

して平均値を求めたいと考えている Xの値を X1，X2，'・・ぅXrとすると，モンテカ
ルロシミュレーションでは 各モンテカルロステップごとに

_ VVXk(~t) 
Rxk(2t)= (k=l，Z-・・ぅγ)k ，-Lj - VVO(~t) 

と Q(~t) を計算することで ， RkQとRkのモンテカルロ平均をすべての kについ
て同時に求めることができる.

拡張アンサンプル法のなかでとく便利でよく用いられる方法は， nノxとvVOが
ともに共通の 1 つないし少数の量の関数になっている場合である.それらを Ai(~)
i = 1ラエ・・・、pとすると，RもAだけの関数になるから，各モンテカルロステップ
で Rd~t) を求めるかわりに At 三 A(む)を求めておき，その値を Qt 三 Q(~t) の
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値とともに，すべての tについてファイルに出力して保存しておくべ通常のシミュ

レーションにおいて 物理量計測の回数は 108回程度かそれ以下であるから ，109 

バイト程度のディスクスペースがあればこれは実行可能である.)なぜなら，そうし

ておくと以下の式を用いて，任意の Xの値についての平均値をあとから求められ
るからである.

3.2 再重み付け法

(Rx(At)Qt)MC 
(Q)x = 

(Rx(At))MC 
(26) 

上記の拡張アンサンプル法のもっとも簡単な応用例は， Xが逆温度 Fであり，TVs 
が逆温度グにおけるカノニカル分布関数，Woがある特定の逆温度グ。におけるカ
ノニカル分布関数の場合であり，これは再重み付け法 (reweightingmethod) 5と呼

ばれる.Ws， H/oはともにエネルギーを通してしか状態に依存しないので，重みの
比は

Rs(E) = e一(s-βolE

で簡単に計算できる.この例では，ある特定の逆温度で l度普通のシミュレーショ
ンを行い，その際に，モンテカルロステッフごとのエネルギーの値広と，計算し

たい物理量の値 Qtをファイルに出力しておき，あとから

2ンー(β一βOlEtQt
(Q)β寸 -

によって任意の逆温度におけるカノニカル平均値を計算できる.

この方法は簡単だが実用的で非常に有力な方法である.第1の利点は，通常のモ

ンテカルロシミュレーションのプログラムがあれば，ほとんど手を加える必要なく
計算ができることである.第2の利点は，多くの問題においては臨界現象に興味が

あり，その場合臨界点近傍の比較的狭い範囲を重点的に調べたいが，再重み付け法

はそれに適していることである.

3.3 再重み付け法の問題点

一方，再重み付け法の欠点は，第 1に実際に行うシミュレーションが普通のシミュ

レーションであるために，普通のシミュレーションが緩和が遅いものである場合，そ
の困難がそのまま現れることであり，第2に以下で考察するように再重み付け法で

精度よく計算できるのは実際にシミュレーションを行った温度の近傍に限られ，広

い範囲の温度依存性を調べるのには向かないことである.

再重み付け法によって十分な精度で物理量を求められるパラメータの範囲を考え

てみる.話を具体的にするために，最もよく使われる前節の例を考える.すなわち，

5 A. M. Ferrenberg and R. H. Swendsen， Phys. Rev. Lett. 61 (1988) 2635. 
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シミュレーションはある温度におけるボルツマン重み ε一βoE(~) で行い，パラメータ

Xは逆温度s，Aはエネルギー Eである場合である.再重み付けの式を

(e一(β一角)E(~) Q(2::) )0 
(Q)sニ (27) 

この式の分母分子が精度よくもとまることが実用的な計算が可能である条件である.

分子を考えると

( e一 (ß-ßO)E(~)Q( 2:: ))O = ↓εWo(E)ε一山o)EI: Q(2::) 
L..Io E ~ 

-4zwo(E)ε-(s-so)ED(E)Q(E) 
ζ心"'0 E 

一 ↓ ε f〆けβ角仙附O戸品Fん刷o叫(回E町E)e-εf一ベ(山
4μ"'0 E 

ここでD(E)は巨視的な量の組 Eを決めたときにそれに対応する微視的な状態の総
数，すなわち状態密度であり，

Q(E)=-LE二Q(2::)
-n(E) ε 

E(~)=E 

は Eで指定されるミクロカノニカルアンサンプルにおける物理量 Qのミクロカノ
ニカル平均，

凡(E)三一九log(lVo(E)D(E))= E -STo 

は自由エネルギーである.同様に (27)の分子は

( e一(日)E(~) \o !吠一角Fo叫一(s-so)E
)(¥ =てア ) e 

L.lo E 

式 (29)において，和をとられる関数

e βoFo{E) e-(β-βo)E = e βF(E) 

(29) 

を仔細に眺めると，まず，これが逆温度 Fにおけるエネルギー分布関数に等しいこ
とが分かる.したがって，この関数は逆温度グにおけるエネルギーの期待値 E(め
を中心とした，ガウス分布で近似されるような形をしている.このような関数の和

を精度よく計算するためには，シミュレーションにおいて，E(グ)付近のエネルギー
の状態が十分に多い回数出現しなくてはいけない.一方，このモンテカルロシミュ

レーションでエネルギーが実際に出現する頻度は逆温度 3。でのエネルギー分布関
数 eβoFo{E)である.したがってこれは，E(グ'0)のまわりのガウス分布である.もし，
Fとグ。が大きく異なっているとすると， 2つの分布が重なりあわないほど離れて
いることになり，和に本来寄与するはずの状態がシミュレーションではほとんど出
現しないことになる.この場合計算は破綻する.
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実際にグとグoはどの程度まで離れていても効率的な計算ができるであろうか?

これには分布の幅を考えればよい.エネルギー分布の幅ムEの2乗は

C = s2(E2) -(E)2 = s2(ムE)2

で熱容量に比例しているので，分布の幅はムErvTゾδと表せる.一方 2つの分
布の中心聞の距離は

dE . _ 
IE(s) -E(ゐ)1rvームグ =T"LCムグ

ds 

よって，分布が重なる条件は

TVC> T2Cムグ

つまり，

ムグく」空
T¥/じ

となる.ここで，分母にある熱容量は系の大きさで規格化するまえの示量性の量で

あるから，系の体積に比例しておおきくなる.したがって，大きなシステムほど，こ

の方法でカバーできる温度の範囲が狭いことが分かる.また，比熱は転移点近傍で

発散する(有限系ではサイズのべき乗で抑えられるが)ので，転移点近傍では再重

み付け法を行うにしても，正しい転移点に近い温度でのシミュレーションを行う必

要があることになる.

3.4 マルチカノニカル法

再重み付け法では，円、として，あるパラメータ値における通常のボルツマン重み

がとられたために，シミュレーション中に実際に出現するエネルギー値の分布は非

常に幅の狭いガウス分布になり，その結果再重み付けによって実用的計算が可能な

温度範囲は狭いものになった.

しかし，一般論から明らかなように，あとで再重み付け平均をとるのであれば，

シミュレーションで使う重みがもとのボルツマン重みと同じ形をしている必要はな

い.ハミルトニアンを εの肩に載せた形をしている必要は全くないのである.マル

チカノニカル法6では，この自由度を積極的に利用して，物理量の組 Aの分布関数

が広い範囲でほぼ一定値になるように日仏を調節する.結果として，通常マルチカ

ノニカル法で用いられる Iゲ。はどのようなモデルのボルツマン重みにも似ていない
ようなものになる.物理量の組 Aとして最もよく用いられるのは，やはりエネル
ギーであるが，緩和を早くしたりするために，エネルギーのほかにいろいろな物理

量の組み合わせが用いられることも多い.だから ここでは一般的記号である Aの

まま議論をすることにする.

6B. A. Berg a.nd T. Neuhaus， "J¥.1ulticanonical ensemble: A new approach to simulate first-order 
phase transitions円 Phys.Rev. Lett. (1992) 68; B. A. Berg， ，うI¥1ulticanonicalsimulations step by 
stepう¥Comp.Phys. Commun. 153 (2003) 397. 
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マルチカノニカル法ではモンテカルロシミュレーションをいくつかのフェーズに

分けて行う.各フェーズでシミュレーションにつかう重み関数はフェーズ内では一

定で，各フェーズのシミュレーションの結果に基づいて，次のフェーズで用いる重

み関数を決定する.その際に目的とするのは Aの出現頻度分布ができるだけ均ー
になることである.ここで「均一」という点はそれほど厳密である必要はない.A
について極端にサンプリングされにくい場所がなくなればそれでよいのである.

各フェーズではモンテカルロステップごとに得られた Aの値から Aの出現頻
度のヒストグラム H(A)を作る.出現頻度が多いところはその部分の重みが大きす

ぎたということだから，次のセットでは，重み関数として，前回使った重み関数を
ヒストグラムで割ったものを使う.第 k フェーズで用いる重み関数を W~k)(A) ， 得
られたヒストグラムを H(A)とすると，

wJK+1)(A)=wcik)(A) 
H(A) + 1 

(30) 

とするわけである.(右辺分母の 1は一度も訪れなかった場所に関してゼロ割がおこ
ることを防ぐため.) 

前節までの部分で明らかなように，シミュレーションで用いる重み関数l九が
どんなものであれ，その結果得られる巨視的物理量の組Aの出現頻度分布関数が，
平均値を求めるときの重み関数 W に対応する分布関数と十分重なりを持っていさ
えすれば，再重み付けの考え方を用いて正しい平均値を求めることができる.した

がって，マルチカノニカル法の最終フェース、でもし Aの出現頻度が十分に均一に
なっていれば， (均一な分布関数はどんな関数とでも大きな重なりをもっているはず

だから)再重み付けをして 任意のパラメータの値で平均値を求めることができる
はずだ，というのが基本的な考え方である.

この方法はもうひとつの利点を持っている.それは 通常の重みと全く異なる重

み関数でシミュレーションを行うために，緩和の仕方も当然通常のシミュレーショ

ンとは異なり，通常のシミュレーションよりも早く緩和する場合があることである.

もし，臨界点をもっ系に対してA=Eとしてこの方法を適用すると，シミュレー
ションの最中，エネルギーは臨界温度における期待値を含めて広い範囲を上下する
ことになる.これは，温度を自律的に変更しているようなものであり，低温(低エ

ネルギー)で一度秩序化した状態もしばらくまっと，高温(高エネルギー)となり，
自然と無秩序状態に戻る.再び低温になると再度秩序化するが，秩序の出方は最初

のときとは無関係である.通常のエネルギーや温度一定のシミュレーションでは，す

でに秩序化している状態からスタートするといくら待っても別の秩序状態に変化す

ることはない.たとえば，転移温度よりも低温でのイジングモデルのシミュレーショ

ンで大半のスピンが上向きに整列した状態が一度出現すると，その後下向きに秩序

化した状態は(系が十分に大きければ)出現しない.これに対してマルチカノニカ

ル法のシミュレーションでは両者が比較的頻繁に移り変わることが観測できる.

3.5 Wang-Landau法

しかし，実際にマルチカノニカル法をイジングモデルなどに適応してみると，いろ

いろな問題点に気付く.もっとも本質的なのは，分布の幅が広がっていく速度が十
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分に速くないことである.たとえば，最初のフェーズで用いる重みとしてもっとも

簡単にvv(1)= constを採用したとする.これだと，エネルギーの分布は高温極限に
おける分布，すなわち E=Oのまわりの幅vv程度のガウス分布になる.マルチ
カノニカル法の手順によってこの範囲の状態は次のフェーズでは重みを下げられる

ので，次のフェーズでは，E=O付近のエネルギーをとりにくくなり，エネルギー

空間でより広い範囲のランダムウオークが実現する.といっても，前固まったく足

を踏み入れなかったエネルギー領域については 情報がないままであり，当然この

領域では重みをうまく調節できていないから，その領域に足を踏み入れたとたん進

みが遅くなる.結果として，前のフェーズで実現した分布よりも広いことは広いが

それほど目立つた広がりにはならず，最終的に全エネルギー領域をカバーする分布

が実現するまでに非常に多くのフェーズを経なければならないということになる.

この欠点を劇的に解消したのが WangとLandauによるマルチカノニカル法の

改良である 7普通のマルチカノニカル法との違いは，普通のマルチカノニカル法

においては各フェーズ内では重みが一定に保たれているのに対して，改良法では，

フェーズ内でも刻々と重みが変化することである.WLでは フェーズ、の終わりで
なく，各モンテカルロスイーフが終わるごとに以下の処理を行う.

川町A)年 eη(k)wcik)(A) (31 ) 

ここで， η(た)はフェーズ、内で、は一定に保たれる正の定数である.各フェーズの終わ

りに
η(た+1)=η(k) /2 (32) 

などによって，次のフェーズで用いられる値を決める.通常は η(1)r-v 0.1程度から
初めて， η(k)r-v 10-8程度になるまで，フェーズを繰り返す.η の値が大きい初期の
フェーズでは，同じエネルギーの値を続けてとると，急激にそのエネルギー値に対

するペナルティがつく(そのエネルギー値に対する重みが減少する)ので系は「強

制的Jに他のエネルギーの状態をとることになる.普通のマルチカノニカル法でも

同じことは起きるが，フェーズ内ではペナルティが重みに反映されないため，改良
法に比べるとはるかにマイルドである.実際に改良法ではとくに ηが大きい初期の

フェーズでは分布関数の広がり方が普通のマルチカノニカル法に比べてはるかに早

いことが観測される.

ただし，モンテカルロ法に使われる重みが同一フェーズ内では一定でなく，前の

ステップの結果に依存するということは，厳密にはマルコフ過程でない，というこ

とを意味している.それはすなわち， ηニ Oでない限りWL法で得られる分布は厳
密にはどのような重みに対する平衡分布にもなっていない，ということである.し

たがって，一般の物理量の期待値を計算するためには，可 =0かまたは十分に小さ

い値で最終フェーズを行って，そのフェーズで得られた情報のみに基づいて計算が
行われる.

7F.-G. ¥VangぅD.P. Landau、~.Efcient、multiple-rangerandom walk algorithm to calculate the 
density of statesヘPhys.Rev. Lett. 86 (2001) 2050 
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3.6 マルチカノニカル法における期待値の計算

重みがエネルギーだけの関数である場合，物理量 Qの期待値は状態密度 0.(E)と
Qのミクロカノニカル平均 Q(E)を用いて

乞O(E)W(E) Q(E) 
(Q) = ~ 

E 

(33) 

と書ける.すなわち，0.(E)とQ(E)が正確にわかっていれば，W(E)がどのよう
なものであろうと，正確な期待値を計算することができる.よくある応用は Q(E)
が加法的な量である場合だが その場合は中心極限定理により，系自体のサイズが
大きければ相対的に小さな分散しかもたない.だから，エネルギーが Eである状態

が実際にはそれほど多数回出現しなくても，かなり正確な期待値を知ることができ

る.これに対して，0.(E)はどうであろうか.
上の期待値を計算するには，0.(E)の絶対値を正確に知る必要はなく E。を適
当なエネルギーの基準値として，0.(E)/0.(Eo)が分かれば十分である.マルチカノ
ニカル法でこれを最も素直に求めるには， lVoを用いたシミュレーションで観測さ

れるエネルギー値の出現状態分布つまりヒストグラム H(E)を使う.特定のエネル
ギー値の出現頻度は，重みと状態数の積 (Hoc0.xl九)であるから

_ 0.(E) "-' H(E)Wo(Eo) 。(E)一一一一~
-0.(Eo) ~ H(Eo)川 (E)

が成り立つ.長いシミュレーションの極限では上の近似は厳密になる.しかし，実

際の有限ステップのシミュレーションでは，個々のエネルギー値が実現される回数
は少ないことが多く，そのときに上の近似式を用いると統計誤差が非常に大きいも

のになる.具体的にはシミュレーションが全部で N ステップであり，相関時間が

T oc V2であるとすると，H(E)に関する独立なサンプル数は

N N 
一一-
T V2 

である.このとき，上の近似式で得られる 0.(E)に関する統計誤差は

ムQαL
v八「

となる.
これに対して，次に述べる方法を用いると，より精度のよい評価が得られること

がある.出発点は詳細釣り合いと同じ形をした式

T(~/I~) 目、(2:) = T(~Iど)T九(ど)

である.ここで Tはこの式を満たす任意の関数でよく，実際にシミュレーション
で用いられる遷移確率であってもよいが，そうでなくても以下は成立する.これに
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対して，w，。は実際にモンテカルロシミュレーションで用いられる重みである.任

意にエネルギーの値 EうE'を選び，E('L-) = E， E('L-') = E'となるような全ての'L-，
rについて上の式の両辺の和をとる.すると

T(E'IE)W(E)O(E) = T(EIE')W(E')O(E') 

が得られる.ここで;T(E'IE)は，

T(E'IE)三 1 乞乞 T(どI'L-)。(E)221
(E(ε)=E) (E(~')=E') 

(34) 

で定義され，もし T('L-'I'L-)が遷移行列であれば，T(E'IE)は， i現在の状態のエネル
ギーが Eであるときに次の状態のエネルギーがE'である確率」を意味する.もし，
ある定数 Jに対して T(E土JIE)が常に Oでないなら， (34)から

。(E) 日 T(Ek+lIEk)vV(Ek) (~1 T(Ek+lIEk) ¥ " ~ll(E) O(E) =一一一 =H =l H l×一一一一。(Eo) 出 T(EkIEk+dl>V(Ek十d ¥品 T(EkIEk+l)) .. lV(Eo) 
(ただし，Ek三 Eo+kよ E EK)が得られる.ここでT(E'IE)は「次の状態、が
E'である確率Jのミクロカノニカル平均

T(E'IE) = (T(E'I'L-))E 

とも書くことができるので，モンテカルロシミュレーションで評価することが可能

である.すると，結果として， 0の評価が得られる.重要なのは T(E'IE)はマクロ
な物理量と同様に系のサイズが大きいときには比較的少ないサンブρル数によって精

度のよい評価を得ることができる場合があることである 8

例として，イジングモデルの拡張アンサンブルシミュレーションにおいて，T('L-'I'L-) 
がシングルスピンフリップのメトロポリスアルゴリズムのような遷移確率である場

合を考える.'L-iを第 t番目のスピン Siのみにおいて 2と異なる状態，t(E'ぅE)を
t(E'， E)~ll(E) = t(EヲE')lV(E')を満たす関数であるとして，

T('L-'I'L-) = t(E(ど)ぅE('L-))乞ム(どう丸)

E
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とかける.ここで，l¥1(E')はそれを反転することによってエネルギーが E'になる
ようなスピンの個数である.すなわち，この場合， 0を評価することは，T(E'IE) 
を評価することに帰着し，T(E'IE)を評価することは，反転後のエネルギーが E'に

8J. S. ¥Vang and R. H. Swendsen， J. Stat. Phys. 106 (2002) 245. 
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なるスピンの個数の期待値を求めることに帰着する.これは，明らかに示量性の量

であり，精度よくもとめられる.また，この例の場合には， (34)はよりシンプルに

(M(E'))E D(E) = (Af(E))E' D(E') (35) 

とかけて，これはブロードヒストグラム関係式と呼ばれている.この場合の D(E)
を求めるための式は

である.

3.7 レプリカ交換法

~1 (M(Ek+d)Ek 
D(E) = rr 

:=~ (A1(Ek))Ek+1 

マルチカノニカル分布では，分布がフラットになるように重み W(E)を調節したが，
ある意味では分布が最初からフラットになるように固定された方法がレプリカ交換

法である 9この方法は，普通のモンテカルロシミュレーションのプログラムがあ

れば，非常に簡単な修正を行うだけで使えるようになることと 大規模並列化に向

いている，という大きな長所をもっており，拡張アンサンプル法のなかでもとくに

重要な方法である.

パラメータ(たとえば逆温度)X を含む重み Hrx(~) を考える.レプリカ交換
法では L個の状態の組

2 三 (~1 ぅ ~2 ぅ・・・ぅ ~L)

と，L 個のパラメータ値の組

X 三 (X1，X2，・ .，XL) 

を考える.通常これらのパラメータはとなりあうものが近い，つまり Xirv Xi+l 

であるようにとっておく.また HTXiのことを簡単に Wiと書くことにする.

9K. Hukushima and K. Nemoto，ぅ.Exchange Monte Carlo method and application to spin glass 

simulationsう¥J.Phys. Soc. Jpn. 65う (1996)1604. 
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レプリカ交換法:

ステップ0:ランダムに初期スピン状態の組乏を選ぶ.

ステップ 1 各 μについて，第 μレプリカの状態 2μ を更新する.このとき
に用いるのは重み Wμ に従う何らかのモンテカルロシミュレーションの

1スイープである.

ステップ2:隣接したペア (μ1μ+1)について，確率

Pswap吋吋m凶i山n
swa叩p一 〔う Hlゲμバ(2:μρ)l~干九μ+1 ( ε μ +刊d)

で，2:μと 2μ+1を入れ替える.この操作を μ=1ぅ2，.・ '， L-1について
行う.

ステップ 3 ステップ1に戻る.

レプリカ交換法における「状態JとはL個のレプリカ状態と 1から Lまでの L

個の数の順列 Pの組み合わせ

(2:うP)三(2:1，2:2，・・・ぅ2:L，P)

である.レプリカ交換法によるモンテカルロシミュレーションは，この拡張された

状態空間内のマルコフ過程である.重みは単純な重みの積

L 

W(乞P)三[llVIL(2:p(μ) ) 

である.この分布関数で，量 Q(2:P(μ))の期待値を考えると，

乞Vvァ(えP)Q(2:P(μ)) 

Q(2:P (μ))=~P 可

分子だけ取り出すと

L:lV(乞P)Q(2:P(μ)) 
'E;.P 

E‘p 

一日(rpv.α山)仰P(μ)) 
一 写抑(何FZια恒 石r刷1V日昨昨肌町t予予九川山!ヤμIL以し以(

一叫ん)ル
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すなわち，任意の Qに対して

Q(~P(μ)) = (Q)μ 

が成立する.つまり，平衡状態で ~P(μ) の従う分布は t によらず Wμ に比例するこ
とを意味している.

補足

本講義では講義テキストとして本書き下ろしノートのほかにレビュー論文を用いた.

本ノートは講義1日目と 2日目(最初の 4コマ(1コマ =90分))の内容に対応し，

レビュー論文は3日目(最後の 2コマ)で用いられた.このレビュー論文は

Naoki Kawashima and Ke州 Harada:J. Phys. Soc. Jpn. 73 (2004) 1379. 

として公表されており，通常の論文と同様に JPSJウェブサイトからダウンロード

可能である.
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