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整数計画問題の解法とその意義

裁断平面法を中心として

井原健雄

まえがき

整数計画問題(integerprogramming problem) に対する一般的な解法ι

考案に注意が払われるようになったのは，ごく近年に至つてのことである。す

でに幾つかの接近方法が試みられ，そのうぢのあるものについては，現実の問

題に対処してかなりの成果をあげているものもあるが，いまなお十分に解明し

つ〈されていない問題も多数存在しているのが現状であるわ。

本稿では，その接近方法の 1つである裁断平面法 (cuttingplane method) 

についてのみ言及する。その耳由は，殻断平面法による整数計画問題の解法が

その双対問題との関連において，経済学的評価を与えることが可能となるから

に他ならない。

I 一 般 的 素 描

整数計画問題とは，線、型計画問題(linearprogramming problem) の最適

整数解を求める問題を含むとともに， また非線型計画問題 (non1 inear pro-

gramming problem) の最適整数解を求める問題壱も含打と考ヌられる n しか

しながら，本稿ではそれ壱狭義に理解して，前者のみ，即ち変数が整数値しか

とり得ないという条件を追加した線型計画問題壱意味するものと考えることに

しよう。

このように定義された整数計画問題は，その形式的側面を考慮することによ

って，次の 2つのタイプに分類されうる。その 1つは，通常の線型計画問題に

1 i ~:~数計画における最近の動向については， Beale， (2 J争参照。
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ついての一般的条件に加えて，そこに含まれているすべての変数が整数値をと

らなければならないということが要請されている場合であり，これを純粋型整

数計画問題 (pureinteger programming problem) とよぶことにする。他の

1ワは，線型計画問題に含まれてし、るすべての変数ではなしそのうちの幾フ

かの変数が整数値をとるように要請されている場合であり，これを混合型整数

計画問題 (mixedinteger programming problem) とよぶことにする o

本節では，より単純であると考えられる純粋型整数計画問題を例にとり，載

断平面法の主主本的な考え方壱明らかICしよう。

純粋型整数計画問題は，次のように定式化できる。

(1.1) L: a，，*押さ三Qi (i=l， 2， ..附) (aij* 整数値)

ただし，叫はすべて非負の整数値 (j=l， 2， 的

という制約のもとで
n 

(1. 2) z=向。*十FfJ(一的 αJ 整数値)

壱最大にせよ。

このような純粋型問題について， R. E. Gomoryは，“ Methodof Integer 

Forms" (以下， これを MIF法と略記する)とよばれる解法を考案した。 この解

法の基本的な考え方ほ，新しい不等式の制約を系統的に付加していくことによ

って，整数計画問題を通常の線型計画問題に還元することが出来るということ

である。

まず， うえの問題(即ち，整数係数めの純粋型整数計画問題)を解くことか

ら始めよう。 R.E. Gomory の MIF法に従えば， 変数に与えられている整

数条件については何らの考慮も払わずに問題を解くことを最初に試みる。

通常のジンプレッグス法 (simplexmethod) に基づいて， (1. 1)の各不等

式に対してそれぞれ lつずつスラッグ変数 (slackvariable) を導入すれば，

次のような等式体系を制約式にもつ問題に変換することが出米る。

2) 簡単化のために採用した。なお，係数が一般に有理数であれば，やはり整数冊数の問題に還元
できる。
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(1.3) x/=向。本十五向戸(一内 (i=1， 2， ・，隅)

ただし，向。*は(1.1)の Q，
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ここで，線型計画の言葉を借りれば， (1. 3) における M は基底変数 (basic

variable) であり，的は非基底変数 (non-basicvariable) とよばれるもので

ある。非基底変数の異なった集合を選ぶという'.//'プレッグス法の一連のピ

ボット変換 (pivot steps) を施すことによって， うえの方程式体系(1.2)， 

(1. 3) は最終的には次の方程式体系として表わされる。

rz=α。"+~a"j(-tj)
(1.4) J-l 

lt/=向。+~ a，，( -tJ) 戸1， 2， m) 

ただし， (1.4) における t/は-:/， yプレヅグス法を適用した場合，その最

終段階としての基底変数であり a" はそれらをそのときの非基底変数，tjで

表わすために用いられた係数である。 このとき， 方程式体系 (1.4) の解は，

もとの整数条件を無視した線型計画問題に関して実現可能 (primalfeasibleと

よぴ，すべての a旬ミ0，iキOの成立壱意味する)であれかつまた， その双

対問題に関しても実現可能 (dualIeasible とよび，すべての aO};::::O，jキOの

成立を意味する)となっている。従って， (1. 4) より最終解')として，t/=ajO， 

tj=Oのとき zは最大値 ao，壱得る。なぜならば，非基底変数むを正の水準

で採用することは zの値を低めこそすれ，決して高めることはもしないからで

あるの。

しかし2:とでわれわれは， γYプレックス法が，いま求めた最終解につい

て整数条件を必ずしも保証しないとし寸最初の困難に直面する。いま，もしそ

の最終解におけるすへての変数が偶然にも整数値をとったとするならば，その

ときには，その解が整数条件をもみたしているがゆえに，最初に与えられた整

数計画問題が解けたことになる。しかしながら， もしその最終解が整数値壱と

，) 整監条件を考粛していないという意味で. r最適解」という言葉を避けた。
4) (1 4)における<"比 “Sirnplex Criterion" とよばれるものであり z これはまた
"shadow price"とよばれることもある。
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っていないとするならば，そのときには， MIF法に従えば， 新しい制約式壱

1つずつもとの整数条件号無視した線型計画問題に付け加えるとし寸操作壱，

最適整数解が得られるまで繰り返すことになる旬。 それゆえに，最終的な方程

式体系は次のように表わされる。
見

[z='.aoo + ~ aOf( -tj) 

(1.5) J"' 

lt/=αけ呂向j( む (i=1， 2， m') 

ただし， (1. 5) における α。 a"はすべて非負の値をとっており，従ってそ

のときの最適整数解は t:ニ aiQ. t;=O として求められる。なお， 新しく付加

された制約式のうち，幾つかのものは余分なもの (redundant) となれそれ

らを取り除くことが出来る結果，一度に要請される追加制約式の数が似個を上

廻ることはありえないということがすでに明らかにされている旬。このことは，

また(1.5) において刑s;.m'手間+仰の関係が成立すること壱意味している。

以上の乙とから MIF法が通常の，:/， yプレック 2法と非常に類似している

ことがわかるが， その異なる点として， MIF法 Cは新しい制約式を系統的に

付加していくことによって， (1.4) におけるすべての係数，向j を整数に保つ

という点にある υ その結果として，最適整数解が与えられるのである。そして，

この系統的に付加される新 Lい制約式がp それぞれ裁断平面 (cuttingplane) 

に対応しているのである九

ここで，その裁断平面法を，簡単な数値例壱品げて幾何学的な図形で説明し

ょう。

(1.6) 町+2x，';: 5 

(1. 7) 3%， +叫三4

ただし， %10 %2はともに非負の整数値

という制約のもとで

5) もl...解が有'1'Eするならば」という条件のもとであることは いう支でもな". 
6) Gomory & Bau mol， (5)， p. 527 
7) μcutting plane' の定義については， Dant:ng， [3]. p. 520 
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(1.8) z~4X， +X2 

を最大にせよ。

まずこの問題のうち，変数に与えられている整数条件壱無視した通常の線型

計画問題の実現可能領域 (feasibleregion)が，第 1図において多角形，OABC 

によって重量わされているo

α b' ， 
第 l 図 第 2 図

この領域，OABC内に記された・向]の点は，さらに変数に与えられた整数条

件をもみたす場合の，従って当初の整数計画問題に対する実現可能なすべてめ

点を表わし，その両座標とも整数値によって構成されている。それゆえに，こ

れを整数格子点 (integerlattice point) とよぶことにする。

われわれは，通常の線型計画問題の最適解が，実現可能領域の境界線上にあ

ることを知っている。そこで，もしこの実現可能領域，OABC号実現可能な整

数格子点の凸包 (convexhull) ， 即ち第 1図における斜線部分，OD亙F にま

で縮めることが出来るならば，そのときわれわれは，整数計画問題の最適解を

その凸包の境界線上に見い出しうる o その理由は 2つある。 (i) 実現可能な

整数格子点の凸包が，もとの問題に対するすべての実現可能な整数解壱合むと
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いうこと，と (ii) すべての端点 (extremepoint) ーとれはまた基本解，

あるいはコーナーの解ともよばれる一一川，整数格子点、によって構成されてい

る， ということのためである。そして，この方向に沿って，実現可能な整数格

子点の凸包を求めるわめに，整数条件を無視した線型計画問題の実現可能領域

の一部をある超平面で切り取ることを企てる。この主主近方法号載断平商法とよ

ぶ所以は，ここにある。そしてこの ι とが，新し~ ，制約式壱追加するというこ

との幾何学的な志味仕のである。

実際的な立場からみると，実現可能領域を実現可能な整数格子点の凸包にま

で縮めることはかなり難しい。多くの変数を含むような場合には特にそうであ

る。しかしながら，それに対する 1つの試みとして R.E. Gomory と W

]. Baumolは，次のような諸性質を有している追加古11約式宇考案したヘ

(i) 新しく付加される制約式は，従来の実現可能領域を縮小する。

(ii) そのグラフは，少くとも 1つの整数格子点を通る。 ただし，この整数

格子点が実現可能領域内に存在する必要はない。

(iii) 新しく付加される制約式は，はじめに実現可能であった整数格子点壱，

新しく作られた実現可能領域から排除するようなことは決して起り得な

し、。

(iv) 新しく付加される制約式は， (もし最適整数解が存在するならば)有

限回のステッフaで整数解をもつような新しい線型計画問題をもたらいそ

れがまた，もとの整数計画問題の最増整数解になっている。

従って，これらの性質をそなえた制約式壱追加する己とによって得られるこ

の長終的な言l画問題の実現可能領域は，実現可能な整数格子点の凸包 ODEF

を含み，それ自身はまた，もとの実現可能領域，OABCに含まれているのであ

るU

うえの諸条件をみ?す裁断平両の作り方は幾通りか考えられよう c さきの数

値例にそくしていえば， 第 1図における aa'，砧 ，cc'は， それぞれ異なった

8) GomoTY & DaumoI， op. ciιp. 526 
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磁断平面壱表わしているひこれらのなかで最も有効なのは aa'であり，それ

に対応した制約式を追加することによって，この場合の最適整数解は A点よ

りE点に移るのである。なお，第2図は， (1. 6)， (1. 7) に51' 52 というスラ

ック変数をそれぞれ導入して等式体系に変形し，乙れらのスラヅグ変数壱両軸

にとって. %1， %2の非負条件，整数条件を吟味したものである。第 1図におけ

る破線の制約式は，第 2凶のそれと各々対応している旬。

E 純粋型追加制約式

本節では，純粋型整数計直問題に対する追加制約式の数学的な構成とその性

質の吟味壱行なう川。

すでに説明したように，純粋型整数計画問題については， MTF法が確立さ

れており，従ってその追加制約式も R.E. Gomoryに上勺て考案芦れている。

まず順序として，記号の説明をしておく。

ある有理数 aj が与えられたと「る。 そのとき， それをこえない最大の整

数を [ajJ*として表わせば，

(2.1). /j=aj-[ajJ*ミ0

が有理数，ajの正の真分数部分 (positIveproper fractional part)として定

義される。たとえば，もし aj=2.4ならば [ajJ*=2， /j二 0.4となり町=-2.4 

ならば〔町J*=-3， /j=O.¥6となる。後の参考のために a，の正の真分数部

分の補数 (complement) を，-ajの真分数部分として，それをんで表わす

ことにする。そう Fれば，次の関係式が成立する。

(2.2) 
(ただし，/j>Oのとき)

(ただし，ん=0のとき)

さて，以上の記号を用い呂ならば，次の 2つの定理が成立することをみるこ

とが出来る。

9) グフフにおける矢印の向きは，それぞれの概断平聞によってL凶り帯されるh向を表わしている。
10) 本節ならびに次節は，王として Dantzig.op. cit.， pp. 521-535に基づく展開である。なお1

記号は節でのぞれと杭ーする意味で置吏した。
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定理 1 j=Oを除いたすべての内が非負である方程式

(2.3) t/=a，;o+刃向(-t;) Cただし， (atoJ*<a;;o) 

において，t/が整数変数であり， tj は非負であることが要請されているならば，

整数値 t(壱もたらすすべてのちについて，次の線型不等式

(2. 4) 1，，';; LJ叫ん， ただし，すべての a-tj:;:::::O
j~l 

が成立するが，これは j=1， 2. 仰に対してむ二Oとお〈ことによって

得られる基本解については成立しない。

(証明 aiO=[aioJ'"十1"と書き表わす。 これ壱 (2.3) に代入して変形すれ

ば，次式壱得る。

(2.5) :E aljtj=ん+[向。J*-t/

この式におし、て，aりは非負であることが仮定されており，かつまたむは非

負であることが要請されていることかι.(2.5) の左辺は非負の数値を取らな

ければならないn しかるにその左辺は，んより轄数値， [向。)*-t/だけ異な

勺ている。従って，左辺は非負の数値~ ji()， 1+f.削 2十f削 ・・のうちのい

ずれか 1つでなければならない。 それゆえに， すべての場合について (2.4)

が成立する。(証明了)

さらに (2.4)は，次の等式に変形できる。
n 

(2.6) 5，=-I，，-'2:，a，，(ーん)， むと0，すべての a，;二三O

ただし， 5，は非負の整数値をとることが要請されたスヲゲク変数である。

ここで， さらにらが整数でなければならないという条件を加えれば， 新し

い，より強し、制約式壱得ることが出来る。

定理 2 次の方程式

(2.7) t/=向。+2:; a，，(-t;) . (ただし，[aioJ'"く内)

において，ん'が整数変数であり， t!は非負の整数値をとる変数であることが要

請されているならば， 整数値 tlをもたらすすべてのむについて，次の線型

不等式

(2.8) 1何三;:~ftßh ただし，すべての 1，;注O
j=1 
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が成立するが，これは 1ニ 1，'2， .切に対して tj=O とおくことによって

得られる基本解については成立しない。

(証明〉 まずこの定理2において.atjは符号上の制約がなしむは非負の

整数であることが仮定されている。そこで，定理 1において， af.O=[向。*+11-0

と表わしたのと同じように a，!につい Cもこれ壱， 整数部分と分数部分との

和，即ち， (afj)*十五J に分解し，その各々を (2.7) に代入して変形すれば，

次式を得る。

(2.9) {t!-(a"J*十戸1〔川町)~ん+呂f匂(-'，)

との左辺の数値は整数であり .fりは非負であると左から， この式にさきの定

理 1巷適用すれば (2.8)号得る。(証明了)

さらに (2.8) を次のように書き表わすことも出来る。

(2.10) s，'~-f.句 L:f，パ -tJ) ， SiQ:2::0，すべてのん;::>0
J==1 

ただし，Si
fJ は非負の整数値壱とることが要請されているスラヅグ変数であ

る。なお，(2. 10) における gの記号は s/'が Gomoryの考案した追加制約

式のスラック変数であることを表わすものとして採用しておく。

いま求めた (2.10)一ーまたは (2.8)ーーが MIF法における Gomoryの

追加制約式とよばれるものにあたり，幾何学的には，第 1図に描かれた αdの

ような直線に対応するものである。従って，この新しい制約式は，前節で指摘

した 4つの性質， (i)， (ii)， (iij)， (iv)をいずれもみたしてし、る問。

以上の 4つの性質に加えて，この新しい追加制約式， (2.8) は，さらに幾つ

かの重要な性質を有している。そこで，これらの残された重要な仕質を簡単に

言及しておくことにする問U

(v) もしも新しい追加制約式 (2.8) を， (1. 1) におけ右も左の変数叫. Xj 

で表わすならばぞれは全整数不等式 (all-integerinequality).即ち，すベ

11) (i). (iii)については，簡単に判明しよう。(ii)については Gomory & Baumol. op. cit.， 
pp. 526-527，脚注3を参照。 (iv)の証明はj かなり難しいがある条刊のもとですでに明らかに
されている。G-omory，(6)， pp. 287-291; Dantzlg， ot.， cit" pp. 532-535参問。

12) Gomory & Baumol， ot. ciιpp. 544-545 
13) slack置数は含めないa
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ての係数と定数項が整数であるような不等式になる。

(vi) もしも新しい泊加制約式， (2.8)を， (v)に従ってもとの変数町で

表わすならば， そのとき得られる定数項を人為的資源制約(artificiaI 

resource limit) と見なすことができ， それを，>問に対する Q，と書く

ととにする U そうすれば， もとの問題でのすベての Q，--~Pち(1. 1)に

おける z三聞に対するすべての Q， が非負であることを想定する限め

において， ，>別に芦fする Qiもまたjド負となる。

(vii) もしもある変数 Xj'の係数である al.;jl* (ただし，k=l， 2， 

"のが，もとの問題，即ち(1.1)においてすべて非負であるならば，その E

き町，の係数は，新しい追加制約式 (2.8) を (v)に従ってもとの変数叫

で表わすならば，やはりまた非負となる。

なお，純粋型整数計画問題を MIF法によって解くための計算手順は，次の

ように書くことが出来る凶。

① 与えられた整数計画問題のうち，整数条件を無視した通常の線型計画問

題を. V":/プレックス法で解く。

② このとき得られる解が非整数であれば，新しし、制約式 (2.10) を作り，

それ壱もとの線型計画問題に付加する。

③ 新しい制約式 (2.10) をイ寸加したことによって拡大された新しい線型計

画問題を，双対三ノ γ デレヅグス涼町で解く u

④ 亡のとき得られる解が非整数であれば，⑧へ戻ってj tl上の手順を最適

整数解が得られるまで繰り返す。

計算の途中において， (2.7) の型をした異なった方程式叫に応じて， (2.10) 

の型をしたそれぞれ異なった幾つかの制約式を作ることが可能となる場合が，

しばしば起り得るであろう。そのような場合には，②の手順におし、て，それら

14) Gomory & BaL1mol， ot. cit.， p. 527 

15) これはj 与えられた問題の虫対問題を 通常のシンフレッグス法を用いてMくことと同じであ
る。理対シンプνックス法を用いる理由比新しし、問題の解が，表の問題については実現可能で
ないが その双対問題については実現可能であるからに他ならない。

16) 異なった zの値に対応する方程式壱立味する。
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のうちのどれか 1つを選べばよいわけである o さらにそのとき ，j，ログυ (j=1，

2， ......，切)の平均値を出来るだけ大きくするように新しい制約式 (2.10)を選

ぶことにすれば，その新しい制約式は余分の実現可能領域 第 1図における

もとの実現可能領域のなかで，斜線を施してし、ない部分にあたる一一ーを出来る

だけ大きく切り落す，というととが立証されう志町。ぞれゆえに， よりはやく

最適整数解に到達することが期待される。

実際の計算壱行なう場合には，それに対する 1つの近似として，最初の要素，

j，ロが最も大きい zについての方程式， (2.7)を選び，それをもとにして，新し

い制約式， (2. 10) 壱作ることが考えられる1圃〉。

][ 混合型追加制約式

本節では，裁断平面法の混合型整数計画問題への適用を試みる。

混合型整数計画問題とは 1節で定義したように，変数のすへてではなし

そのうちの幾っかが整数値をとるこ Eを要請されている問題である。事実，こ

の種の混合型整数計画問題へ変換しうる領域は非常に広い問。 しかしながら，

その解法についてみる限り，純粋型整数計画問題にくらべて，十分に解明しつ

くされているとはいえない。また，与えられた問題の特殊な形式的側面に注目

して，その問題固有の解法も幾っか考案され，すでに見るべき成果をあげてい

るものもある問。

しかし本節では，いまなお多くの問題壱内包しているとはU、え，線型計画i問

題への変換による解法一一即ち，裁断平田法←ーーが，その双対問題を通して経

済学的意義を考えることが出来るという点に注目して，混合型整数計画問題に

ついても敢えて裁断平田法を取り上げ，その一般化を試みることにする。

17) Gomory & Baumol， op. cit.， p. 527 

18) 追加制約弐の酔済学的意義については， Baumol， (1)， pp 124ー125参照。なおy 純枠型藍

数計画問題に対する載断平商法の接近として. Bea1eは Gomoryの考案による"All-Integer 
Method そあげてし、るがz 士献不足につきz 本稿では割愛した。

19) 整数計画的応用に関するすぐれた展望が， Dantz ig， (4)に与えられている。
20) Beale， op. cit.， pp. 219-228 
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混合型整数計画問題では，変数に予め付与されている条件に応じて，その変

数壱次0)2つに分類することが出来る。その 1つは，整数値をとることが要誇

されてし、る変数であり，従って乙れを「整数変数J(integer variable)とよぶ

ことにする。他の 1つは，分数値をとることが許されている変数であり，従っ

てこれを「分数変数J(f'ractional vQxiable) とよぶことにする叫。

まず最初に，前節における 2つの定理の拡張として，次の定理壱得る。

定理 3 次の方程式.π  
(3.1) t/=a';O+2Jaii(ーら)+2::a，，( む) (ただし.[a，;o]ホ〈向。)

J'>1 J"，1:+1 

において， t/が整数変数であり ，j=l， 2， hに対するんは非負の整数

変数で，その係数 aijは符号上の制約がないものとし，また j=k+l， 占 ， n 

に対するむは非負の分数変数で，その係数 aijはすべて非負(または，すべて

非正)であるものとすれば， そのとき整数値がをもたらすし、かなるらに対し

ても，次の線型不等式

(3.2) f刊さ三2::f"t，+ 2::向ん
}=1 J"，k+l 

が.j=k+l， ・・，切に対するすべての aijが非負の場合に成立し，

(3.3) f"C;;事fりにさ1M

が，J=k十1，切に対するすべての a" が非正の場合に成立する。

(証明) j=k+l， ...... nに対する aijの符号に応じて，起りうる 2つの

場合をそれぞれ分けて考える。

(1) もしも j=k+l. n に対するすべての向2 が非負であるならば，

j=O. 1，・ kに対する a';j=(at1Jキ十んを (3.1) に代入し，これを変形

すれば次式を得る。

• • (3.4) (1/-(a，，]*+ 2::(aり〕吋，)=j，，+2::ん(-t，)十三Ja';j(-tJ)
J"'1 )=1 J...厄.，

上式における左辺のすべての項は整数であり，さらに j=O，1， ...... kに

対する fげならびに，j=k+l. nに対する aijがともにすべて非負であ

ることから，これに定理 1を適用すれば (3.2) を得る。

21) 前者札 「離散聖教J.桂者を. r連続盟主主Jとよぶことも出来るであろうの
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(助 もしも j=k+1. ・.nに対するすべての a"が非正であるならば，

まず (3.1)にー1を乗じて， それを (3.1)'とよぶととにする。 またんの定

義から，次の関係式を得る。

(3.5) -a"=[-a，，J者 +!ω

そこで上式壱 (3.1)'の j=O. 1. • kに対する aij tこ代入し， 己れ

を変形すれば，次の方程式を得る。

(3.6) {-t/ [向J IE[5hJ231=ん lEん (ωJJFp(ち)

(3.4) と同様に. (3.6) における左辺のすべての項は整数であり，さらに

j-Q， 1， ・・ . k に対する j'jなちびに j=k+1. 切に対する -aijが

ともにすべて非負であるととから，とれに定理 1を適用すれば. (3.3) を得る。

(証明了)

さらに付言すれば. (3. 2). (3. 3)は，ともに非負の整数値壱とるスラッグ

変数を導入することによって，等式に変形され得る。

しかしながら，ここで注意すべきこととして，定理 3は，分数変数のすべて

の係数が非負の値をとる 即ち. (1)の場合一ーか，あるし、はまた，非正の値

をとる 即ち，仰の場合←ーか弘、ずれかである，とし、う想定に基づいてい

ることである。そしてこのような場合が，現実の計算過程において常に成立し

ていると L寸保証はない。そこで，分数変数の係数，即ち j=k+1. ・ー n 

に対する a"について，その符号上の制約がない場合における新しい制約式を

構成する必要が生じてくる。

そのための準備として，次の方程式についてまず考えることにする。

(3.7) ν=向十三江南j( 勺)=aiO-P十N(ただし. [向。J*<品。)
j=1 

上式におい C.t/は整数変数であり -PとNとは，係数向が正(厳密に

いえば，非負〕のものと負のものとに対応した各項の部分和をそれぞれ表わす

ものとする。従って.-P=2Jaり (-11) (ただし.aげ二三0). N=2Ja" ( ら)

(ただし.aり <0) より ，P， Nはともに非負である o

もしもちのある値に対して. -P+N:そOが成立してい呂ならば， その左雪
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t/=a刊 P十N が整数でなければならないことから，/iO-P十N もまた整数で

なければならなくなる。しかしこの後者は，laiOJ*くa..の仮定より，正の値号

とる。従って 1三!iO-P十N が成立し， これはまた，fi (J ~-P十N と等しい

ことから，次の不等式壱得る。

P N ， p N 
(3.8) 1ζτ 十τ 孟 + で

f.. fτ1'0 /iO 
もしもらのある他の値に対して -p十NくOが成立してし、るならば， その

とき t!一二 向。十P-Nはまた整数でなければならないことに変りはない。

従ッて -a旬=(-atuJネ十f..壱そ丹式に代入して，それを変形すれば，次式を

f尋る。

(3.9) {-t，'-(一向。1勺=lω+P-N

上式の右辺の数値が正の整数であることから 1，三λ。+P-Nが成立し， こ

れはまた，fiロ';'P-Nと等しいことから，次の不等式壱得る。
P N _ P N 

(3.10) 日一一一一一手一一十で
jio jio firJ ho 

それゆえに. (3.8) と (3.10) の両式から，むの値如何にかかわらずに，

次の不等式が成立する叫。

P N 
(3.11) 1三十τ

/10 Jtu 
さて，以上の関係をもとにして，混合型整数計画問題に対する lつの新しい

追加制約式を構成することが可能である。

定理 4 次の方程式
n 

(3凶 haeo+Eft3(ーちただし. (向子くa，o)

において t，'が整数変数であり，ちは非負であることが要請されているなら

ば，そのとき

(σ3凶 巳去(寄Pんんjんtjいj汁十芸α州¢υJ仇jtん山tりj

が，整数値 tν4J，壱もたらすすベての tj に対して成立するが， これは j=l，2， 

，切に対してら=0とおくことによって得られる基本解については成立し

22) Beale， op. cit.， 224-225に記されている混合型追加制約式に対応するものである。
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ない。ただし，ここにおいて，整数変数 tfに対して

!もしもん到。帆ん三九日)ならば 1吋

もしも !iJ>fiO (民IJち.fりくf"lならば，jEh 

分数変数 tfに対して

atj :2:0位ら 1"，.j ej， 

aiJ.くOならば，jE]1 

をそれぞれ表わすものとする。

(487) 75 

(証明) もLもらが (3.12) において整数変数であるならば，ん~fω か，

f，，>んかに応じて，ぞれぞれ αij=(aijJ*十fりか a;j=-(-aijJ*-fりかのい

ずれか一方を (3.12) に代入すれば，次式を得る。

(3.14) ti =α何十刃([a"J*十f，，)(-t，) +記(-[-a'fJ*←ん)(-1，) 
Jl J2 

ート刃向(-If) 十 ~a'f(-If)
J， 

上式のすべての整数項を左辺に移して，それを tj*tおけば，整数変数 ti*1土

次のように表わされる。

(3.15) t，*{=li-LJ[a，JJ*(-tj)十三J[-atj]ペ tJ) ) 
J， 山

=a酌向t仰w-一(E九ん+冨a仇h州zりijt〆川t

さて'上式右辺の第 1番目の括弧のなかの数値と第 2番目の括弧のなかの数

i直とを，さきの (3.7)における P.N とそれぞれ見なすことによって. (3. 11) 

に対応する (3.13)の不等式を得る。(証明了)

もしも，非負のスラック変数 srを(::1.1::1)に導入すれば，それを次のよう唱

に書き表わすことが出来る。

(3.16) s，m 二 1+す一(LJf"tj十三jaijtj)十寸一(LJf"tj-LJ a，ん)
jiO JI J3 1iO J2 J4 

なお (3.16) における刑の記号は Sjm が混合型問題に対する追加制約式

のスラヅグ変数であることを表わすものとして採用してお〈。

しかしながら，ここで注意すべき点として 3 定理 4における不等式 (3.13)

に導入され「新しい変数 S，:m壱，整数変数として処理する「とが出来ないとい

うことがあげられる。従って， 整数変数 t(に基ついて構成された追加制約式



76 (48酎 第97巻錆s号

{3.16)のスラック変数 srを，実際的な計算の過程においては，分数変数と

して取り扱わなければならなくなる。

また，さきの定理4において， (3. 12) に含まれている非基底変数むのうち，

特に整数変数にあたるものに限って， それを fリ三三fw か !ij>点。かに応じて，

]，と]，との 2つにグノレ プ分付した埋由は， 新しく追加される制約式の定数

項が 1であるとき，整数変数にかかるすべての係数が決して 1を乙えないよう

にしようとしたためにイ也ならない。そしてこのことは，グループ分け壱せずに

導出される制約式にくらべて，より強い制約式ー従って，より有効であると

期待される制約式一一ーを求めようとする意図に基づくものである明υ

新しく構成された追加制約式において，非基底変数にかかる係数が，詐負の

領域内で出来る限り小さければ小さい程，もとの線型問題についての実現可能

領域のうち，余分な部分をより大きく裁断することが期待され呂であろう。

いま，この考え方を生かし，さきの定浬4を媒介として，混合型整数計画問

題の特殊なタイプとしての純粋型整数計画問題を考えるととにすれば，次のよ

うな新しい追加制約式を構成することもまた可能となる。

(σ3 問 K 土〈寄Fβんfijtバ附t

ただし，上式は，定理2における (σ2.7η)から構成したものであり9， なお，

すベての非基底変数むに対して，

(もしもん~jiO 肌山，)な川 j司

もしも f'j>f，句(即ち， λ，<五。)ならば， iEJz 

を，それぞれ表わしている。

さらに付言すれば，この制約式 (3.17) において，非基底変数のグループ分

けをしなかったものとして，さきの定理 2における制約式 (2.8) 従って，

Gomoryの追加制約式 (2.10)一ーを考える己とが出来るであろう。，

ここで，再び混合型整数計画問題に立ち帰ってみるならば，定理4における

23) 幾何学的には，非基底変数を各軸にとったとき そのE象限において!哉断聞が原点と反対側
に離れる畠より探く切り落すからである土考えるととが出来る。
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追加古l約式 (3.13) と異なったもう 1つのタイプの追加制約式壱構成すること

が可能であ志。

いま，{jcの方程式

(3. 18) t/~向。 +Lj a，， (-t，)+Lj a'j(-t，) (ただし. [aioJ*<aiO) 
.;1=1 J=-k+l 

において~ t/が整数変数であり. )'=1， 2， kに対するちは非負の整数 l

変数，j=k+l. η に対するちは非負の分数変数であることが要請され

ているものとする。

まず， (2.1) の考え方を適用して

(3.19) n::: a，，(一九)J本~Lj a，，(ーのーで (0三τく二1)
}=k+l }=k+l 

とおく。ただし，

(ib(22)戸は 符号上の申附も山、新い整数変数

Tは，分数変数項の総和についての正の其分数部分

を，それぞれ妾わすものとする。

このと青，j~ l， 2， ・・・ ，kに女せして.aij= -[ -a';jJ* -!ij壱 (3.19)に

代入し，整数項を左辺に移すと，次式壱得る。

*
 

〕a
l
 

泥沼山)
 

持〕

T

向

+

[
-
L
 

k刃向
k
Zド

+

+

 

ψ
キ

泊
「
U

〆山

ι町
一

一

Aυ q
G
 

qu 

上式の左辺は整数であり， 右辺は正であることから 1-:;;'/iO十七]ijtj+τの@
j=l 

関係が成立し，従って，新しい追加制約式として，次式をf守る。

(3叫 ん玉土ょん+<
J:l 

これに，非負のスラザグ変数 s，m'壱道入すれば，次のように変形で雪<"

(3.22) 叫ん+がい附く1)

なお， 上式におし、て Sim'は非負の整数変数として処理することが可能とな

り，また τは 1より小さい非負の有界変数 (boundedvariable)， 従って，

分数変数として取り扱わなければならなくなる'"。

24) なお， (3，21)はj 定理3の桂半を適用することによっても，また導出できる。
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さらに， この新しい追加制約式 (3.21)に，さぎの考え方一一即ち，非基底

変数にかかる係数の値を出来る限り小さくすると左によって，より強い制約式

を構成しようとする考え方一ーを生かすならば，非基底変数のうち，整数変数

にあたるもの壱，JLj .:;;Jio (即ち， /'12/")か， /'1>/" (即ち，J.jく1，.0)かに応

じて， ]，とみとにそれぞれグノレーフE分けをすることによって， 次のような新

しい混合型堪加制約式を構成することが出米る。

(3剖 1豆古(昇んら〉十三-(豆fも耐で)

さc，ここぐ混合担整数計画問題についての追加制約式として，定理4にお

ける (3.13) をとりあげ，その性質を 1節で提示した純粋型追加制約式に付

与されている 4つの性質と比較検討しておくことにする。

(i) ， すべての 7に対して， む=0 となっているような， 従来は実現可能で

あった点が，新しい追加制約式(:1.1:1)ピよって排除される。

従って， (i)はそのま主成育するの

(ii)' (3. 13)の係数が，いずれも有理数であることを想定する限旬におし、て，

明日である。

従って， (ir)はそのまま成立する。ただし I整数格子点」というとき，

分数変数については，考慮する必要がない。

てiii)， 定理 4における (3.13)の構成の仕方から，らがこの計画問題におけ

る実現可能領域内の値をとる限り， (3.13)の関係は成立する。

従って， (iii)は基本的に成立する。ただし整数格子点としづ言葉は，整

数変数についてのみ適用し得るが，分数変数については，従来実現可能で

あった点(常に整数値であるとは限らなし、)を排除してはならないこと，

特に注意、を要する。

(iv) ， 手順の有限性に対する証明は，混合型整数百l画問題についても，ある

条件のもとでは汽すでに証明されている。 しかしながら，一般的状況の

もとでの証明は未解決であり，特に混合型整数計画問題については，まだ

25) 追加制f正式の構成の廿方i 実現可能漏域の有界性轄につ U ての条件を Jナ。
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十分に検証されていない点も多いといえる。

むすびにかえて

線型計画問題においては， すべての“ activity"に対して， I分割可能性j

'{divisibility) の公準をおいている。従って，ある現実の問題を考えるとき，

この公準が完全にはみたされていないとす5ならば，従来の線型計画による接

近もかなりの後退を余儀なくされる。このとき，より有力な分析用具として考

えられるのが，整数計画問題としての定式化である。その意味で，この整数計

画問題に対する 般的な解法に注意が払われた。

われわれは，その解法の 1つとして「被断平面法」壱特にとりあげた。その

理由は，それが新しい追加制約式 裁断γ商 を媒介として，与えられた

整数計画問題を，拡大された通常の線型計画問題に還元して解くという点に注

目し，従って，ヂと 1:双対問題も主だ必ず存在することから，ぞのをき得られ

る双対価格壱吟味しようとするために他ならなかったの

本稿では，整数計画問題に裁断平面法壱荊用した場合， ¥ 、かなる追加制約三主

が構成できるか壱みてきた。そして，その構成の仕方も一義的ではない， 1::い

うことが判明した。

従って，われわれに残されている次の課題は，双対価格の吟味である。いま，

与えられた問題が，幾つかの μactivity"のもとでの最適水準争決定する問題

即ち，資源の制約と技術条件とが与えられた場合，.::，生産物の総価値壱最

大にするようなその組み合せ壱求める問題ーーであると想定し，さらに，その

“包:::tivity" が分割可能性の公準を完全にはみたさないとき， その双対価格

〔“ shadowprice "または "imputedprice"ともよばれる)に，いかなる変

化が生じるかを検討してみることである。

純粋型整数計画問題については， この方向に沿った吟味が， すでにR.E

Comory によって試みられている。さらに彼は，追加制約式に謀せられる双対

価格壱，もとの制約式に再配分するとき，その再計算さねた双対価格が I資
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源の効率的配分 (efficientallocation of resource) を達成するような分権的

意思決定の構成を容認する」という性質を，基本的には失っていない，と指摘

してし、る。

従って，このこと壱 1つのてがかりとして，混合型整数計画問題に関する双

対価格の性質骨吟味すること，ならびに，それに基づく，より経済学的ド有意

義仕価格体系の構成寺試みることが，われわれに残された次の課題である o
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